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I. Transformée de Fourier (41 pts)1. Soit la fontion f(x) dé�nie par f(x) = exp(−x) si x ≥ 0 et f(x) = 0 pour x < 0.(a) Caluler F (ν) = F [f(x)], i.e., la Transformée de Fourier (TF) de f(x).<5 pts>(b) Donner G(ν), la TF de g(x) = x exp(−x) si x ≥ 0 et g(x) = 0 pour x < 0, soit par alul,ou soit en utilisant la onnaissane de F [x f(x)].<5 pts>2. Par alul ou par dédution de la question préédente et en utilisant les propriétés de la TF,donner la TF de g(−x) (la fontion renversée ou retournée de g(x)).<5 pts>3. (a) Traer (suintement) l'allure de la fontion h(x) = |x| exp(−|x|) (∀x).<3 pts>(b) Préiser omment ette fontion h(x) peut s'érire à partir de la fontion g(x).<3 pts>() Que peut on dire des propriétés de la Transformée de Fourier de la fontion h(x) =
|x| exp(−|x|) (sans la aluler).<3 pts>(d) En déduire �nalement H(ν), la TF de h(x) et traer (suintement) l'allure de la réponsefréquentielle H(ν).<6 pts>4. En vous aidant des propriétés de la TF et de e que vous avez fait préedemment, trouver l(x)la TF inverse de L(ν) = |ν| exp(−|ν|) (∀ ν).<4 pts>5. En fontion de l'allure de l(x), préisez de quel type de PSF (Point Spread Funtion) ou de �ltreil s'agit ?<4 pts>6. Considérons que la fontion f(x) est paire et réelle. Prouver (en utilisant la TF) que pour toutentier n > 0, on a aussi

∂(2n+1)f(x)

∂x(2n+1)
est une fontion impaireoù ∂n/∂xn désigne la dérivée n-ième par rapport à x.<6 pts>Réponse1(a)Ave la onvention x

F
⇋ ν et en utilisant diretement la dé�nition de la TF (puisque le signal f(x) està énergie �nie et absolument intégrable), on obtient

F (ν) = F [f(x)] =

∫ ∞

0

f(x) exp(−2πjνx) dx =
−1

1 + 2πjν

[

exp
(
−x(1 + 2πjν)

)]∞

0
=

1

1 + 2πjν<5 pts>1(b)En utilisant la onnaissane de F [x f(x)] (montrée en démo 2 et 3), on a la propriété suivante



F [ x f(x) ] = −
1

2π j
F ′(ν)On trouve don, en posant χ(x), le symbole signi�ant � pour x > 0 �

F [g(x)] = F [ x exp(−x)χ(x)] = −
1

2π j

( 1

1 + 2πjν

)′

=
1

(1 + 2πjν)2<5 pts>Nota : Comme le préise l'énoné, on peut retrouver ette TF par alul direte, en utilisant diretementla dé�nition de la TF, puisque la fontion g(x) = x exp(−x) si x ≥ 0 et g(x) = 0 pour x < 0 est à énergie�nie et absolument intégrable
F [ x exp(−x)χ(x)] =

∫ ∞

0

x exp(−x) exp(−2πjνx) dx =

∫ ∞

0

x exp
[
−x(1 + 2πjν)

]
dx

=
[ −x

(1 + 2πjν)
· exp

[
−x (1 + 2πjνx)

]]∞

0
+

1

(1 + 2πjν)

∫ ∞

0

exp
[
−x (1 + 2πjν)

]
dx

=
1

(1 + 2πjν)22.Comparativement à la question préédente, la fontion est inversée (i.e., retournée). Or on sait quel'inversion d'une fontion donne la onjugaison de sa Transformée de Fourier (i.e., #
F
⇋ ∗) ou que (propriétéde ontration-dilatation) que f(ax)

F
⇋ 1

|a|F (ν
a ) et don que f(−x)

F
⇋ 1

|−1|F (−ν) = F (−ν).
F [g(−x)] = G⋆(ν) =

1

(1 − 2πjν)2<5 pts>Nota-1- : On aurait pu aussi appliquer la propriété de ontration-dilatation et dire que f(ax)
F
⇋ 1

|a|F (ν
a )et don que f(−x)

F
⇋ 1

|−1|F (−ν) = F (−ν).Nota-2- : On aurait pu retrouver ette transformée en utilisant diretement la dé�nition de la TF, puisquela fontion g(−x) = −x exp(x) si x ≤ 0 et g(x) = 0 pour x > 0 est absolument intégrable
F [−x exp(x)χ(−x)] =

∫ 0

−∞

x exp(x) exp(−2πjνx) dx =

∫ 0

−∞

x exp
[
x(1 − 2πjν)

]
dx

=
[ x

(1 − 2πjν)
· exp

[
x (1 − 2πjνx)

]]0

−∞
+

1

(1 − 2πjν)

∫ 0

−∞

exp
[
x (1 − 2πjν)

]
dx

=
1

(1 − 2πjν)23.(a)(b)On a h(x) = g(x) + g(−x) ave h(x) une fontion dont l'allure est de la forme suivante
 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

-6 -4 -2  0  2  4  6

h(x)

h(x)



<6 pts>3.()La fontion h(x) est réelle et paire, don sa transformée sera réelle (pure) et paire. De plus, h(x) n'étantpas périodique, son spetre H(ν) sera ontinu.<3 pts>3.(d)On a don, puisque la TF est linéaire et que h(x) = g(x) + g(−x) et que #
F
⇋ ∗

h(x) = g(x) + g(−x) = |x| exp(−|x|) (∀x)

⇃↾ F ⇃↾ F ⇃↾ F

1

(1 + 2πjν)2
+

1

(1 − 2πjν)2
=

2 − 8π2ν2

(1 + 4π2ν2)2
∝

1 − ν2

(1 + ν2)2
= H(ν)<6 pts>4.La fontion L(ν) est réelle et paire don F = F−1 et de e fait on trouvera pour l(x)

L(ν) = |ν| exp(−|ν|)
F−1

⇋
2 − 8π2x2

(1 + 4π2x2)2
= l(x)
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<4 pts>5.La forme est typique d'une PSF assoiée à un �ltre passe-haut et on a<4 pts>
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6.Si f(x) est paire et réelle, F (ν) (i.e., sa TF) est aussi paire et réelle, de plus nous avons
∂(2n+1)f(x)

∂x(2n+1)

F
⇋ (2πjν)2n+1 F (ν) = (2πν)2n+1(j)2n+1 F (ν) ∝ ν2n+1(−1)n j F (ν)

ν2n+1(−1)n j F (ν) sera imaginaire pure don ∂(2n+1)f(x)

∂x(2n+1) sera impaire (ar une fontion impaire donne uneTransformée de Fourier qui est imaginaire pure).<7 pts>



II. TFD et Spetre (38 pts)1. Indiquer omment on passe de la Transformée de Fourier d'une fontion ontinue à la transforméede Fourier disrète (TFD) d'un signal disrétisé en N éhantillons, i.e.,
F (u) =

∫ ∞

−∞

f(x) exp(−2πjux) dx u ∈ IR, x ∈ IR

H

F (u) =
1

N

N−1∑

x=0

f(x) exp
(−2πj u x

N

)

u = 0, 1, · · · , N − 1Justi�er bien, par exemple, la présene du N , dans la deuxième formule.<8 pts>2. Montrer qualitativement, que si on a une image dans le domaine spatial qui omporte unedisontinuité vertiale (par exemple, une ligne horizontale en son entre), alors on se retrouveave une TF ou son spetre, représentée sous forme d'image ave une disontinuité horizontale(i.e., une ligne vertiale).
F
⇋<7 pts>3. Les deux premières images (en haut) montrent une image et son spetre (ou le module de saTF). Montrer qualitativement, que l'image en bas à gauhe donnera le spetre d'en bas à droite.

<7 pts>4. Les images (1) à (5) de la Figure i-dessous représentent le module du spetre de Fourier desdi�érentes images (a) à (e). Indiquer, pour haun des spetres, à quelle image il orrespond.Justi�er qualitativement haque réponse par les aratéristiques présentes dans l'image et dansson spetre assoié.
(a) (b) () (d) (e)
(1) (2) (3) (4) (5)<10 pts>5. A quoi est égale la fontion d'autoorrélation d'un signal ne omportant que du bruit blanGaussien blan d'éart type σ ?<6 pts>



Réponse1Dans la Transformée de Fourier ontinue, on a des valeurs ontinus pour f(x), x ∈ IR, et une ontinuitédes fréquenes harmoniques u ∈ IR (pour des signaux quelonques non périodiques).Pour la TFD, on a x = x∆x, x ∈ N ave ∆x = Te, résolution spatiale ou période d'éhantillonageet x prenant des valeurs entieres orrespondant au numéro d'éhantillons de la fontion disrétisée. On aaussi u = u ∆u, u ∈ N , résolution fréquentielle et u prenant des valeurs entières, orrespondant au numérod'éhantillons du spetre (ou TF) disrétisé.Lorsqu'on fait le passage TF ⊲ TFD, on a la résolution fréquentielle ∆u orrespondant à la plus petitefréquene détetable dans le signal qui orrespond à l'inverse de la plus grande période existant dans le signal(égale à la longueur même du signal), e qui s'érit :
u x (u, x ∈ IR2)
︸ ︷︷ ︸TF = u ∆u x∆x = u

1

N∆x
x∆x =

u x

N
(u, x ∈ N2)

︸ ︷︷ ︸TFDLorsqu'on fait le passage TF ⊲ TFD, de plus, l'intégrale ontinue se hange en somme disrète sur les Néhantillons du signal. Le fateur 1/N au début est un fateur de normalisation.<8 pts>2
• En prenant, omme onvention, x (olonnes) (x F

⇋ u) et y (lignes) (y F
⇋ ν), une droite horizontale et sonspetre s'érit mathématiquement, en se souvenant que f(x) ∗ g(y) = f(x) · g(y) (le produit de onvolutionest égale au produit simple lorsqu'on l'applique à deux variables di�érentes)Cst(x) · δ(y)

F
⇋ δ(u) ∗ Cst(ν) = δ(u) · Cst(ν)e qui montre bien qu'une ligne horizontale a néessairement pour spetre une ligne vertiale et inversement.

• Une autre façon de de le démontrer qualitativement est d'utiliser la propriété de ontration-dilatationde la TF et de dire qu'une droite horizontale est in�niment ontraté en y et in�niment dilaté en x et donneradon une TF in�niment dilaté en ν et in�niment ontraté en u.
• Une autre façon de de le démontrer qualitativement est de dire que pour reonstruire ette lignehorizontale, on utilisera que les imagettes de base de la TF (présentées en ours) utilisant des disontinuitéshorizontales qui se trouvent sur la ligne vertiale entrée.<7 pts>3Ave x (olonnes) (x F

⇋ u) et y (lignes) (y F
⇋ ν). Si on appelle f0(x, y), le motif spatial qui est unique dansl'image d'en haut à gauhe et qui se périodise, d'une demi longueur de l'image (N/2) en x, en se dilatant unpeu, on a mathématiquement, pour la deuxième image (si f0(x, y) ⇋ F0(u, ν)).Dilaté[fo(x, y)

]
∗ ∐∐N/2 (x)

︸ ︷︷ ︸image en bas à gauhe F
⇋ ontraté[fo(x, y)

]
· ∐∐2/N (u)

︸ ︷︷ ︸TF en bas à droiteLe spetre obtenu sera don le même que elui de la première image, exepté qu'il sera ontraté (propriétéde ontration-dilatation de la TF) et disrétisé en u ; l'opérateur · ∐∐2/N (u) disrétise en u tous les deuxpixels (haque éhantillons spetral étant séparé de ∆u = 1/N).<7 pts>



4[b-3℄ : Plusieurs types de transitions (horizontales, vertiales, et di�érentes diagonales) ou ontoursabruptes (noir-blan) existent dans l'image et engendrent de forts oe�ients spetraux sur une orientationperpendiulaire à es transitions ; e qui justi�e la présene de droite balnhe (forts oe�ients spetraux) dedi�érentes orientations dans le domaines des fréquenes. De plus des transitions franhes typique des imagessynthétiques réent des très hautes fréquenes dans l'image spetrale. Une réponse moins bonne mais toutde même valable aurait été de faire l'assoiation b-1.<2 pts>[a-1℄ : Deux types de transitions (horiz. et diagonales droites) existent dans l'image et orrespondent àdeux type de fort oe�ients spetraux sur une orientation perpendiulaire aux deux préédentes transitions.Une réponse moins bonne mais tout de même valable aurait été de faire l'assoiation a-3.<2 pts>[-2℄ : l'image présente des formes présentant des transitions de di�érentes importanes et des formesdi�érentes qui vont se traduire spetralement par une diversité de fréquenes dans le domaine spetral. Uneréponse moins bonne mais tout de même valable aurait été de faire l'assoiation -5.<2 pts>[d-5℄ : l'image du améraman présente spatialement de nombreuses disontinuités suivant di�érents axesque l'on retrouve dans le domaine fréquentiel perpendiulairement (de nombreuses et importantes fréquenesspatiales assoiées à di�érents axes). Une réponse moins bonne mais tout de même valable aurait été de fairel'assoiation d-2.<2 pts>[e-4℄ : l'image présente un motif spatiale qui se répete ou se périodise dans le domaine spatiale (à peu près,tous les inq pixels en x et en y). Dans le domaine fréquentiel, ela se traduit par une sorte de disrétisationdu motif spetral (a peu près tous les un inquième d'image en u et en ν ar [périodique ⇋ disrétisation℄).<2 pts>5Soit b(x), e bruit Gaussien blan. L'énergie spetrale de e bruit blan Gaussien est une onstante deparamètre σ2, don sa fontion d'autoorrélation est un pi de dira pondéré par σ2, en e�et, mathémati-quement
b(x) ∗ b(−x) = σ2 · δ(x)

F
⇋ B(ν) · B⋆(ν) = |B(ν)|2 = σ2<6 pts>



III. Filtrage (41 pts)1. Soit le �ltre ou masque de onvolution (3 lignes, 2 olonnes) suivant :1 -11 -11 -1(a) Séparer e �ltre en deux masques de onvolution une dimension (l'un en x [horizontal℄,l'autre en y [vertial℄). Dans le as où l'un des deux avait tous ses oe�ients positifs,ajouter lui le fateur de normalisation néessaire pour qu'après �ltrage de l'image par emasque de onvolution, l'image onserve sa moyenne de niveaux de gris.<6 pts>(b) Trouver les expressions mathématiques et l'allure des réponses fréquentielles, |H(u, ν)|,(module de la TF) du masque de onvolution h(x, y) donné i-dessus resp. en u et en ν.<14 pts>() Traer sommairement l'allure de sa réponse fréquentielle (module) en u et en ν. Expliquerpourquoi une représentation de es réponses fréquentielles sur [−0.5, 0.5] est satisfaisante.<7 pts>(d) De quel type de �ltre pour haune des dimensions onsidérées s'agit t-il ? Expliquer main-tenant qualitativement e que va faire e masque de onvolution.<7 pts>2. Le masque de onvolution 1 0 -1 orrespond à l'approximation et à la disrétisation du gra-dient en x. Ce masque à été trouvé, en ours, à partir de l'approximation (au deuxième ordre)de la fontion dérivée donnée par la formule suivante
f ′(x) = lim

ǫ→0

f(x + ǫ) − f(x − ǫ)

2ǫRetrouver, à partir de ette approximation, la élèbre propriété suivante de la TF :
F [ f ′(x) ] = (2πjν)F (ν)<7 pts>Réponse1(a)En prenant, omme onvention, x (désignant les olonnes) (x F

⇋ u) et y (désignant les lignes) (y F
⇋ ν),e �ltre h(x, y) est séparable (h(x, y) = h(x)h(y) mais non symétrique ◮

1
3

111 en y et 1 -1 en xEn y
F
⇋ ν, on doit utiliser un fateur de normalisation de 1/3 (pour onserver la moyenne de l'imageaprès �ltrage).<6 pts>1(b)

◮ En y
F
⇋ ν, ave l'origine au entre du masque (ar le masque est de dimension impaire) et ave sonfateur de normalisation



F(h(y)) = H(ν) =

+∞∑

y=−∞

h(y) exp (−2πjνy) =

+1∑

y=−1

h(y) exp (−2πjνy),

=
1

3

[
exp (2πjν) + 1 + exp (−2πjν)

]
=

1 + 2 cos(2πν)

3
.<7 pts>NOTA : On aurait pu prévoir à l'avane que ette MTF allait être réelle, ar le masque de onvolutionest pair.

◮ En x
F
⇋ u, ave l'origine au début du masque (ar le masque est de dimension paire)

F(h(x)) = H(u) =

+∞∑

x=−∞

h(x) exp (−2πjux) =

+1∑

x=0

h(x) exp (−2πjux),

= 1 − exp (−2πju) = 1 − cos(2πu) + j sin(2πu).En module on a don |H(u)| =
√

[1 − cos(2πu)]2 + sin2(2πu) =
√

2 − 2 cos(2πu)<7 pts>NOTA : On aurait pu prévoir à l'avane que ette MTF allait être omplexe, ar le masque de onvolutionest ni pair, ni impair.1()On trouve graphiquement :
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<2.5 pts> <2.5 pts>Le spetre est périodique puisque le signal dans le domaine spatial est disret et il se répète tous les 1/Te =
1/∆x = 1 (fréquene numérique puisqu'a auun moment, on ne onnait la période d'éhantillonage). Donun support de 1 dans le domaine spetral est su�sant. Comme on est intéressé à voir (mathématiquement)l'allure spetrale de ette MTF entrée en 0, une réponse fréquentielle sur [−0.5, 0.5] est satisfaisante.<2 pts>1(d)En y, 'est un �ltre passe-bas ; e que l'on pouvait prévoir en onstatant que tous les oe�ients de e�ltre sont positifs.<2.5 pts>En x, 'est un �ltre passe-haut ; e que l'on pouvait un peu prévoir en onstatant que ertain des oe�-ients de e �ltre sont négatifs (à la rigueur un �ltre Passe-bande mais la bande de fréquene de e �ltre estlargement onentrée dans les hautes fréquenes). On reonnait, grae au ours, qu'il s'agit de l'opérateurgradient en x, qui est bien un �ltre passe-haut.<2.5 pts>



Finalement e �ltre va lisser en y et aluler une dérivée en x. Il sert à faire la détetion des ontours(vertiales) grâe au �ltre passe-haut en x, tout en étant robuste au bruit (grâe au �ltre passe-bas en y).<2 pts>2.En utilisant le fait que la TF est linéaire et une approximation du premier ordre exp(x) ≈ 1 + x (ou dudeuxième ordre exp(x) ≈ 1 + x + x2/2), et que : f(x − x0)
F
⇋ exp(−2πjνx0)F (ν), on trouve

F
[
f ′(x)

]
=

1

2 ǫ
lim
ǫ→0

F
[
f(x + ǫ) − f(x − ǫ)

]
=

1

2 ǫ
lim
ǫ→0

{

F (ν)
[

exp(2πjνǫ) − exp(−2πjνǫ)
]}

=
1

2 ǫ
F (ν)

[
(1 + 2πjνǫ) − (1 − 2πjνǫ)

]et don : F
[
f ′(x)

]
= (2πjν)F (ν)<7 pts>NOTA : On aurait trouvé la même hose si on avait fait une approximation au deuxième ordre de lafontion exponentielle au voisinage de zéro.


