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I. Filtrage Numérique (39 pts)

1. Asso
ier à 
haque diagramme p�les-zéros (Zi) de la �gure 
i-dessus une réponse fréquentielle(Fj) en justi�ant brièvement (mais 
lairement) votre 
hoix et indiquez pour 
haque �ltre s'il eststable (et pourquoi) et de quelle famille (RIF ou RII) il appartient.<8 pts>2. (a) É
rire la fon
tion de transfert H(z) puis l'équation aux di�éren
es (reliant x(n) à y(n))asso
iées au �ltre numérique appartenant au diagramme p�les-zéros Z2, sa
hant que le p�lereprésenté est un p�le triple.<7 pts>(b) À partir de la fon
tion de transfert trouvée pré
édemment, retrouver toutes les valeurs desextrema et minima de |H(ν)| (i.e., le gain de 
ette réponse fréquentielle aux fréquen
esnumériques asso
iées aux deux minima et extrema de |H(ν)|).<7 pts>(
) Peut-on é
rire l'équation aux di�éren
es trouvée en (a) par une équation aux di�éren
esré
ursives ? si oui faîtes le, sinon justi�er pourquoi 
ela n'est pas possible.<7 pts>(d) Exprimer 
e �ltrage numérique temps réel sous la forme d'un �ltrage temps di�éré ave
 une
onvolution et un masque de 
onvolution que l'on dé�nira.<3 pts>(e) Retrouvez la réponse fréquentielle de 
e �ltre à partir de la 
onnaissan
e de 
e masque de
onvolution et une TFD (Transformée de Fourier Dis
rète).<7 pts>Réponse1.Le diagramme Z1 doit être asso
ié à la �gure F4. En e�et, la réponse fréquentielle n'a qu'un maximumà la fréquen
e numérique (ou normalisée) ν = 0. Le �ltre est stable 
ar son (ou ses) p�les sont à l'intérieurdu 
er
le unité et 
e �ltre est de la famille des �ltres à réponse impulsionnelle in�nie (RII) 
ar son (ou ses)p�le(s) ne sont pas au 
entre du 
er
le unité.



Le diagramme Z1 doit être asso
ié à la �gure F2 
ar la réponse fréquentielle s'annule pour les fréquen
esnumériques ν = ±0.25 (ou 0.25 et 0.75) et pour la fréquen
e ν = 0.5 à 
ause des zéros pla
és sur le 
er
leunité. À la fréquen
e ν = 0, l'éloignement de z des zéros explique le maximum obtenu par la réponsefréquentielle. Le �ltre est stable 
ar le (ou les) p�le(s) est à l'intérieur de C|1| et de la famille RIF (réponseimpulsionnelle �nie) 
ar le (ou les) p�les sont à l'origine.Le diagramme Z4 doit être asso
ié à la �gure F3. Il ressemble beau
oup au diagramme pré
édent, si 
en'est que les zéros ne sont pas sur le 
er
le unité entrainant ainsi pour les fréquen
es ν = ±0.25 et 0.50, uneréponse fréquentielle qui ne s'annule pas 
omplètement.Le diagramme Z3 doit être asso
ié à la �gure F1 
ar deux p�les (à l'intérieur de C|1| don
 stable) existentpour les fréquen
es numériques ν = ±1/8 ampli�ant don
 
ette fréquen
e. Les p�les n'étant pas à l'origine,le �ltre est du type RII.Don
, en résumé :
Z1 − F4, RII, stable.
Z2 − F2, RIF, stable.
Z4 − F3, RIF, stable.
Z3 − F1, RII, stable.<8 pts>2(a)Pour le �ltre asso
ié au diagramme Z2, on a :

H(z) =
(z − j)(z + j)(z + 1)

z3
=

(z2 + 1)(z + 1)

z3
=

z3 + z2 + z + 1

z3
= 1 + z−1 + z−2 + z−3Et don
 : H(z) =

Y (z)

X(z)
= 1 + z−1 + z−2 + z−3

Y (z) = X(z)
{

1 + z−1 + z−2 + z−3
}

⇓ Z−1

y(n) = x(n) + x(n − 1) + x(n − 2) + x(n − 3)<7 pts>2(b)Ave
 le 
hangement de variable z = exp(2 π jν), et la 
onnaissan
e de H(z) :
ν = 0 (extrema) : |H(z = 1)| = 4

ν = 1/4 (minima) : |H(z = j)| = |(j3 + j2 + j + 1)/(j3)| = |(−j + j)/(−j)| = 0

ν = 1/2 (minima) : |H(z = −1)| = |(−1 + 1 − 1 + 1)/(−1)| = 0et en�n pour le deuxième extrema ;à mi-distan
e de la fréquen
e numérique ν = 1/4 et ν = 1/2, i.e., ν = 3/8; z = exp(6 π j/8) :
ν = 3/8 (extrema) : |H

(

z = exp(6 π j/8)
)

| = 1 + exp(−6 π j/8) + exp(−12 π j/8) + exp(−18 π j/8)

= 1 + exp(−6 π j/8) + exp(4 π j/8) + exp(−2 π j/8)

= 1 + exp(−3 π j/4) + exp(π j/2) + exp(−π j/4)

= 1 − (1/
√

2) + (j/
√

2) + j + (1/
√

2) − (j/
√

2) = 1Les résultats de 
es amplitudes semblent être 
on�rmé par le graphique.<7 pts>



2(
)Le plus simple est de revenir à H(z) dans sa forme la plus simple et de voir si une forme ré
ursiveapparaît :
H(z) = 1 + z−1 + z−2 + z−3 =

1 − z−4

1 − z−1Il semble que oui puisque : H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1 − z−4

1 − z−1

Y (z)
{

1 − z−1
}

= X(z)
{

1 − z−4
}

⇓ Z−1

y(n) = y(n − 1) + x(n) − x(n − 4)<7 pts>NOTA : Une autre solution, tout aussi valable, aurait 
onsisté à rester dans le domaine temporel pourtrouver 
ette forme ré
ursive en disant que :
y(n) = x(n) + x(n − 1) + x(n − 2) + x(n − 3)

y(n − 1) = x(n − 1) + x(n − 2) + x(n − 3) + x(n − 4)

−−−−− −−−−− −−−−−−−−−−−−−−−−−
y(n) = x(n) + y(n − 1) − x(n − 4)2(d)L'équivalent de 
e �ltre en temps di�éré est : y(n) = x(n) ∗ h(n) = x(n) ∗ 1 1 1 1 , ave
 h(n) unefon
tion porte d'amplitude 4 et de largeur 4 é
hantillons.<3 pts>2(e)

H(u) =

+∞
∑

x=−∞

h(x) exp (−2πjνx) =

2
∑

x=−1

exp (−2πjνx)

= 1 + exp (−2πjν) + exp (−4πjν) + exp (−6πjν)

=
1 − exp (−8πjν)

1 − exp (−2πjν)

=
exp(−4πjν)

exp(−πjν)
· sin(4πν)

sin(π ν)Don
 : |H(ν)| =
∣

∣

∣

sin(4πν)

sin(π ν)

∣

∣

∣NOTA : On retrouve les di�érentes valeurs d'extrema et de minima données dans la question 2(b). Enparti
ulier |H(ν = 0.25)| = |H(ν = 0.50)| = 0. Pour ν = 0, par 
ontre, il faut faire attention 
ar on a uneforme indéterminée 0
0 , et don
 on doit utiliser la règle de l'h�pital :

H(ν = 0) = lim
ν→0

∣

∣

∣

sin(4πν)

sin(π ν)

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

4 π cos(4πν)

π cos(πν)

∣

∣

∣
= 4<7 pts>



II. Appli
ation Filtrage Numérique Inverse (77 pts)Considérons le modèle de dégradation suivant, altérant un signal d'entrée x(n) en un signal de sortie
y(n), donné par l'équation aux di�éren
es suivante :

y(n) = x(n) + g x(n − r) (1)et 
ensé modéliser une unité de réverbération simple 
orrespondant à la ré�exion d'un son sur unesurfa
e absorbante 
omme un mur (situé près de la sour
e x) ave
 e�ets d'atténuation (
oe�
ient
g < 1) et de propagation (retard r é
hantillons).1. (a) Trouver la fon
tion de transfert H(z) de 
e modèle de dégradation et pré
iser de quellefamille de �ltre il fait partie et quel est son ordre.<5 pts>(b) Donner la réponse impulsionnelle de 
e système de dégradation (solution générale y(n) ∀n)à l'aide de sa fon
tion de transfert et de la transformée en Z (TZ) inverse.<5 pts>.(
) Donner la relation entre le temps de dé
alage de l'é
ho et la fréquen
e d'é
hantillonnage Fedu signal et le paramètre r.<5 pts>.(d) Si on voulait trouver expérimentalement la fon
tion de transfert H(z) asso
iée à une salle(ou auditorium) produisant de l'é
ho, que l'on voudrait modéliser par 
e modèle simpli�é.Comment s'y prendrait-on expérimentalement ? (i.e., 
omment ferait-on pour estimer expé-rimentalement le ou les paramètres du modèle de dégradation ?) Justi�er 
lairement votreréponse.<5 pts>.(e) En utilisant le 
hangement de variable z = exp(2 πjν), trouver le module et argument de laréponse fréquentielle de 
e modèle de dégradation (en simpli�ant le plus possible le résultat)et tra
er approximativement le module et le diagramme p�les-zéros pour g = 0.5 et r = 11.<10 pts>.(f) Montrer que dans le module |H(ν)| 
al
ulé pré
édemment, le rapport entre les pi
s (maxima)et l'amplitudes des di�érentes vallées (minima) de |H(ν)| est donnée par la relation :<5 pts>

ρ =
P

V
=

1 + g

1 − g
(2)2. On veut réduire maintenant l'e�et d'é
ho en traitant numériquement le signal dégradé y(n).(a) On veut inverser la dégradation pré
édente produisant des é
hos par une te
hnique d'éga-lisation dîte par �zero for
ing� (
elle vue en Travail Pratique qui 
onsiste à dé�nir un �ltrenumérique qui tente d'inverser exa
tement la fon
tion de transfert produisant la dégrada-tion).Trouver le �ltre inverse Hi(z) permettant de restaurer le signal dégradé y(n). On appellera

s(n) le signal restauré. Dis
uter de la stabilité de Hi(z) et trouver ensuite l'équation auxdi�éren
es permettant de générer s(n) à partir de y(n).<10 pts>.(b) De quelle famille de �ltre il fait partie et quel est son ordre.<3 pts>(
) On va essayer maintenant de trouver le �ltre inverse Hi(z)(= 1
H(z) ) qui inverse le H(z) dumodèle de dégradation exprimée en Eq. (1) en approximant 1

H(z) par un développement ensérie de Taylor du type : 1
1+x = 1−x+x2−x3 +x4− . . .+(−1)nxn (valable don
 seulementpour (la 
ondition) |x| < 1)..../...



Trouver le �ltre inverse Hi(z) obtenu en utilisant 
ette approximation de Taylor et indiquerquelles sont la ou les 
onditions physiques né
essaires pour que 
e �ltre inverse puisse être utilisé(i.e., restauré) e�
a
ement.<10 pts>.(d) Donner la réponse impulsionnelle hi(n) de 
e �ltre inverse (trouvé à la question pré
édente) etpré
iser de quelle famille de �ltre il fait partie et quel est son ordre et sa stabilité.<7 pts>.(e) Donner l'équation aux di�éren
es asso
iée au �ltre numérique inverse trouvé à la question 2.(
)ou 2.(d) permettant de générer s(n) (le signal restauré) à partir de y(n) (le signal dégradé).<5 pts>.3. Dans un problème réel, il est intéressant de trouver une te
hnique d'estimation pour estimer(automatiquement) le paramètre r de notre modèle de dégradation (exprimée en Eq. (1)).Soit don
 y(n), le signal 
orrompu par un é
ho pour lequel on aimerait estimer le retard r.Déterminer une méthode d'estimation du paramètre r à partir de la fon
tion d'auto
orrélationde y(n), et de la fon
tion d'auto
orrélation de x(n) (et à partir des propriétés du produit de
onvolution).<7 pts>.Réponse1(a)
y(n) = x(n) + g x(n − r)

⇓ Z

Y (z) = X(z) + g z−r X(z) ⇔ H(z) =
Y (z)

X(z)
= 1 + g z−r =

zr + g

zr
(�ltre RIF d'ordre r)<5 pts>1(b)À partir de la fon
tion de transfert H(z), pour x(n) = δ(n)

Z
⇋ X(z) = 1, on obtientPour : X(z) = 1 H(z) =

Y (z)

X(z)
= Y (z) = 1 + g z−r

⇓ Z−1

y(n) = h(n) = δ(n) + g δ(n − r)<5 pts>1(
)
r représente 
on
rètement le temps, en nombre d'é
hantillons du signal x(n), mis par le signal pour seré�é
hir puis s'ajouter (après atténuation g) au signal x(n). Il s'agit don
 simplement de

t0 = r/Fe ou r = t0 · Fe<5 pts>1(d)Il faudrait pouvoir réaliser expérimentalement et physiquement l'opération suivante :
δ(n) → salle réverbérante → h(n)

Z
⇋ H(z)Dans un premier temps, rappelons que la réponse impulsionnelle h(n) de notre système est par dé�nitionla réponse de notre salle réverbérante à une impulsion du Dira
. Une impulsion du Dira
 pour un signal sonore



peut être modélisée (ou 
réé) par un son d'amplitude très grande et très lo
alisé temporellement ; 
'est-à-dire, 
on
rètement, un son très fort et très bref (impulsion a
oustique). La réponse de la salle réverbéranteà 
e sinal très fort et très bref nous donnera la réponse impulsionnelle h(t) sous la forme du signal initialenta
hé de son é
ho atténué (et éventuellement d'é
hos multiples). On devra don
, dans un deuxième temps,dis
rétiser 
e signal h(n) (et éventuellement ne retenir dans 
e signal impulsionnel sonore que le premier é
ho
réé par la piè
e ou autrement-dit, estimer le délai r et l'atténuation g). Le signal dis
rétisé aura ainsi la formedonnée en question 2., i.e., h(n) = δ(n) + g δ(n − r). La transformée en Z de 
ette réponse impulsionnellenous permettra ensuite d'avoir H(z) ou son équation aux di�éren
es.<5 pts>1(e)
H [z = exp(2πjν)] = 1 + g exp(−2πjνr) = 1 + g

(

cos(2πνr) − j sin(2πνr)
)

⇔
|H(ν)| =

√

(

1 + g cos(2πνr)
)2

+
(

g sin(2πνr)
)2

=
√

(1 + g2) + 2 g cos(2πνr)<4 pts> et : Arg(H(ν)) = arctan
( −g sin(2πν)

1 + g cos(2πν)

)<2 pts>Le module et le diagramme p�les-zéros pour g = 0.5 et r = 11. Les 11 zéros sont équirépartis le long du
er
le unité :
 0

 0.5

 1

 1.5

 2

-0.4 -0.2  0  0.2  0.4

|H(u)|

<2 pts> <2 pts>1(f)Ave
 |H(ν)| =
√

(1 + g2) + 2 g cos(2πνr), et :
|H(ν)|max pour cos(2πνr) = 1 et |H(ν)|min pour cos(2πνr) = −1

ρ =
|H(ν)|max
|H(ν)|min =

√

(1 + g2) + 2 g
√

(1 + g2) − 2 g
=

√

(1 + g2)2
√

(1 − g2)2
=

1 + g

1 − g<5 pts>2(a) Filtre inverse : Hi(z) =
S(z)

Y (z)
=

1

1 + g z−r

⇓ Z−1

s(n) = y(n) − g s(n − r)



Les p�les se trouvent distribués à l'intérieur du 
er
le unité (g < 1). Théoriquement don
, 
e �ltre inverseest stable.<10 pts>NOTA-1- : Si on voulait donner une expression analytique de 
es p�les, on utiliserait la notation 
omplexeet la formule de moivre (en se souvenant aussi que g < 1) ; zr + g = 0 ⇔ zr = exp(jπ) g ⇔ z =
g1/r exp[j(π/r + k(2π)/r)]. Ce qui rend 
e �ltre inverse très sensible au bruit numérique, est que 
e �ltre estd'une part ré
ursif mais surtout que pour r grand g1/r, et don
 les p�les, sont très pro
hes du 
er
le unité.NOTA-2- : Si g > 1, l'é
ho nous renverrait une réponse ave
 une energie (volume) supérieure au signalémis ! Cela serait une 
réation d'énergie impossible ! et 
ela se traduirait mathématiquement par des p�les àl'extérieur du 
er
le unité, i.e., des p�les instables.2(b)Le �ltre inverse Hi(z) est de type RII (réponse impulsionnelle in�nie) 
onduisant à une équation auxdi�éren
es ré
ursives et d'ordre r.<3 pts>2(
)On veut don
 inverser : H(z) = 1 + g z−r ave
 le �ltre inverse Hi(z) = 1

1+g z−r
que l'on va don
approximer par la série de Taylor de 1/(1 + x) :

Hi(z) =
1

1 + g z−r
= 1 − g z−r + g2 z−2r − g3 z−3r + . . . + (−1)N gN z−Nr = 1 +

N
∑

p=1

(−1)pgp z−pret qui ne sera don
 valable (i.e., e�
a
e) seulement pour |g z−r| < 1, 
'est-à-dire seulement pour g << 1.Con
rètement, 
e �ltre inverse devra être utilisé seulement pour une réverbération faible.<10 pts>NOTA-1- : Un faible nombre de terme su�ra si g est très pro
he de 0 et inversement, il faudra d'autantplus de termes à 
ette série que g est d'autant plus grand.NOTA-2- : On peut noter aussi, de façon équivalente Hi(z) =
∑N

p=0(−1)pgp z−pr2(d)
Hi(z) = 1 +

N
∑

p=1

(−1)pgp z−pr Z−1

⇋ h(n) = δ(n) +

N
∑

p=1

(−1)pgp δ(n − pr)Ce �ltre inverse fait don
 parti de la famille des �ltres à réponse impulsionnelle �nie, don
 du type RIF(
onduisant à une équation aux di�éren
e non ré
ursive), for
ément stable et d'ordre N .<7 pts>2(e)
Hi(z) = 1 +

N
∑

p=1

(−1)pgp z−pr =
S(z)

Y (z)

⇔

S(z) = Y (z)

(

1 +

N
∑

p=1

(−1)pgp z−pr

)

Z−1

⇋ s(n) = y(n) +

N
∑

p=1

{

(−1)pgp · y(n − pr)

}Il est important de noter qu'on ne peut intégrer un nombre in�ni de termes dans la série de Taylorpuisque 
ette somme in�nie se traduira par une équation aux di�éren
e non ré
ursives ave
 un nombre in�nide termes du signal d'entrée y(n).



De façon équivalente, on peut représenter 
e �ltre par l'équation re
ursive suivante<7 pts>NOTA : Ce �ltre RIF est plus stable que 
elui trouvé à la question 2(a). Par 
ontre, il ne sera don
valable (i.e., e�
a
e) seulement pour |g z−r| < 1, 
'est-à-dire seulement pour g << 1. Con
rètement, 
e �ltreinverse devra être utilisé seulement pour une réverbération faible. De plus, pour être e�
a
e, 
e �ltre devraintégrer un grand nombre de 
oe�
ients. Si on limite trop les 
oe�
ients (N trop faible), 
ela 
réera un e�etde fenêtre et risque de 
réer une réponse quelque peu ampli�ée du phénomène de Gibbs.3.Les deux fon
tions d'auto
orrélation se notent Cyy(n) = y(n) ∗ y(−n) et Cxx(n) = x(n) ∗ x(−n).On devra aussi utiliser, dans 
e raisonnement, notre modèle de dégradation : y(n) = x(n) + g x(n − r)

Cyy(n) = y(n) ∗ y(−n) =
(

x(n) + g x(n − r)
)

∗
(

x(−n) + g x(−n − r)
)

= [x(n) ∗ x(−n)] + g [x(n) ∗ x(−n − r)] + g [x(n − r) ∗ x(−n)] + g2 [x(n − r) ∗ x(−n − r)]

= Cxx(n) + g Cxx(n + r) + g Cxx(n − r) + g2 Cxx(n)On pourra 
onstater graphiquement (et s'en 
onvain
re) que : x(n − r) ∗ x(−n) = Cxx(n + r)ou utiliser les propriétés du dira
 et de ∗ (
ommutativité) pour é
rire que :
x(n − r) ∗ x(−n) = x(n) ∗ δ(n − r) ∗ x(−n)

= [x(n) ∗ x(−n)] ∗ δ(n − r)

= Cxx(n) ∗ δ(n − r)

= Cxx(n + r)Du 
oup le premier pi
 qui se dégage à droite (ou symétriquement à gau
he) par rapport à l'origine de
Cyy(n), nous donne le délai ou une bonne estimation de la valeur du paramètre r.<7 pts>NOTA-1- : On pourrait utiliser le même raisonnement pour simpli�er :

x(n − r) ∗ x(−n − r) = x(n) ∗ δ(n − r) ∗ x(−n) ∗ δ(n + r)

= [x(n) ∗ x(−n)] ∗ [δ(n − r) ∗ δ(n + r)]

= Cxx(n) ∗ δ(n)

= Cxx(n)NOTA-2- : Le paramètre g serait un peu plus di�
ile à estimer. Mais une stratégie 
onsisterait, à partirde y(n) à re
ueillir la réponse impulsionnelle h(n) du modèle de dégradation puis essayer pour di�érentesvaleurs de g, la relation s(n) = h(n) − g h(n − r) 
elle qui élimine le plus le bruit en dehors de l'impulsiona
oustique (i.e., en n = 0).NOTA-3- : Une autre façon d'estimer le paramètre r serait d'utiliser la fon
tion d'inter
orrélation entre
x(n) et y(n) :

Cyx(n) = y(n) ∗ x(n)∗ =
(

x(n) + g x(n − r)
)

∗ x(−n)

= [x(n) ∗ x(−n)] + g[x(n − r) ∗ x(−n)] = Cxx(n) + g[x(n) ∗ δ(n − r) ∗ x(−n)]

= Cxx(n) + g Cxx(n − r)Et si r assez grand (plus grand que l'épaisseur de la fon
tion d'auto
orrélation), alors le premier pi
 à droitepermettrait de déterminer r.NOTA-4- : Une autre façon d'estimer le paramètre r serait d'utiliser la méthode dé
rite dans le TP 2 quiutilise la fon
tion d'inter
orrélation et une TFD.


