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I. Série & Transformée de Fourier (60 pts)1. Expliquer en quelques lignes quelle est la di�éren
e, en terme de modèle, entre la série de Fourier,la série de Fourier 
omplexe, la Transformée de Fourier (TF), la Transformée de Fourier Dis
rète(TFD) et la Fast Fourier Transform (FFT).<15 pts>2. Expliquer 
e qu'est la symétrie hermitienne pour une Transformée de Fourier exprimée dans lanotation mathématique et la notation physique et montrer aussi que 
ette propriété impliquené
essairement que F (−ν) = F ⋆(ν) si on 
onsidère que F (ν) = F [f(x)] et que “⋆′′ désigne la
onjuguée 
omplexe.<10 pts>3. Cal
uler en série de Fourier et en Transformée de Fourier (TF) le module du spe
tre de la fon
tionde variable x, f(x) = sin2(x) et représenter dans les deux 
as sa représentation fréquentielle (enmodule) et expliquer les di�éren
es des deux spe
tres.<10 pts>4. Expliquer pourquoi le 
al
ul de la Transformée de Fourier Dis
rète sur une image est équivalenteau 
al
ul de la Transformée de Fourier sur une image qui a été périodisée en ligne et en 
olonne.<5 pts>5. Soit la fon
tion :
f(x) = x exp(−|x|)(a) Que peut-on dire des propriétés de F (ν), la TF de la fon
tion f(x) = x exp(−|x|) (sans la
al
uler). Cal
uler ensuite 
ette TF.<10 pts>(b) Cal
uler |F (ν)| son module et la phase Φ(ν) de F (ν) et représenter (approximativement)son module graphiquement et pré
iser de quelle famille de �ltre 
ette représentation fré-quentielle fait partie.<10 pts>Réponse1.La Transformée de Fourier (TF) est la généralisation de la série de Fourier 
omplexe aux signaux (inté-grables) quel
onques (pas for
ément périodiques), qui elle-même est la généralisation de la série de Fourierin
luant la notion (ou le modèle) de fréquen
es négatives (grâ
e aux nombres 
omplexes).Autrement dit, la TF s'applique à des signaux quel
onques (périodiques ou non périodiques) et in
lue lanotion de fréquen
es négatives. La série de Fourier 
omplexe ne s'applique que pour des signaux périodiquesmais in
lue le modèle des fréquen
es négatives. La série de Fourier ne s'applique qu'aux signaux périodiqueset ne modélise que les fréquen
es réelles (ou physiques), i.e., les fréquen
es positives.La TFD est la version implémentée sur ordinateur de la TF utilisant une version dis
rétisée du signalet du fait que la TFD est né
essairement obligée de sto
ker aussi une version dis
rétisée du spe
tre oureprésentation fréquentielle de 
e signal et que la dis
rétisation dans un espa
e implique la périodi
ité dansl'autre espa
e ; le 
al
ul de la TFD sur une image revient à 
al
uler la TF d'une image périodique en ligneet en 
olonne. La FFT, en terme de modèle, est la même 
hose que la TFD, si 
e n'est que son 
al
ul se faiten O

(
N2 log2(N)

) au lieu de O(N4) pour une image de taille (N × N).<15 pts>2.La symétrie hermitienne est une propriété que possédera tout spe
tre F (ν) = R(ν) + jI(ν) (ou repré-sentation fréquentielle) de tout signal réel. Cette propriété indique que la partie réelle de F (ν) est paire(R(−ν) = R(ν)) et que la partie imaginaire de F (ν) est impaire (I(−ν) = −I(ν)) si on 
onsidère la notation



mathématique. Si on 
onsidère la notation physique, que le module du spe
tre est pair ; |F (−ν)| = |F (ν)| etque sa phase (ou argument) est impaire ; Φ(−ν)| = −Φ(ν).Si on 
on
atène R(−ν) = R(ν) ave
 I(−ν) = −I(ν), on trouve don
 F (−ν) = F ⋆(ν).<10 pts>3.Pour la dé
omposition en série de Fourier, on va don
 dé
omposer la fon
tion f(x) de fréquen
e fonda-mentale fo = 1/2π (ou période T = 2π) sur la base de fon
tions élémentaires en 
osinus et sinus, multiple dela fréquen
e fondamentale, 
-a-d en 
onsidérant les fon
tions cos(nx) ou sin(nx) ave
 n ∈ N. Le plus simpleest don
, dans 
e 
as, de liméariser f(x) = sin2(x).
sin2(x) =

1

2
−

1

2
cos 2xAve
 pour représentation fréquentielle (2f0 = 1/π), en module (don
 en valeur absolue), le graphique àgau
he :
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Pour le 
al
ul de la TF, ave
 la 
onvention x
F
⇋ ν et exp(2πjxν0)

F
⇋ δ(ν − ν0), on obtient :
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)La di�éren
e ave
 la série de Fourier (graphique en haut à droite) est la présen
e i
i de raies spe
tralespaires à des fréquen
es négatives. Ces fréquen
es négatives proviennent de l'exponentiel 
omplexe du modèlede Fourier.<10 pts>Nota : puisque la fon
tion sin2(x) est paire et périodique, on s'attendait à voir, pour la TF, un spe
tredis
rétisé réel, 
e qui est bien le 
as.4.Le plus simple est de dire que, puisque tout 
e qui est dis
rétisé dans un espa
e est for
ément périodiquedans l'autre espa
e, la TFD (modèle simpli�é de la TF) va for
ément sto
ker des valeurs dis
rétisées duspe
tre, l'image va don
 for
ément se périodiser.Une autre façon, équivalente de le 
on
evoir est de dire que puisque l'on sait qu'un signal périodique depériode N (don
 de fréquen
e fondamentale f0 = 1/N) a un spe
tre dis
rétisé (ou spe
tre de raies) tous les

f0 = 1/N . La TFD qui va sto
ker des valeurs dis
rétisées du spe
tre à une résolution fréquentielle ∆ν = 1/N
onsidérera don
 for
ément une image périodisée en ligne et en 
olonne.



Une autre façon de s'en 
onvain
re est de dire, que si i(x, y) désigne l'image et I(u, ν) son spe
tre, puisque
i(x, y) ⇋ I(u, ν)don
, i(x, y) ∗ ∐∐N (x, y)

︸ ︷︷ ︸image périodisée ⇋ I(u, ν) · ∐∐1/N (u, ν)
︸ ︷︷ ︸spe
tre dis
rétisé<5 pts>5.(a)La fon
tion f(x) est réelle et impaire, don
 sa transformée sera imaginaire pure et impaire. On pourraitdire aussi que la fon
tion étant non périodique, son spe
tre sera 
ontinu.On sait que si f(x)

F
⇋ F (ν) alors x f(x)

F
⇋ −F ′ν)/(2πj)Dans notre 
as : f(x) = exp(−|x|)

F
⇋ F (ν) = 2

1+4π2ν2don
 ; x exp(−|x|)
F
⇋

−1
2π j · −16π2ν

(1+4π2ν2)2 = −8jπν
(1+4π2ν2)2On retrouve bien le fait que F(

[
x exp(−|x|)

]
) est impair et imaginaire pure.<10 pts>5.(b)On a une phase Φ(ν) = −π/2 et |F (ν)| = 8 π|ν|

(1+4π2ν2)2 de type passe-bande :
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<10 pts>Nota -1- : On aurait pu prévoir que f(x) = x exp(−|x|) allait être une PSF asso
iée à un �ltre passe-bande. 
ar h(x) = exp(−|x|) est une PSF asso
iée à un passe-bas (tous ses 
oe�
ients sont positifs) etl'opération dans le domaine spatial x f(x) ⇋ ∝ H ′ν) revient à 
al
uler une dérivée dans le domainefréquentiel, soit l'équivalent d'un �ltre passe-haut. La 
ombinaison d'un passe-bas et d'un �ltre passe-hautest un �ltre passe-bande (dans le 
ours, on avait étudié que la 
ombinaison d'un �ltre Gaussien (passe-bas)ave
 un �ltre lapla
ien (passe-haut) était aussi un �ltre passe-bande).Nota-2- : Si on voulait 
hanger la bande de fréquen
es de 
e �ltre passe-bande, il faudrait varier leparamètre σ, dans h(x = exp(−|x|/σ). Lorsque σ tend vers 0, la PSF asso
ié au �ltre passe-bas se 
ontra
teet sa MTF se dilate, déplaçant ainsi la bande de fréquen
es du passe-bande à droite.



II. TFD et Spe
tre (28 pts)1. Pour 
ha
une de 
es six images :
(a) (b) (
)
(d) (e) (f)Indiquer sa transformée de Fourier (module) 
orrespondante après avoir fourni une expli
ation.
(I) (II) (III)
(IV) (V) (VI)<18 pts>2. Comment pourrait-on faire pour 
al
uler une TFD 3D à partir d'une TFD 2D?<10 pts>



Réponse1On va utiliser dans la suite, la 
onvention x
F
⇋ ν et y

F
⇋ v ave
 y orientée dans le sens des 
olonnes(largeur de l'image) 
roissantes et x, orientée dans le sens des lignes (longueur de l'image) 
roissantes.

• On va pro
éder par élimination. Dasns les six images possibles (a-f), on voit qu'il existe trois imagesqui se ressemblent à un fa
teur de 
ontra
tion près en y. On devrait don
 avoir pour 
es trois images, troisspe
tres qui se ressemblent ave
 un fa
teur de dilatation en v près. Ces trois spe
tres sont 
ertainement lesspe
tres (II), (V) et (VI). Sa
hant qu'une 
ontra
tion ⇋ dilatation, on se retrouve don
 ave
 l'asso
iation(d-II), (e-V) et (f-VI).Nota : On aurait pu être aussi un peu plus pré
is en disant que mathématiquement, le motif blan
 dansl'image s'é
rit Π(x/Tx).Π(y/Ty) ⇋ ∝ sin
(2πνTx) · sin
(2πvTy). On re
onnait le spre
tre en sin
 dans lesimages (II), (V) et (VI).<6 pts>
• On va prendre maintenant la �gure (a), 
elle-
i ne 
omporte que des dis
ontinuités seulement suivantles 4 diagonales. Son spe
tre aura don
 les mêmes dis
ontinuités plus 90 degré 
-a-d, des dis
ontinuités pourles quatre dire
tions diagonales seulement. On a don
 la 
orrespondan
e (a-I).Nota : On aurait pu être aussi un peu plus pré
is en disant que mathématiquement, le motif blan
 dansl'image s'é
rit Π(x, y/) rotationné de 45 degré ⇋ ∝ sin
(2πνT ) · sin
(2πνT ) rotationné de 45 degré. Onre
onnaît le spe
tre en sin
 rotationné de 45 degré dans l'image (I).<6 pts>
• Il reste l'image (b) et (
) dans lesquelles on voit des motifs (plus semblables dans l'image (
) etquelquefois inversé dans (b)) qui se répète en x et y et les deux spe
tres (III) et (IV). Si on se base sur lapropriété que tout 
e qui est périodique dans un espa
e est dis
rétisé dans l'autre espa
e et inversement, onvoit bien que les deux spe
tres (III) et (IV) des su

essions de zones noires et blan
hes. Dans le spe
tre (III),
ette su

ession est plus marquée et doit 
orrespondre à l'image (
) don
 asso
iation (
-III) et (b-IV).Nota : On aurait pu être aussi un peu plus pré
is en disant que mathématiquement, le motif blan
 dansl'image est un 
er
le qui se périodise en x et y. Le spe
tre résultant sera la fon
tion sombrero (vue en 
ours)dis
rétisée en ν et v.<6 pts>2.On pourrait utiliser la propriété de séparabilité que l'on utilise déjà lorsqu'on veut 
al
uler une TFD 2Dsur une image de longueur et largeur N (de 
omplexité O(N4)) à partir de 2N TFD 1D (de 
omplexité

O(N2)) (
f. slide TFD slide 7). Pour un 
ube d'images de N images de dimension N × N , par exemple
i(x, y, z) ave
 x ⇋ ν, y ⇋ u, z ⇋ v, on va 
al
uler d'abord les N TFD 2D des N images pour réaliser
i(x, y, z) ⇋ F1(ν, u, z) puis il nous restera a 
uler les N2 TFD 1D (à partir de TFD 2D) des N2 ve
teur deprofondeur de 
ube pour réaliser le passage F1(u, ν, z) ⇋ F (ν, u, v).<10 pts>



III. Filtrage (30 pts)1. Donner le nombre d'opérations né
essaires pour un �ltrage fréquentiel (utilisant une FFT) versusun �ltrage spatial ave
 un masque de 
onvolution de taille et une image de même taille N × N(on prendra la 
onvention qu'une multipli
ation entre deux 
omplexes 
orrespond à 6 opérationsélémentaires) et que l'on désire faire un �ltrage spatial qui donne le même résultat �nal que le�ltrage fréquentiel.<10 pts>2. Soit une image et son spe
tre après re
alage 
y
lique (fréquen
e (0, 0) au 
entre de l'imagespe
trale) :
On réalise le �ltrage fréquentiel suivant : La 
olonne 0 est laissée telle quelle, on insère une
olonne de noire ou de valeurs nulles, puis la 
olonne 1, puis une 
olonne de valeurs nulles, puisla 
olonne 2, et
. Bref, on dilatate et dis
rétise le spe
tre. Puis on fait une TFD inverse et onre
ale l'image obtenue entre [0, 255]. Que va-t-il se passer pour l'image. Justi�ez votre réponsele mieux possible.<10 pts>

3. Quels sont l'avantage et l'in
onvénient prin
ipal d'utiliser une dérivée se
onde (via le 
al
ul d'unlapla
ien) sur une dérivée première (via le 
al
ul d'un gradient) pour déterminer quels sont lespixels de l'image appartenant à un 
ontour ?<10 pts>Réponse1.Pour le �ltrage fréquentiel, on a don
 besoin de faire 3 transformées ; une pour l'image et une pourle masque de 
onvolution don
, on a besoin de 2N2 log2 N opérations. Auquel s'ajoute la multipli
ationdes deux spe
tres né
essitant 6N2 opérations plus une dernière transformée inverse demandant N2 log2 Nopérations, soit en tout 6N2 +3N2 log2 ≈ O(N2) opérations. Puisque l'on désire avoir le même résultat �nalque le �ltrage fréquentiel, on doit supposer que l'image est toroidale. Pour le �ltrage spatial, on a besoin de
al
uler don
 N2 valeurs dis
rétisée de 
onvolution, 
ha
une demandant N2 opérations soit en tout O(N4)opérations.<10 pts>2.Dilatation en u (par un fa
teur 2) et dis
rétisation selon u du spe
tre tous les k ·2/N (ave
 k entier) don
dans le domaine spatial, 
ontra
tion de l'image en x (par un fa
teur 2) et périodisation en x (i.e., suivant



les 
olonnes ou la largeur de l'image) de 
ette image 
ontra
tée tous les N/2 (
olonnes), 
-a-d deux fois dansl'image (selon sa largeur).Si on veut être plus détaillé ; Si i(x, y) désigne l'image et I(u, ν) son spe
tre, l'opération qui 
onsiste àsupprimer une 
olonne sur deux du spe
tre est une opération de dis
rétisation (selon u) ave
 un peigne deDira
 espa
é de deux pixels (selon l'axe des u) dans le domaine fréquentiel. Cette opération de �ltrage estdon
 mathématiquement I(u, ν) ·∐∐T=2/N (u, ν). Chaque Dira
 du peigne est don
 espa
é de 2/N 
ar 
haquepixel dans le domaine des fréquen
es est séparé de 1/N . Don
 puisque :
i(x, y) ⇋ I(u, ν)don
, Dilaté en x (fa
t. 2)[ i(x, y)] ∗ ∐∐N/2 (x, y)

︸ ︷︷ ︸image périodisée en x ⇋ Contra
té en u (fa
t. 2)[ I(u, ν)] · ∐∐2/N (u, ν)
︸ ︷︷ ︸spe
tre dis
rétisé en uL'image va se périodiser tous les N/2 
olonnes, N étant la largeur de l'image. On aura don
, dans le domainespatial

<10 pts>3.La te
hnique utilisant l'utilisation d'une estimation du gradient (dérivée première) pour savoir si un pixelde l'image est un 
ontour est relativement sensible à un seuil. Par 
ontre, l'utilisation d'une estimation dud'une dérivée se
onde permet de déterminer un point de 
ontour en se basant, après �ltrage, sur la déte
tionde passage à zéro (entouré de valeurs d'estimée de dérivée se
onde de signe opposé), don
 sans réellementde seuil. Le désavantage de l'estimation d'une dérivée se
onde sur la dérivée première est sa 
onsidérablesensibilité au bruit.<10 pts>


