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I. Filtrage Numérique (88 pts)Considérons le �ltre numérique dé�ni par l'équation aux di�éren
es suivante (entre un signal d'entrée
x(n) en un signal de sortie y(n) et où b et c sont des 
onstantes) :

y(n) = x(n) − b y(n − 1) − c y(n − 2) (1)1. (a) Trouver la fon
tion de transfert H(z) de 
e �ltre et pré
iser de quelle famille de �ltre faitpartie et quel est son ordre.<6 pts>(b) Donner la réponse impulsionnelle de 
e �ltre à partir de l'équation aux di�éren
es (5 premiersé
hantillons, i.e., y(n = 0), y(n = 1), y(n = 2), y(n = 3), y(n = 4)).<6 pts>On veut étudier maintenant la stabilité de 
e �ltre suivant les valeurs des 
oe�
ients b et c.2. (a) Rappeler dans quel domaine du plan 
omplexe doivent se trouver les p�les de H(z) pourque le �ltre soit stable.<3 pts>(b) Rappeler que pour avoir des 
oe�
ients réels b et c dans une telle équation aux di�éren
es,on doit né
essairement avoir deux p�les, si 
eux-
i sont 
omplexes, 
onjugués (
'est à dire
z = ρ e±j φ. Donner la valeur de b et c en fon
tion de ρ et φ.<6 pts>(
) Cal
uler les p�les z1, z2 de H(z) dans les trois 
as suivants :
1] b2 > 4c 2] b2 = 4c 3] b2 < 4c<9 pts>(d) Dans le 
as où b2 > 4c, montrer que la 
ondition |b| > c + 1 doit être respe
tée pour que le
ritère de stabilité soit respe
té. (raisonner pour b > 0 puis pour b < 0 et intégrer ensuite
es deux 
onditions.)<8 pts>(e) Dans le 
as où b2 = 4c, montrer quel est la 
ondition sur b et c pour que le 
ritère de stabilitésoit respe
té.<4 pts>(f) Même question dans le 
as où b2 < 4c.<5 pts>(g) D'après les trois résultats pré
édents, si on rassemble les trois 
onditions ou inéquations quedoit véri�er b et c pour que le �ltre (Eq. 1) soit stable, on peut délimiter un domaine duplan, dont les axes sont dirigés par b et c, à l'intérieur duquel un point de 
oordonnées (b, c)doit se trouver pour que le �ltre soit stable. Pré
iser quel est 
e domaine.<6 pts>3. On 
hoisit b = −1.2 et c = 0.61.(a) Cal
uler les deux p�les de H(z) (expression mathématique et physique) et véri�er qu'ave

es deux p�les, le �ltre (Eq. 1) est bien stable.<5 pts>(b) Donner les p�les et les zéros de la fon
tion de transfert et représenter les dans le plan
omplexe ave
 le 
er
le de rayon unité. À partir de la position de 
es p�les et de 
es zéros etla 
onnaissan
e de la fon
tion de transfert, 
al
uler le gain statique et le gain à la fréquen
ede Shannon et le gain à la fréquen
e de résonan
e et tra
er l'allure du module de la réponsefréquentielle de 
e �ltre de dégradation.<10 pts>



4. On 
hoisit maintenant b = 0 et c = 1.(a) Donner la réponse impulsionnelle de 
e �ltre (solution générale y(n) ∀n) à l'aide de sa fon
tionde transfert et de la transformée en Z (TZ) inverse.<5 pts>(b) Donner la réponse impulsionnelle de 
e �ltre à partir de l'équation aux di�éren
es (8 premiersé
hantillons, i.e., y(n = 0), . . . , y(n = 2), y(n = 3), y(n = 7)).<5 pts>(
) Donner la solution générale de la réponse indi
ielle de 
e système à l'aide de sa fon
tion detransfert et de la TZ inverse.<10 pts>Réponse1(a)
y(n) = x(n) − b y(n− 1) − c y(n − 2)

⇓ Z

Y (z) = X(z) − b z−1 Y (z) − c z−2 Y (z) ⇔ H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1

1 + b z−1 + c z−2
=

z2

z2 + b z + cFiltre RII (réponse impusionelle in�nie 
ar équation re
ursive ou p�les non tous 
entrés en zéros) d'ordre 2dans le 
as général où c 6= 0 et b 6= 0.Ou en
ore d'ordre 1 si c = 0 (dans 
e 
as : H(z) = z/(z + b) = 1 − b z−1)Ou d'ordre 0 si c = 0 et b = 0 (dans 
e 
as H(z) = 1)<6 pts>1(b)En utilisant l'équation aux di�éren
es y(n) = x(n) − b y(n− 1)− c y(n− 2), et pour x(n) = δ(n), onobtient :
y(0) = x(0) − b y(−1)− c y(−2) = 1

y(1) = x(1) − b y(0)− c y(−1) = −b

y(2) = x(2) − b y(1)− c y(0) = b2 − c

y(3) = x(3) − b y(2)− c y(1) = −b3 + 2bc

y(4) = x(4) − b y(3)− c y(2) = b4 − 3b2c + c2<6 pts>2(a)Pour que le �ltre soit stable, il faut que tous les p�les de H(z) soit situées à l'intérieur du 
er
le de rayoniunité (i.e. ; de rayon 1 
entré sur l'origine).<3 pts>2(b)Une telle équation aux di�éren
es 
onduit (
f. Q.1(a)) à une fon
tion de transfert H(z) ave
 2 p�les :
H(z) =

Y (z)

X(z)
=

z2

z2 + b z + c
=

z2

(z − z1)(z − z2)Appelons z1 = ρ1 ej φ1 et z2 = ρ2 ej φ2 les deux p�les (possiblement) 
omplexes de H(z), on a :
(z − z1)(z − z2) = (z − ρ1 ej φ1)(z − ρ2 ej φ1) = z2 − z (ρ1 ej φ1 + ρ2 ej φ2)

︸ ︷︷ ︸

−b

+ ρ1ρ2e
j (φ1+φ2)

︸ ︷︷ ︸

c



dans le 
as où 
es p�les sont 
onjugeés ; z1 = z⋆
2 (i.e. ; ρ1 = ρ2 = ρ) et φ1 = −φ2 = φ, b et c sont réels :

⇔ b = −2 ρ cos(φ) et c = ρ2<6 pts>NOTA : Si on voulait exprimer non pas b et c en fon
tion de ρ et φ mais l'inverse, 
'est-à-dire ρ et φ enfon
tion de b et c (que j'ai 
ompté juste aussi), on trouverait :
ρ =

√
c

φ = arccos(−b/2
√

c) ou arctan
(

√

|b2 − 4c|
−b

)2(
)Les p�les z1 et z2 de H(z) sont solution de l'équation du se
ond degré : z2+b z+c = 0 dont le dis
riminantest ∆ = b2 − 4c

• Si b2 > 4c, on trouve deux p�les réels distin
ts :
z1 =

−b −
√

b2 − 4c

2
et z2 =

−b +
√

b2 − 4c

2

• Si b2 = 4c, on trouve deux p�les réels 
onfondus : z1 = z2 = −b/2
• Si b2 < 4c, on trouve deux p�les 
omplexes 
onjugués :

z1 =
−b − j

√

|b2 − 4c|
2

et z2 =
−b + j

√

|b2 − 4c|
2si 
es p�les sont exprimées en notation mathématiques mais si on préferre les exprimer en notationsphysiques alors :

z1,2 =
√

c · exp
(

±j arctan
√

|1 − 4c/b2|
)<9 pts>2(d)Si b2 > 4c, le �ltre est stable si |z1| < 1 et |z2| < 1. On a alors :

• pour b > 0 : |z1| =
b +

√
b2 − 4c

2
> |z2|Il faut don
|z1| < 1 (pour avoir |z2| < 1) don
 b +

√

b2 − 4ac < 2

⇔ b2 − 4c < 4 − 4b + b2 ⇔ b < c + 1

• pour b < 0 : |z2| =
−b +

√
b2 − 4c

2
> |z1|Il faut don
|z2| < 1 (pour avoir |z1| < 1) don
 − b +

√

b2 − 4ac < 2

⇔ b2 − 4c < 4 + 4b + b2 ⇔ b > −c − 1Ces deux 
onditions (b < c + 1 et b > −c − 1) intégré en une seule nous donne don
 |b| > c + 1.<8 pts>2(e)



Si b2 = 4c, puisque z1 = z2 = −b/2, le �ltre est stable si |b| < 2, 
'est-à-dire si b2 = 4c < 4, soit c < 1.<4 pts>2(f)Dans le 
as où b2 < 4c, on doit avoir :|z1| = |z2| =

√
b2 + 4c − b2

2
=

√
c < 1 ⇔ c < 1et seulement c < 1 
ar né
essairement c > 0 (
ar on est dans le 
as : 4c > b2).<5 pts>2(g)Les trois 
onditions trouvées en Q.2(d), Q.2(e), Q.2(f) sont don
 les suivantes :







b < c + 1 (Q.2(d))
b > −c − 1 (Q.2(d))
c < 1 (Q.2(f))dé�nissant trois droites du plan (b, c) et don
 un triangle dans lequel ; si b et c sont des valeurs telles que lepoint de 
oordonnées (b, c) soit à l'intérieur de 
e triangle de stabilité, le �ltre est stable.

−1

1

1−1
b

c

−2 2<6 pts>3(a)
z2 − 1.20 z + 0.61 = 0

∆ = (1.2)2 − (4 × 0.61) = −1 = j2 don
 : z1,2 =
1.2 ± j

2
= 0.6 ± 0.5 j ≈ 0.78 e(0.69 j)

|z1,2| < 1 ⇔ �ltre stable<5 pts>3(b)On a 2 p�les 
onjugués (z1,2 = 0.6±0.5 j ≈ 0.78 e(0.69j) à l'intérieur du 
er
le unité. On a, respe
tivementpour le gain statique H(z = 1) (i.e., pour la fréquen
e numérique ν = 0) et gain à la fréquen
e de Shannon(pour la fréquen
e numérique ν = 1/2) H(z = −1) :
H(z) =

z2

z2 − 1.2 z + 0.61
don
 |H(z = 1)|=

∣
∣
∣

1

0.41

∣
∣
∣ ≈ 2.44 et |H(z = −1)|=

∣
∣
∣

1

2, 81

∣
∣
∣ ≈ 0.36Lorsque z va évoluer sur le 
er
le unité C|z|=1 faisant ainsi évoluer la fréquen
e numérique entre ν = 0 et

ν = 0.5, |H(ν)| va 
roitre jusqu'à la fréquen
e numérique ν = 0.69/(2π) ≈ 0.11 ou qui sera la fréquen
e derésonnan
e pour z = exp(2 π 0.11) ≈ 0.77 + 0.64 j ave
 :



|H(z = 0.77 + 0.64j)|≈
∣
∣
∣

0.18 + 0.99 j

0.18 + 0.99 j − 0.924 − 0.768 j + 0.61

∣
∣
∣≈

∣
∣
∣

0.18 + 0.99 j

−0.134 + 0.222 j

∣
∣
∣≈ 1.00623

0.25
≈4

0 1/21/4

1

|H(z)|

<10 pts>4(a)Ce 
hoix de b et c 
onduit à la fon
tion de transfert H(z) suivante :
H(z) =

Y (z)

X(z)
=

z2

z2 + 1
=

z2

(z + j)(z − j)À partir de la fon
tion de transfert H(z), et pour x(n) = δ(n)
Z
⇋ X(z) = 1, on obtient :Pour : X(z) = 1 Y (z) =

z2

(z2 + 1)

⇓ Z−1

y(n) = cos(
n π

2
) · U(n) (
f. table)<5 pts>NOTA -1- : On aurait put trouver le résultat par simple division et dédu
tion :

Y (z) =
z2

z2 + 1
= 1 − z−2 + z−4 − z−6 + . . .

Z
⇋ y(n) = {1, 0,−1, 0, . . .} = cos(

n π

2
) · U(n)NOTA -2- : On obtient 
omme signal impulsionnel, le signal {1, 0,−1, 0, . . .} qui est en fait le signalpériodique de 4 é
hantillons don
 de fréquen
e numérique ν = 0.25. On aurait put prévoir 
e résultat 
ar,vue les p�les du �ltre en j et −j dans le plan 
omplexe, le �ltre ampli�era la fréquen
e numérique ν = 0.25.Si on lui présente en entré de 
e �ltre le dira
 ; la sortie de 
e �ltre présentera en sortie le signal périodiquede fréquen
e numérique ν = 0.25 i.e., se répétant tous les 4 é
hantillons.4(b)En utilisant l'équation aux di�éren
es y(n) = x(n) − y(n − 2), et pour x(n) = U(n), on obtient :



y(0) = x(0) − y(−2) = 1 − 0 = 1

y(1) = x(1) − y(−1) = 1 − 0 = 1

y(2) = x(2) − y(0) = 1 − 1 = 0

y(3) = x(3) − y(1) = 1 − 1 = 0

y(4) = x(4) − y(2) = 1 − 0 = 1

y(5) = x(2) − y(0) = 1 − 0 = 1

y(6) = x(3) − y(1) = 1 − 1 = 0

y(7) = x(4) − y(2) = 1 − 0 = 0<5 pts>NOTA : On obtient 
omme signal indi
iel, le signal {1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, . . .} qui est en fait aussi un signalpériodique de 4 é
hantillons don
 de fréquen
e numérique ν = 0.25.4(
)À partir de la fon
tion de transfert H(z), et pour x(n) = U(n)
Z
⇋ X(z) = z/(z − 1) , on obtient :Pour : X(z) =

z

z − 1
Y (z) =

z2

(z2 + 1)
· z

(z − 1)
=

z3

z3 − z2 + z − 1
= 1 +

z2 − z + 1

(z − j)(z + j)(z − 1)

= 1 +
(1 + j)/4

z − j
+

(1 − j)/4

z + j
+

1/2

z − 1

⇓ Z−1

y(n) = δ(n)+

√
2

4
exp(−j π/4) exp(j n π/2) −

√
2

4
exp(j π/4) exp(−j n π/2) + 1/2 · U(n − 1)

y(n) = δ(n)+

√
2

2
cos(n π/2 − π/4) · U(n − 1) + 1/2 · U(n − 1)<10 pts>NOTA -1- : On aurait put raisonner de la façon suivante :

Y (z) =
z3

(z2 + 1)(z − 1)
= 1 +

z2 − z + 1

(z − j)(z + j)(z − 1)

= 1 +
az + b

z2 + 1
+

c

z − 1
= 1 +

0.5z − 0.5

z2 + 1
+

0.5

z − 1

⇓ Z−1

y(n) = δ(n) − 0.5 sin[π/2(n − 1)]U(n − 1) + 0.5U(n − 1)qui 
onduit bien aussi au signal numérique {1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, . . .}.
c se trouve fa
ilement. b et a ont été trouvés en faisant z = 0 et z = −1 
onduisant aux équations −1 = b− cet 1 = a − b.NOTA -2- : On obtient 
omme signal indi
iel, le signal {1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, . . .} qui est en fait aussi unsignal périodique de 4 é
hantillons don
 de fréquen
e numérique ν = 0.25. Cela se 
omprend 
ar, vue les p�lesdu �ltre en j et −j dans le plan 
omplexe, le �ltre ampli�era toujours 
ette fréquen
e numérique ν = 0.25quelque soit le signal présenté en entré de 
e �ltre et présentera toujours en sortie un signal se répétant toutles 4 é
hantillons si 
ette fréquen
e est présente dans le signal d'entrée (
e qui est le 
as i
i, 
f. Examen Intrade 
ette année).



II. Analyse Spe
trale (27 pts)Soit un signal analogique x(t) de durée T = 200 ms (millise
onde) de la forme :
x(t) = α1 sin(2 π · 100 t) + α2 sin(2 π · 150 t) + Bruitque l'on a dis
retisé ave
 N = 1000 é
hantillons et dont on souhaite analyser numériquement le spe
treet pour lequel les valeurs α1 et α2 sont 
ompris dans l'intervalle [0 : 1] et represente de l'informationutile.1. Si on dis
retise le signal de durée T = 200 ms ave
 N = 1000 é
hantillons à l'aide d'une TFD(Transformée de Fourier Dis
rète). As-t-on respe
té le théorème de Shannon ? Justi�er bien votreréponse (par un 
al
ul).<5 pts>2. Sa
hant que le bruit est très important, proposer une stratégie, en la justi�ant, qui permettraitde ré
upérer le plus pré
isement possible, les valeurs α1 et α2 de 
ette analyse. Donner tous lesdétails de 
ette stratégie a�n que 
elle-
i soit reprodu
tible et si une variable de 
ette stratégiedoit être véri�er en pratique, pré
iser laquelle et pourquoi (on utilisera dans 
ette question uneTFD).<15 pts>3. On voudrait faire la stratégie pré
édante ave
 une FFT pour diminuer le temps de 
al
ul. Indiquersi 
'est possible et 
omment ou à quel prix ?<7 pts>Réponse1.On doit é
hantillonner à une fréquen
e qui est égale à (au moins) deux fois la fréquen
e maximale 
ontenuedans le signal. Dans notre 
as, où l'information utile dans le signal x(t) est modélisé par la présen
e (plusou moins importante) des fréquen
es informatives {100, 150} Hz, on devra é
hantillonner à une fréquen
eminimale supérieure à 300 Hz ; soit plus de 300 é
hantillons par se
onde. En prenant 1000 é
hantillons dusignal, pour un signal de durée T = 200 ms, on é
hantillonne, dans 
et exemple, à Fe = 5000 = 1000/0.2 Hz(ou 5000 é
hantillons par se
onde), 
e qui assure largement que la fréquen
e d'é
hantillonnage de Shannonsoit respe
té.<5 pts>2.

•1℄ Puisque le signal est très bruité, on va don
 utiliser dans 
ette question la stratégie dite du pério-dogramme moyenné qui 
onsiste à 
al
uler la moyenne des spe
tres obtenus sur 
haque blo
s de longueur Ldu signal. De plus, on se rappellera que le 
hevau
hement des blo
s du périodogramme moyenné doit êtreidéalement entre 25% et 50% et 
ette variable sera pré
isement notre variable in
onnue qui mériterait d'êtrevéri�er expérimentalement 
ar elle dépend du bruit qui lui est pré
isé être grand mais sans plus de détails.
•2℄ De plus, on fera en sorte d'obtenir une résolution fréquentielle qui permette d'obtenir des pi
s nondédoublés don
 il faudra faire en sorte que ∆ν = 1/Tb soit un sous-multiple de 50 et 60 Hz ave
 Tb la longeurde 
haque blo
 du périodogramme moyenné.
•3℄ On prendra une fenêtre de Hanning qui possède un bon 
ompromis résolution fréquentielle etamplitude pour pondérer 
haque blo
 et qui va gommer les fausses dis
ontinuités du signal aux extremitéset ainsi augmenter en
ore la pré
ision spe
trale.En prenant des blo
s de longeur T = 20 ms, (100 é
hantillons) on a ∆ν = 1/T = 50 Hz, soit la résolutionfréquentielle idéale pour éviter un dédoublement des pi
s (
ar 
'est un multiple 
ommun des deux fréquen
es



informatives {100, 150} Hz). En utilisant don
 
es blo
s de T = 20 ms ou 100 é
hantillons, on peut 
réer 13blo
s ave
 un taux de re
ouvrement de ≈ 24% ou 14 blo
s ave
 un taux de re
ouvrement de ≈ 29% ou 15blo
s ave
 un taux de re
ouvrement de ≈ 34% ou 16 blo
s ave
 un taux de re
ouvrement de ≈ 38% ou 17blo
s ave
 un taux de re
ouvrement de ≈ 42% ou 18 blo
s ave
 un taux de re
ouvrement de ≈ 45% ou 19blo
s ave
 un taux de re
ouvrement de ≈ 48% ou 20 blo
s ave
 un taux de re
ouvrement de ≈ 50%.<15 pts>3.En plus de prendre des blo
s de 100 é
hantillons que l'on pondère ave
 une fenêtre de Hanning, on ajoute(prin
ipe du zero padding) 28 zéros pour obtenir un signal sur 
haque blo
 Tb ave
 un nombre d'é
hantillonsen puissan
e de deux que l'on pourrait 
al
uler à l'aide d'une FFT. Mais, dans 
e 
as, la nouvelle résolutionfréquentielle est ∆ν = 1/T = 1/(128× 0.2 × 10−3) = 39 Hz qui n'est plus un sous multiple des fréquen
es àdéte
ter. On gagnerait en vitesse mais on perdrait en résolution en amplitude.<7 pts>


