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El Série & Transformée de Fourier (63 pts)

1.

Expliquer ce que le modéle des fréquences négatives de la Transformée de Fourier (TF) nous a
permis de comprendre comme probléme(s) qui ne pouvait étre compris & partir du modéle plus
simple de série de Fourier.

<8 pts>.

. Que peut-on dire de toutes les propriétés de F(v), la TF de la distribution f(z) (sans la calculer)

représentée par le graphe ci-dessous (& gauche). Calculer ensuite cette TF.
<12 pts>

(a)

Soit la fonction temporelle zp(t) représentée ci-dessus (& droite). Soit aussi Xp(v) =
Flzr(t)], i-e., la TF de zp(t). Sans calcul, quelles seraient (toutes) les propriétés de X (v)
que Pon pourrait déduire des propriétés de zr(t) et des propriétés de la TF.

<4 pts>

Représenter lallure de a/-(t), la dérivée de la fonction z7(t) et exprimer analytiquement
x/-(t) & partir d’une fonction connue pour laquelle on connait sa TF.
<4 pts>

En déduire finalement, & partir d’une propriété de la TF, X7 (v), la TF de xp(t).
<4 pts>

Que devient (i.e., quel est le nom de la fonction) z7(¢) quand limy_,¢. Déduire des questions
précédentes que la TF de cette fonction est Flxr_o(t)] = 1/(7 jv) et rappeler pourquoi on
n’aurait pas pu calculer la TF de cette fonction en utilisant directement la définition de la
TF utilisant la formule intégrale.

<4 pts>

Sachant que la fonction f(x) = sgn(x) e 1/(w jv). En ajoutant & f(z), la bonne constante
et le bon facteur d’échelle, en déduire la TF de la fonction d’Heaviside H (z) :
<6 pts>

Connaissant la transformée de la fonction Heaviside, et en utilisant la TF de la fonction
x f(z), en déduire la TF de la fonction rampe r(x) (représenté ci-dessus a droite).
<8 pts>

Connaissant la transformée de la fonction Heaviside, et en utilisant la TF d’une fonction
deérivée en déduire la TF de la fonction rampe r(z).
<8 pts>

5. Calculer F(v), la TF de f(z) = exp(—x?) et vérifier quel est le produit entre I’écart type de la

Gaussienne f(z) et 'écart type de la Gaussienne F(v).

<5 pts>.




Réponse

Les fréquences négatives sont une abstraction du modéle de la Transformée de Fourier (TF) qui nous a
permis, en fait, de comprendre dans ce cours, deux concepts;

[1—] Le premier est 1’aliasing ou repliement spectral qui ne pouvait étre initialement expliqué a partir du
modele trop simpliste de série de Fourier et qui en fait, dans la TF, est da a laltération des (généralement
hautes) fréquences du motif spectral de base (centré sur la fréquence nulle et associé au spectre du signal
continu) par les fréquences négatives du méme motif spectral se répétant, dans le domaine des fréquences,
tous les nf. avec n € N) (signal échantillonné avec f. = spectre périodique tous les nf. avec n € N).

[2—] Le deuxiéme concept apporté par les fréquences négatives, nous a permis de comprendre que la
TF discréte (TFD) nous donne en fait une petite fenétre spectrale d’'un spectre beaucoup plus grand qui
est cyclique (périodique en u et en v) et dont le module est pair. Ainsi, une translation du spectre dans le
domaine des fréquences en u = v = N/2 avec N la taille de I'image nous a permis de retrouver le spectre du
signal centré au centre de 'image (technique dite du recalage cyclique).
<8 pts>

Nota : D’autres concepts intéressants en traitement du signal sont expliqués par cette abstraction créée
par ces fréquences négatives mais qui ne sont pas au programme de ce cours. En particulier, cette abstraction
permet d’expliquer la TF de signaux complexes mais aussi la notion de repliement spatial et plein d’autres
choses...

2]

La distribution f(z) est réelle et paire, sa transformée F'(v) sera aussi réelle et paire. La distribution f(z)
étant non périodique, son spectre F(v) sera continu et comme f(z) posséde des discontinuités, le support
spectral de F'(v) sera grand (beaucoup d’harmoniques seront nécessaires pour reconstruire ce signal).

t
<6 pts> Sachant que :  f(z) = —=0(z — x0) +20(z) — d(x + o) et que:

F F
§(x —x9) = exp(—2mjvag) et d(x+x9) = exp(2mwjvay) on adonc:

F
f(x) = =6(x —xg) +20(x) — 6(x + x9) = —exp(—27jvzg) + 2 — exp(2 7 jrag)
= 2- (exp(? T jrag) + exp(—2 wjyxo))
= 22 cos(2nvag) = 4 sin® (7o)

cepts> donci  J(@) = —6(x—w0) +20(2) -~ 8(x + o) L Fv) = 4 sin?(rvao)

La fonction zp(t) est impaire, sa TF sera donc imaginaire pure. zp(t) étant de plus une fonction réelle,
sa TF sera donc a symétrie hermitienne. Sa TF sera donc imaginaire pure et impaire.

De plus, le signal étant non périodique, sa TF sera continue et z7(¢) possédant deux discontinuités (a
Porigine), sa TF demandera beaucoup d’harmoniques pour reconstruire cette discontinuité ce qui se traduira
par un support fréquentiel assez grand (cette derniére remarque sera d’autant plus vraie lorsque 7' tendra
vers 0, faisant apparaitre une discontinuité pour laquelle la dérivée en ce point sera infinie).

<4 pts>

On trouve facilement que 2/ (¢) s’exprime & partir de la fonc-
tion porte (appelée aussi fonction ouverture ou rectangle), i.e., :

o (t) = 210(%).
<4 pts>

xm=2M)




Avec la correspondance t = v, on va se servir de la propriété
de dérivation qui stipule que F[f’(t)] = (2mjv) F(v) et bien sur
de la relation précédente pour écrire :

2 t F , sin /T’
2 (t) = 7 H(T) = @mjy) Fr) =222
1 sinmvT sin(mvT)

<2uri)zlsois permet de trouver F'(v) = F[f(t)] = Flzr(t)] :  Flzr(t)] = i I~ a7

Nota : A ce stade, on peut vérifier que ce qui avait été intuité a la question 1.(a) est vraie; & savoir que
la TF de zp(t) est continue, imaginaire pur et impair et & grand support fréquentiel.

Quand limr_,g, on retrouve la fonction signe, notée sgn(t) et pour laquelle :

1 st t>0
sgn(t) = 0 si t=0
-1 si t<0

dont la TF devrait étre : limTﬂo{L M} =Fv)=-"1

wjv v TV

Et on n’aurait pas pu calculer cette TF a partir de la définition intégrale sur z7(t) car celle-ci n’est pas
carré ou absolument sommable.
<4 pts>

1
Par linéarité de la TF :  H(z) = 5 (sgn(x) + 1) Z H(v) = —(

<6 pts> 2\mjv
Ona: Flzf(x)] =— FQ;EZ) (puisque F[f’(z)] = 2mjvF(v), et donc par la propriété duale; F~[F'(v)] =

—2mjxf(x)). De ces faits, soit R(v), la TF de la fonction rampe, on a :

!
. % ppy=_ L. L= SN (N 7 W SO L O]
r(@) =zH(@) = R{v)= 2 27rj<7r1/+5(y)> B 47rj<7r1/2+6(y)>_47r21/2+ 47
<8 pts>

On a: F[f'(z)] =2njv F(v), et donc puisque :

r'(x) = H(x) Z 2mjv)R(v) = H(v)= 2;jy n @

Nota : De la relation 4.(b) et 4.(c), on voit que, nécessairement :

jo'(v) _J 6(v) & vi(v)=-6r) ou zd(x)=—0(x)

41 4y

on retrouve ici la célébre relation liant le Dirac et sa version dérivée faite en exercice (Démo 3).



Avec la convention x = v, on a vu la propriété de contraction dilatation et montré en cours que :

exp(—m2?) = exp(—7mr?)

f(ax) \i iF(z)

lal ~ \a

donc : exp(—2?) = exp(— (

1 F
N r)?) = V7 exp(—m/)2 = /7 exp(—712v?)
Et on peut vérifier que o450, = (\%) (L) = % dans ce cas aussi.

2T
<5 pts>

IEl TFD et Spectre (28 pts)

1. Pour chacune de ces six petites images extraites de 'image de LENA, indiquer sa transformée
de Fourier (module) correspondante aprés avoir fourni une explication ou une justification (vous
pouvez procéder en utilisant aussi la technique d’élimination).

Pour les imagettes, de gauche a droite et de haut en bas, on a I'imagette I (ligne verticale),
IT (ligne diagonale), III (chapeau), IV (oeil), V (texture du chapeau), VI (épaule) et pour les
transformées de Fourier, & gauche de haut en bas (spectre a, b, c) et a droite de haut en bas
(spectre d, e, f).

<18 pts>

2. (a) En utilisant la propriété de séparabilité, quelle est la complexité algorithmique d’une TFD
(Transformée de Fourier Discréte) sur une image de taille N x N ?

<5 pts> colonnes flay) Quy) Flu,v)
R rep1p | —|=|=|=|=| rED1D |[*|H| |+
sur les lignes | — | — | — | — | — | sur les colonnes+ | + |+ |+ |+
— === |+
i il el il +| ||+ +
=== ]+

(b) Dire, en le justifiant, si la transformée d’Hadamard (avec la convention x Z et Y Z v),
donné par la formule ci-dessous, posséde la propriété de séparabilité comme la Transformée
de Fourier.
<5 ptS> 1 N—-1N-1

nly(x a;(u i ai(v
H(u,v) = 3 Z Z £z, ) (=1)Zi50 bi@as(@+bi(v)as(v)
z=0 y=0




Réponse

- . . F F s
On va utiliser dans la suite, la convention x = v et y = v avec y orientée dans le sens des colonnes
(largeur de 'image) croissantes et x, orientée dans le sens des lignes (longueur de image) croissantes. On
va procéder par élimination en allant du plus évident au moins évident :

e VI—f: L’imagette VI (épaule) présente une région presque homogeéne en niveaux de gris, relative-
ment smooth, lisse avec trés peu de hautes fréquences, c’est-a-dire de discontinuités ; on doit donc trouver le
spectre le plus concentré dans les basses fréquences sans valeur spectrale exhibant une direction privilégiée.
C’est donc, sans ambiguité le spectre f.
<3 pts>

e II—d: Limagette II (ligne diagonale) présente deux discontinuités diagonales bien marqué; au
niveau du spectre, on aura donc un ensemble de coefficients spectraux orienté dans la direction perpendicu-
laire. Aucun doute possible, c’est le spectre d. On note aussi une légére discrétisation dans cette direction
perpendiculaire qui nous indique qu’un motif se répéte dans le domaine spatial ; ¢’est en fait la ligne diagonale
qui se répéte deux fois.
<3 pts>

e III—b: L’imagette III (chapeau) présente une ligne diagonale ou discontinuité diagonale. au niveau
du spectre, on aura donc un ensemble de coefficients spectraux orienté dans la direction perpendiculaire.
Aucun doute possible, c’est le spectre b.
<3 pts>

e V —c¢: L’imagette V (texture du chapeau) est celle qui a le plus de discontinuités et de variations
rapides spatiales ou détails dans toutes les directions. Au niveau du spectre, on aura un spectre avec beaucoup
de hautes fréquences dans toutes les directions possibles et un support le plus grand possible. Aucun doute
possible, c’est le spectre c.
<3 pts>

e IV —e: L’imagette IV (oeil) posséde beaucoup de détails; c’est-a-dire de hautes fréquences mais
pas autant que I'imagette V. De plus dans oeil, des discontinuités en forme de ligne verticale (noir et blanc
de Doeil) et horizontale (blanc de l'oeil et paupiére) apparait. Son spectre contiendra de hautes fréquences
privilégiant des coefficients spectraux forts donc des lignes blanches dans la direction horizontale et verticale.
Aucun doute possible, c’est le spectre e.
<3 pts>

e [—a: L’imagettel (ligne verticale) comporte somme toute peu de détails mais une discontinuité sous
forme de ligne verticale avec une transition un peu floue. Son spectre comportera peu de hautes fréquences
mais une discontinuité spectrale sous forme d’une légére ligne horizontale. Aucun doute possible, c’est le
spectre a.
<3 pts>

Pour chaque ligne et colonne (2N), on fait une TFD 1D qui demande de calculer N coefficients spectraux

et pour chacun d’eux une somme sur N valeurs discrétes du signal est nécessaire. Soit une complexité de
O(2N3).
<5 pts>

2.(b)
Oui le noyau de cette transformée peut étre séparé en deux termes :
(_1)2?501 bi(z)ai(u) ot (_1)2?501 bi(y)ai(v)
que l'on peut appliquer au vecteur 1D ligne puis colonne de I'image.
<5 pts>



Filtrage Spatial et Fréquentiel (32 pts)

1. Soit 'image ci-dessous dégradée par un défaut de transmission par ligne qui génere des pertes
d’information sur celle-ci se traduisant sur I'image par quelques segments de lignes horizontales
noires d’épaisseur 1 pixel et de taille variable.

(a)

Trouver parmi les filtres proposés, le filtre spatial qui vous semble le plus adéquat pour
restaurer (par filtrage spatial) cette image dégradée par ce défaut de transmission par
ligne. Justifier bien votre réponse. S’agit-il de :

1 1 T[1[1 111
Ih ou% 0| ou 1|1|1|1|ou %|1|0|1|ou1 T[T ou s[T]0]1
311 1 3 11t SITT1 1
<7 pts>

On aimerait calculer la fonction de transfert en module (ou réponse fréquentielle) H(v) du
masque de convolution suivant :

1
1
1

Sans calculer de TF, énumeérer toutes les propriétés que posséde H (v) a partir des propriétés
de la fonction discréte h(z). En utilisant la TFD, calculer puis tracer sommairement ’allure
de sa réponse fréquentielle (module). Interpréter 'allure de cette réponse fréquentielle. De
quel type de filtre (passe-bas, passe-haut, Passe-bande, etc.) s’agit-il? Quel effet aura ce
filtre sur une image naturelle (non synthétique) ?

<12 pts>
Supposons que 'on convolue 'image dégradé (i(x,y)) avec ce filtre avec la formule habi-
tuelle : i=1
Va,y o(z,y) =i(z,y) xh(x) = D ix+i,y)h(i)
i=—1

Comment pourrait-on améliorer la restauration (pour que celle-ci soit meilleur par rapport
a une simple convolution) qui permettrait de prendre en compte intelligemment le fait
que dans le cas d’une image dégradée par un défaut de ligne, les pixels affectés par cette
dégradation sont nécessairement noirs, 1.e.,, ont toujours un niveaux de gris nulle ?

<5 pts>

2. On aimerait maintenant enlever ou atténuer cette dégradation en utilisant le filtrage fréquentiel,
i.e., la Transformée de Fourier (TF). Indiquer d’une part comment cette dégradation influencera
le module de la TF de cette image et quelle pourrait étre ’opération fréquentielle permettant
d’atténuer cette dégradation.
<8 pts>




Réponse

Du fait que les lignes sont d’épaisseur un seule pixel, il est plus judicieux, dans ce cas, de ne pas tenir
en compte, dans ce filtrage spatial, du niveau de gris du pixel centrale qui est dégradé. De plus, les lignes
étant horizontales, on écarte d’emblé les filtres horizontales (ou construit avec un filtre horizontale comme
les filtres spatiaux proposés 2D) qui moyenneront localement, dans ces zones dégradées, que des valeurs de

niveaux de gris erronés.
1

1
I ne reste que le filtre 3 X lignes (vertical) suivant : 3 0| qui permettra de bien restorer cette image.
<7 pts>

Tous les coefficients de ce filtre sont positifs, ¢’est donc un filtre passe-bas qui ne changera pas la moyenne
de l'image (car ce masque est normalisé avec une somme de coefficients égale & un). De plus la MTF H(v)
sera réelle et pair, car le masque de convolution est pair et réel.
<3 pts>

—_

+o0 +1
Z h(z)exp (—2mjvx) = Z h(z)exp (—2mjva)

rT=—00 r=—1

Avee = 2w, Flh(z) = H)

% [exp (2mjv) 4+ exp (—27mjv)] = % [2 cos(2mv)| = cos(27v)
<5 pts>

Nota-1- : On aurait pu facilement prévoir 'allure de ce spectre en utilisant le résultat de 'exercice 1.2.
En effet, dans le domaine spatial, h(x) a allure de f(z) multiplié par —1 pour lequel on a ajouté 2 6(z). Du
coup, dans le domaine spectral, a cause de la linéarité de la TF, on obtient F'(v) multiplié par —1 + 2, c’est
a dire F'(v) « cos(2mv xp). Comme xy = Az = 1 dans notre cas, on s’attend donc a une réponse fréquentielle
du type F(v) x cos(27v).

Nota-2- : On aurait pu aussi le démontrer en disant que h(x) est paire et reelle donc H(v) sera réel et
paire et le calcul de sa F ou ou F~! nous donnera la méme chose. Le calcul de F~! de h(z) est un signal de
fréquence pure dans 'autre espace et nécessairement un cos, car celui-ci est paire. Le calcul de la fréquence
de ce cos, comme réponse fréquentielle se fait ensuite comme dans Nota-1-.

Le spectre est périodique puisque le signal dans le domaine spatial est discret et il se répéte tous les 1/T, =
1/Az =1 (fréquence numérique puisqu’a aucun moment, on ne connait la période d’échantillonnage). Donc
un support de 1 dans le domaine spectral est suffisant. Comme on est intéressé a voir (mathématiquement)
Pallure spectrale de cette MTF centré en 0, une réponses fréquentielle sur [—0.5,0.5] est satisfaisante. Le
tracé de |H(v)| nous donne :

cos(2piu)

15 T T

Hfu)

Le filtre obtenu est un filtre passe-bas jusqu’a la fréquence numérique v = 0.25 (pour laquelle cos(2mv =
1/4) ’annule. Apreés, on peut constater que le filtre comporte un trés gros lobe secondaire qui fera en sorte



de ne pas atténuer beaucoup les fréquences numeériques trés élevées voire méme pas du tout filtrer (1.e.,
atténuer) les fréquences numériques v = 0.5 (|[H(v = 0.5)] = 1.

Pour une image naturelle (non synthétique), on sait que le spectre est concentré dans les basses ou
moyennes fréquences (< 0.25 ou spectre concentré dans la premiére moitié du support fréquentiel de longueur
total 0.5). Le filtre se comportera donc comme un filtre Passe-Bas éliminant les hautes fréquences en lignes
(c’est a dire les discontinuités comme des lignes horizontales noires d’épaisseur 1 pixel créées par un défaut
de transmission par ligne).

<4 pts>

Nota : Comme cela a été précédemment dit, ce filtre va laisser passer les hautes fréquences v = 0.5 sans
les atténuer. Une fréquence numérique de v = 0.5 correspond concrétement & une période numérique de
T = 2 pixels (une fréquence physique de v = 0.5 f. correspondant & une période physique de T' — 2T et ici
T. = Az = 1). Donc le filtre va laisser passer toute les dégradations, sans les atténuer, de fréquence v = 0.5
ou de période T" = 2 pixels en y. Une telle dégradation de période T" = 2 pixels en y pourrait étre donnée
par deux lignes noires horizontales espacés de un pixel :

image image Apres Filtrage avec

1
image Image mage image 172 I
I :

image image

et dans ce cas, on voit bien que notre filtrage laisserait passer une telle dégradation. On voit donc (et on
comprend aussi), dans ce cas, les limite de notre filtre h(x) qui ne doit pas étre confronté a des défauts de
ligne séparés d’un seul pixel.

On pourrait-on améliorer la restauration et prendre en compte intelligemment le fait que dans le cas
d’une image dégradée par un défaut de ligne, les pixels affectés par cette dégradation ont un niveaux de gris
nulle en ne filtrant, par ce filtre, que les pixels possédant le niveaux de gris nul.

i=1

<5 pts> if (i(z,y) ==0) O(xvmZi(xay)*h(w)=i;1z'(x+z',y)h(z')

2]

A cause de ces lignes noires horizontales faisant apparaitre plusieurs discontinuités dans 'image, on
s’attend & ce que le module de la TF de cette image laisse apparaitre une ligne blanche verticales centrée
dans son spectre qui correspondrait en fait & de fort coefficients spectraux nécessaires pour reconstruire
I'image avec ses dégradations.

L’opération fréquentielle qui éliminerait (mettrait a zéro) la partie haute fréquence de cette ligne blanche
verticale dans le spectre de I'image serait donc Popération fréquentielle appropriée permettant d’atténuer
fortement cette dégradation.
<8 pts>

Nota : La technique de filtrage qui serait tout de méme la plus efficace est celle donnée dans la question
1.c qui utiliserait au mieux toute l'information de la dégradation ; notamment le fait que les pixels altéré
reste toujours avec un niveaux de gris nulle ; ce qui permet de cibler exactement ou se trouve les dégradations
et de corriger seulement ces pixels dégradés.



