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I. Série & Transformée de Fourier (63 pts)1. Expliquer 
e que le modèle des fréquen
es négatives de la Transformée de Fourier (TF) nous apermis de 
omprendre 
omme problème(s) qui ne pouvait être 
ompris à partir du modèle plussimple de série de Fourier.<8 pts>.2. Que peut-on dire de toutes les propriétés de F (ν), la TF de la distribution f(x) (sans la 
al
uler)représentée par le graphe 
i-dessous (à gau
he). Cal
uler ensuite 
ette TF.<12 pts>
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3. (a) Soit la fon
tion temporelle xT (t) représentée 
i-dessus (à droite). Soit aussi XT (ν) =
F [xT (t)], i.e., la TF de xT (t). Sans 
al
ul, quelles seraient (toutes) les propriétés de XT (ν)que l'on pourrait déduire des propriétés de xT (t) et des propriétés de la TF.<4 pts>(b) Représenter l'allure de x′

T (t), la dérivée de la fon
tion xT (t) et exprimer analytiquement
x′

T (t) à partir d'une fon
tion 
onnue pour laquelle on 
onnaît sa TF.<4 pts>(
) En déduire �nalement, à partir d'une propriété de la TF, XT (ν), la TF de xT (t).<4 pts>(d) Que devient (i.e., quel est le nom de la fon
tion) xT (t) quand limT→0. Déduire des questionspré
édentes que la TF de 
ette fon
tion est F [xT→0(t)] = 1/(π jν) et rappeler pourquoi onn'aurait pas pu 
al
uler la TF de 
ette fon
tion en utilisant dire
tement la dé�nition de laTF utilisant la formule intégrale.<4 pts>4. (a) Sa
hant que la fon
tion f(x) = sgn(x)
F
⇋ 1/(π jν). En ajoutant à f(x), la bonne 
onstanteet le bon fa
teur d'é
helle, en déduire la TF de la fon
tion d'Heaviside H(x) :<6 pts>

(b) Connaissant la transformée de la fon
tion Heaviside, et en utilisant la TF de la fon
tion
x f(x), en déduire la TF de la fon
tion rampe r(x) (représenté 
i-dessus à droite).<8 pts>(
) Connaissant la transformée de la fon
tion Heaviside, et en utilisant la TF d'une fon
tiondérivée en déduire la TF de la fon
tion rampe r(x).<8 pts>5. Cal
uler F (ν), la TF de f(x) = exp(−x2) et véri�er quel est le produit entre l'é
art type de laGaussienne f(x) et l'é
art type de la Gaussienne F (ν).<5 pts>.



Réponse1.Les fréquen
es négatives sont une abstra
tion du modèle de la Transformée de Fourier (TF) qui nous apermis, en fait, de 
omprendre dans 
e 
ours, deux 
on
epts ;
[1−] Le premier est l'aliasing ou repliement spe
tral qui ne pouvait être initialement expliqué à partir dumodèle trop simpliste de série de Fourier et qui en fait, dans la TF, est dû à l'altération des (généralementhautes) fréquen
es du motif spe
tral de base (
entré sur la fréquen
e nulle et asso
ié au spe
tre du signal
ontinu) par les fréquen
es négatives du même motif spe
tral se répétant, dans le domaine des fréquen
es,tous les nfe ave
 n ∈ N) (signal é
hantillonné ave
 fe ⇋ spe
tre périodique tous les nfe ave
 n ∈ N).
[2−] Le deuxième 
on
ept apporté par les fréquen
es négatives, nous a permis de 
omprendre que laTF dis
rète (TFD) nous donne en fait une petite fenêtre spe
trale d'un spe
tre beau
oup plus grand quiest 
y
lique (périodique en u et en ν) et dont le module est pair. Ainsi, une translation du spe
tre dans ledomaine des fréquen
es en u = ν = N/2 ave
 N la taille de l'image nous a permis de retrouver le spe
tre dusignal 
entré au 
entre de l'image (te
hnique dite du re
alage 
y
lique).<8 pts>Nota : D'autres 
on
epts intéressants en traitement du signal sont expliqués par 
ette abstra
tion 
rééepar 
es fréquen
es négatives mais qui ne sont pas au programme de 
e 
ours. En parti
ulier, 
ette abstra
tionpermet d'expliquer la TF de signaux 
omplexes mais aussi la notion de repliement spatial et plein d'autres
hoses...2.La distribution f(x) est réelle et paire, sa transformée F (ν) sera aussi réelle et paire. La distribution f(x)étant non périodique, son spe
tre F (ν) sera 
ontinu et 
omme f(x) possède des dis
ontinuités, le supportspe
tral de F (ν) sera grand (beau
oup d'harmoniques seront né
essaires pour re
onstruire 
e signal).<6 pts> Sa
hant que : f(x) = −δ(x − x0) + 2δ(x) − δ(x + x0) et que :

δ(x − x0)
F
⇋ exp(−2 π jνx0) et δ(x + x0)

F
⇋ exp(2 π jνx0) on a don
 :

f(x) = −δ(x − x0) + 2δ(x) − δ(x + x0)
F
⇋ − exp(−2 π jνx0) + 2 − exp(2 π jνx0)

= 2 −
(

exp(2 π jνx0) + exp(−2 π jνx0)
)

= 2 − 2 cos(2πνx0) = 4 sin2(πνx0)don
 : f(x) = −δ(x − x0) + 2δ(x) − δ(x + x0)
F
⇋ F (ν) = 4 sin2(πνx0)<6 pts>3.(a)La fon
tion xT (t) est impaire, sa TF sera don
 imaginaire pure. xT (t) étant de plus une fon
tion réelle,sa TF sera don
 à symétrie hermitienne. Sa TF sera don
 imaginaire pure et impaire.De plus, le signal étant non périodique, sa TF sera 
ontinue et xT (t) possédant deux dis
ontinuités (àl'origine), sa TF demandera beau
oup d'harmoniques pour re
onstruire 
ette dis
ontinuité 
e qui se traduirapar un support fréquentiel assez grand (
ette dernière remarque sera d'autant plus vraie lorsque T tendravers 0, faisant apparaître une dis
ontinuité pour laquelle la dérivée en 
e point sera in�nie).<4 pts>
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3.(b)On trouve fa
ilement que x′
T (t) s'exprime à partir de la fon
-tion porte (appelée aussi fon
tion ouverture ou re
tangle), i.e., :
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).<4 pts>



3.(
)Ave
 la 
orrespondan
e t ⇋ ν, on va se servir de la propriétéde dérivation qui stipule que F [f ′(t)] = (2πjν)F (ν) et bien surde la relation pré
édente pour é
rire :
x′

T (t) =
2

T
Π
( t

T

) F
⇋ (2πjν)F (ν) = 2

sin πνT

πνTqui nous permet de trouver F (ν) = F [f(t)] = F [xT (t)] : F [xT (t)] =
1

πjν

sin πνT

πνT
= −j

sin(πνT )

π2ν2T<4 pts>Nota : A 
e stade, on peut véri�er que 
e qui avait été intuité à la question 1.(a) est vraie ; à savoir quela TF de xT (t) est 
ontinue, imaginaire pur et impair et à grand support fréquentiel.3.(d)Quand limT→0, on retrouve la fon
tion signe, notée sgn(t) et pour laquelle :sgn(t) =







1 si t > 0
0 si t = 0
−1 si t < 0dont la TF devrait être : limT→0

{

1
πjν

sin πνT
πνT

}

= F (ν) = 1
πjνEt on n'aurait pas pu 
al
uler 
ette TF à partir de la dé�nition intégrale sur xT (t) 
ar 
elle-
i n'est pas
arré ou absolument sommable.<4 pts>4.(a)Par linéarité de la TF : H(x) =

1

2

(sgn(x)+ 1
) F

⇋ H(ν) =
1

2

( 1

π j ν
+ δ(ν)

)

=
−j

2 π ν
+

δ(ν)

2<6 pts>4.(b)On a : F [xf(x)] = −F ′(ν)
2πj

(puisque F [f ′(x)] = 2πjνF (ν), et don
 par la propriété duale ; F−1[F ′(ν)] =

−2πjxf(x)). De 
es faits, soit R(ν), la TF de la fon
tion rampe, on a :
r(x) = xH(x)

F
⇋ R(ν) = −1

2
· 1

2πj

(

−j

π ν
+ δ(ν)

)′

= − 1

4πj

(

j

π ν2
+ δ′(ν)

)

=
−1

4 π2 ν2
+

j δ′(ν)

4 π<8 pts>4.(
)On a : F [f ′(x)] = 2πjν F (ν), et don
 puisque :
r′(x) = H(x)

F
⇋ (2 π j ν)R(ν) = H(ν) =

−j

2 π ν
+

δ(ν)

2

R(ν) =
−1

4 π2 ν2
+

−j δ(ν)

4 π ν
<8 pts>Nota : De la relation 4.(b) et 4.(
), on voit que, né
essairement :

j δ′(ν)

4 π
=

−j δ(ν)

4 π ν
⇔ ν δ′(ν) = −δ(ν) ou x δ′(x) = −δ(x)on retrouve i
i la 
élèbre relation liant le Dira
 et sa version dérivée faite en exer
i
e (Démo 3).



5.Ave
 la 
onvention x
F
⇋ ν, on a vu la propriété de 
ontra
tion dilatation et montré en 
ours que :

exp(−π x2)
F
⇋ exp(−π ν2)

f(ax)
F
⇋

1

|a| F
(ν

a

)don
 : exp(−x2) = exp(−π (
1√
π

x)2)
F
⇋

√
π exp

(

−πν
)2

=
√

π exp(−π2ν2)Et on peut véri�er que σs σν =
(

1√
2

)(

1√
2 π

)

= 1
2 π

dans 
e 
as aussi.<5 pts>II. TFD et Spe
tre (28 pts)1. Pour 
ha
une de 
es six petites images extraites de l'image de Lena, indiquer sa transforméede Fourier (module) 
orrespondante après avoir fourni une expli
ation ou une justi�
ation (vouspouvez pro
éder en utilisant aussi la te
hnique d'élimination).

Pour les imagettes, de gau
he à droite et de haut en bas, on a l'imagette I (ligne verti
ale),II (ligne diagonale), III (
hapeau), IV (oeil), V (texture du 
hapeau), VI (épaule) et pour lestransformées de Fourier, à gau
he de haut en bas (spe
tre a, b, 
) et à droite de haut en bas(spe
tre d, e, f).<18 pts>2. (a) En utilisant la propriété de séparabilité, quelle est la 
omplexité algorithmique d'une TFD(Transformée de Fourier Dis
rète) sur une image de taille N × N ?<5 pts>
f(x,y) Q(u,y) F(u,v)

TFD 1DTFD 1D

colonnes

sur les colonnessur les lignes

lignes

(b) Dire, en le justi�ant, si la transformée d'Hadamard (ave
 la 
onvention x
F
⇋ u et y

F
⇋ ν),donné par la formule 
i-dessous, possède la propriété de séparabilité 
omme la Transforméede Fourier.<5 pts>

H(u, ν) =
1

N2

N−1
∑

x=0

N−1
∑

y=0

f(x, y)(−1)
P

n−1

i=0
bi(x)ai(u)+bi(y)ai(ν)



Réponse1.On va utiliser dans la suite, la 
onvention x
F
⇋ ν et y

F
⇋ v ave
 y orientée dans le sens des 
olonnes(largeur de l'image) 
roissantes et x, orientée dans le sens des lignes (longueur de l'image) 
roissantes. Onva pro
éder par élimination en allant du plus évident au moins évident :

• V I − f : L'imagette VI (épaule) présente une région presque homogène en niveaux de gris, relative-ment smooth, lisse ave
 très peu de hautes fréquen
es, 
'est-à-dire de dis
ontinuités ; on doit don
 trouver lespe
tre le plus 
on
entré dans les basses fréquen
es sans valeur spe
trale exhibant une dire
tion privilégiée.C'est don
, sans ambiguité le spe
tre f .<3 pts>
• II − d : L'imagette II (ligne diagonale) présente deux dis
ontinuités diagonales bien marqué ; auniveau du spe
tre, on aura don
 un ensemble de 
oe�
ients spe
traux orienté dans la dire
tion perpendi
u-laire. Au
un doute possible, 
'est le spe
tre d. On note aussi une légère dis
rétisation dans 
ette dire
tionperpendi
ulaire qui nous indique qu'un motif se répète dans le domaine spatial ; 
'est en fait la ligne diagonalequi se répète deux fois.<3 pts>
• III−b : L'imagette III (
hapeau) présente une ligne diagonale ou dis
ontinuité diagonale. au niveaudu spe
tre, on aura don
 un ensemble de 
oe�
ients spe
traux orienté dans la dire
tion perpendi
ulaire.Au
un doute possible, 
'est le spe
tre b.<3 pts>
• V − c : L'imagette V (texture du 
hapeau) est 
elle qui a le plus de dis
ontinuités et de variationsrapides spatiales ou détails dans toutes les dire
tions. Au niveau du spe
tre, on aura un spe
tre ave
 beau
oupde hautes fréquen
es dans toutes les dire
tions possibles et un support le plus grand possible. Au
un doutepossible, 
'est le spe
tre c.<3 pts>
• IV − e : L'imagette IV (oeil) possède beau
oup de détails ; 
'est-à-dire de hautes fréquen
es maispas autant que l'imagette V. De plus dans l'oeil, des dis
ontinuités en forme de ligne verti
ale (noir et blan
de l'oeil) et horizontale (blan
 de l'oeil et paupière) apparaît. Son spe
tre 
ontiendra de hautes fréquen
esprivilégiant des 
oe�
ients spe
traux forts don
 des lignes blan
hes dans la dire
tion horizontale et verti
ale.Au
un doute possible, 
'est le spe
tre e.<3 pts>
• I−a : L'imagette I (ligne verti
ale) 
omporte somme toute peu de détails mais une dis
ontinuité sousforme de ligne verti
ale ave
 une transition un peu �oue. Son spe
tre 
omportera peu de hautes fréquen
esmais une dis
ontinuité spe
trale sous forme d'une légère ligne horizontale. Au
un doute possible, 
'est lespe
tre a.<3 pts>2.(a)Pour 
haque ligne et 
olonne (2N), on fait une TFD 1D qui demande de 
al
uler N 
oe�
ients spe
trauxet pour 
ha
un d'eux une somme sur N valeurs dis
rètes du signal est né
essaire. Soit une 
omplexité de

O(2N3).<5 pts>2.(b)Oui le noyau de 
ette transformée peut être séparé en deux termes :
(−1)

P

n−1

i=0
bi(x)ai(u) et (−1)

P

n−1

i=0
bi(y)ai(ν)que l'on peut appliquer au ve
teur 1D ligne puis 
olonne de l'image.<5 pts>



III. Filtrage Spatial et Fréquentiel (32 pts)1. Soit l'image 
i-dessous dégradée par un défaut de transmission par ligne qui génère des pertesd'information sur 
elle-
i se traduisant sur l'image par quelques segments de lignes horizontalesnoires d'épaisseur 1 pixel et de taille variable.
(a) Trouver parmi les �ltres proposés, le �ltre spatial qui vous semble le plus adéquat pourrestaurer (par �ltrage spatial) 
ette image dégradée par 
e défaut de transmission parligne. Justi�er bien votre réponse. S'agit-il de :

1

3





1
1
1



 ou 1

2





1
0
1



 ou 1

3
1 1 1 ou 1

2
1 0 1 ou 1

9

1 1 11 1 11 1 1 ou 1

8

1 1 11 0 11 1 1<7 pts>(b) On aimerait 
al
uler la fon
tion de transfert en module (ou réponse fréquentielle) H(ν) dumasque de 
onvolution suivant :
h(x) =

1

2





1
0
1



Sans 
al
uler de TF, énumérer toutes les propriétés que possède H(ν) à partir des propriétésde la fon
tion dis
rète h(x). En utilisant la TFD, 
al
uler puis tra
er sommairement l'allurede sa réponse fréquentielle (module). Interpréter l'allure de 
ette réponse fréquentielle. Dequel type de �ltre (passe-bas, passe-haut, Passe-bande, et
.) s'agit-il ? Quel e�et aura 
e�ltre sur une image naturelle (non synthétique) ?<12 pts>(
) Supposons que l'on 
onvolue l'image dégradé (i(x, y)) ave
 
e �ltre ave
 la formule habi-tuelle :
∀x, y o(x, y) = i(x, y) ∗ h(x) =

i=1
∑

i=−1

i(x + i, y)h(i)Comment pourrait-on améliorer la restauration (pour que 
elle-
i soit meilleur par rapportà une simple 
onvolution) qui permettrait de prendre en 
ompte intelligemment le faitque dans le 
as d'une image dégradée par un défaut de ligne, les pixels a�e
tés par 
ettedégradation sont né
essairement noirs, �.e.,, ont toujours un niveaux de gris nulle ?<5 pts>2. On aimerait maintenant enlever ou atténuer 
ette dégradation en utilisant le �ltrage fréquentiel,i.e., la Transformée de Fourier (TF). Indiquer d'une part 
omment 
ette dégradation in�uen
erale module de la TF de 
ette image et quelle pourrait être l'opération fréquentielle permettantd'atténuer 
ette dégradation.<8 pts>



Réponse1.(a)Du fait que les lignes sont d'épaisseur un seule pixel, il est plus judi
ieux, dans 
e 
as, de ne pas teniren 
ompte, dans 
e �ltrage spatial, du niveau de gris du pixel 
entrale qui est dégradé. De plus, les lignesétant horizontales, on é
arte d'emblé les �ltres horizontales (ou 
onstruit ave
 un �ltre horizontale 
ommeles �ltres spatiaux proposés 2D) qui moyenneront lo
alement, dans 
es zones dégradées, que des valeurs deniveaux de gris erronés.Il ne reste que le �ltre 3 × lignes (verti
al) suivant : 1

2





1
0
1



 qui permettra de bien restorer 
ette image.<7 pts>1.(b)Tous les 
oe�
ients de 
e �ltre sont positifs, 
'est don
 un �ltre passe-bas qui ne 
hangera pas la moyennede l'image (
ar 
e masque est normalisé ave
 une somme de 
oe�
ients égale à un). De plus la MTF H(ν)sera réelle et pair, 
ar le masque de 
onvolution est pair et réel.<3 pts>Ave
 x
F
⇋ ν, F(h(x)) = H(ν) =

+∞
∑

x=−∞
h(x) exp (−2πjνx) =

+1
∑

x=−1

h(x) exp (−2πjνx)

=
1

2
[exp (2πjν) + exp (−2πjν)] =

1

2
[2 cos(2πν)] = cos(2πν)<5 pts>Nota-1- : On aurait pu fa
ilement prévoir l'allure de 
e spe
tre en utilisant le résultat de l'exer
i
e I.2.En e�et, dans le domaine spatial, h(x) a l'allure de f(x) multiplié par −1 pour lequel on a ajouté 2 δ(x). Du
oup, dans le domaine spe
tral, à 
ause de la linéarité de la TF, on obtient F (ν) multiplié par −1 + 2, 
'està dire F (ν) ∝ cos(2πν x0). Comme x0 = ∆x = 1 dans notre 
as, on s'attend don
 à une réponse fréquentielledu type F (ν) ∝ cos(2πν).Nota-2- : On aurait pu aussi le démontrer en disant que h(x) est paire et reelle don
 H(ν) sera réel etpaire et le 
al
ul de sa F ou ou F−1 nous donnera la même 
hose. Le 
al
ul de F−1 de h(x) est un signal defréquen
e pure dans l'autre espa
e et né
essairement un cos, 
ar 
elui-
i est paire. Le 
al
ul de la fréquen
ede 
e cos, 
omme réponse fréquentielle se fait ensuite 
omme dans Nota-1-.Le spe
tre est périodique puisque le signal dans le domaine spatial est dis
ret et il se répète tous les 1/Te =

1/∆x = 1 (fréquen
e numérique puisqu'a au
un moment, on ne 
onnait la période d'é
hantillonnage). Don
un support de 1 dans le domaine spe
tral est su�sant. Comme on est intéressé à voir (mathématiquement)l'allure spe
trale de 
ette MTF 
entré en 0, une réponses fréquentielle sur [−0.5, 0.5] est satisfaisante. Letra
é de |H(ν)| nous donne :
-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

-0.4 -0.2  0  0.2  0.4

H
(u

)

u

cos(2piu)

H(u)

Le �ltre obtenu est un �ltre passe-bas jusqu'à la fréquen
e numérique ν = 0.25 (pour laquelle cos(2πν =
1/4) s'annule. Après, on peut 
onstater que le �ltre 
omporte un très gros lobe se
ondaire qui fera en sorte



de ne pas atténuer beau
oup les fréquen
es numériques très élevées voire même pas du tout �ltrer (�.e.,atténuer) les fréquen
es numériques ν = 0.5 (|H(ν = 0.5)| = 1.Pour une image naturelle (non synthétique), on sait que le spe
tre est 
on
entré dans les basses oumoyennes fréquen
es (< 0.25 ou spe
tre 
on
entré dans la première moitié du support fréquentiel de longueurtotal 0.5). Le �ltre se 
omportera don
 
omme un �ltre Passe-Bas éliminant les hautes fréquen
es en lignes(
'est à dire les dis
ontinuités 
omme des lignes horizontales noires d'épaisseur 1 pixel 
réées par un défautde transmission par ligne).<4 pts>Nota : Comme 
ela a été pré
édemment dit, 
e �ltre va laisser passer les hautes fréquen
es ν = 0.5 sansles atténuer. Une fréquen
e numérique de ν = 0.5 
orrespond 
on
rètement à une période numérique de
T = 2 pixels (une fréquen
e physique de ν = 0.5 fe 
orrespondant à une période physique de T − 2 Te et i
i
Te = ∆x = 1). Don
 le �ltre va laisser passer toute les dégradations, sans les atténuer, de fréquen
e ν = 0.5ou de période T = 2 pixels en y. Une telle dégradation de période T = 2 pixels en y pourrait être donnéepar deux lignes noires horizontales espa
és de un pixel :

image image image image

image image

image image

Apres Filtrage avec 

1/2  0
1

1et dans 
e 
as, on voit bien que notre �ltrage laisserait passer une telle dégradation. On voit don
 (et on
omprend aussi), dans 
e 
as, les limite de notre �ltre h(x) qui ne doit pas être 
onfronté a des défauts deligne séparés d'un seul pixel.1.(
)On pourrait-on améliorer la restauration et prendre en 
ompte intelligemment le fait que dans le 
asd'une image dégradée par un défaut de ligne, les pixels a�e
tés par 
ette dégradation ont un niveaux de grisnulle en ne �ltrant, par 
e �ltre, que les pixels possédant le niveaux de gris nul.if (i(x, y) == 0) o(x, y) = i(x, y) ∗ h(x) =
i=1
∑

i=−1

i(x + i, y)h(i)<5 pts>2.À 
ause de 
es lignes noires horizontales faisant apparaître plusieurs dis
ontinuités dans l'image, ons'attend à 
e que le module de la TF de 
ette image laisse apparaitre une ligne blan
he verti
ales 
entréedans son spe
tre qui 
orrespondrait en fait à de fort 
oe�
ients spe
traux né
essaires pour re
onstruirel'image ave
 ses dégradations.L'opération fréquentielle qui éliminerait (mettrait à zéro) la partie haute fréquen
e de 
ette ligne blan
heverti
ale dans le spe
tre de l'image serait don
 l'opération fréquentielle appropriée permettant d'atténuerfortement 
ette dégradation.<8 pts>Nota : La te
hnique de �ltrage qui serait tout de même la plus e�
a
e est 
elle donnée dans la question1.
 qui utiliserait au mieux toute l'information de la dégradation ; notamment le fait que les pixels altéréreste toujours ave
 un niveaux de gris nulle ; 
e qui permet de 
ibler exa
tement ou se trouve les dégradationset de 
orriger seulement 
es pixels dégradés.


