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I. Filtrage Numérique (75 pts)Considérons le �ltre numérique dé�ni par l'équation aux di�éren
es suivante (entre un signal d'entrée
x(n) en un signal de sortie y(n) et où b est une 
onstante réelle di�érente de 0) :

y(n) = x(n) + b y(n− 1) (1)1. Trouver la fon
tion de transfert H(z) de 
e �ltre et pré
iser de quelle famille de �ltre, H(z) faitpartie et quel est son ordre, ses p�les et ses zéros, et la 
ondition sur b pour qu'il soit stable.<6 pts>2. Dessiner la stru
ture du �ltre (en mettant l'entrée x(n), la sortie y(n), une 
ase mémoire serasymbolisée par un 
arré ave
 un z−1 à l'intérieur et une multipli
ation par b par un triangle surlequel est ins
rit b.<3 pts>3. Donner la réponse impulsionnelle de 
e �ltre à partir de l'équation aux di�éren
es (3 premiersé
hantillons, i.e., y(n = 0), y(n = 1), y(n = 2)) et pour le n-ième é
hantillon y(n). Quelle est la
ondition sur y(n) qui permette d'exprimer la stabilité du �ltre ?<6 pts>4. Donner la réponse impulsionnelle de 
e �ltre (solution générale y(n), ∀n), à l'aide de sa fon
tionde transfert et de la transformée en Z (TZ) inverse.Cal
uler la transformée en Z de la réponse impulsionnelle trouvée pré
édemment et véri�er qu'elleest égale à la fon
tion de transfert H(z).<6 pts>5. Donner la solution générale de la réponse indi
ielle de 
e système (solution générale y(n) ∀n)à l'aide de sa fon
tion de transfert et de la TZ inverse. Donner aussi la limite de 
ette réponseindi
ielle quand n → ∞.<8 pts>6. Donner la réponse indi
ielle de 
e �ltre à partir de l'équation aux di�éren
es (3 premiers é
han-tillons, i.e., y(n = 0), y(n = 1), y(n = 2), y(n = 3)) et donner aussi la limite de 
ette réponseindi
ielle quand n → ∞ et véri�er que l'on obtient la même réponse que 
elle obtenue à laquestion pré
édente et exprimer �nalement 
ette réponse indi
ielle, à l'itération n, sous la formed'une somme de n termes. On pourra utiliser ave
 pro�t la relation suivante que l'on rappelle :
(an − bn) = (a − b) (an−1 + b an−2 + b2 an−3 + . . . + bn−2 a + bn−1) (2)<8 pts>7. Donner la solution générale de la réponse à une rampe de 
e système (solution générale y(n) ∀n)à l'aide de sa fon
tion de transfert et de la TZ inverse.<8 pts>8. Dans 
ette question, on veut retrouver la réponse fréquentielle de notre �ltre numérique d'unefaçon di�érente de 
elle déjà vue en 
ours et 
onsistant à faire un 
hangement variable entre zet ν. Cette méthode 
onsiste à (et on vous demande de le faire) :(a) Donner la réponse de 
e �ltre à partir de l'équation aux di�éren
es (3 premiers é
hantillons,i.e., y(n = 0), y(n = 1), y(n = 2), y(n = 3)) lorsque x(n) est un signal de fréquen
e pure,i.e., lorsque x(n) = exp(2πjnν) (i.e., x(0) = 1, x(1) = exp(2πjν), x(1) = exp(4πjν), et
.).(b) En déduire la solution générale y(n), ∀n.(
) Donner la limite de y(n) quand n → ∞ qui 
orrespond, en fait, au régime permanent denotre système (par opposition à son régime transitoire) en utilisant la stabilité du �ltre etéventuellement l'Équation (2).(d) En déduire �nalement la transmittan
e H(ν) = y(n)

x(n) lorsque x(n) = exp(2πjnν) par 
etteméthode.<10 pts>



9. Trouver la réponse fréquentielle H(ν), de 
e �ltre 
omme on l'a vue en 
ours, i.e., par 
hangementde variable et à partir de H(z), et trouver puis tra
er le module de |H(ν)| si b = 0.5 et si b = −0.5ave
 le gain statique et le gain à la fréquen
e de Shannon. En déduire le type de �ltre qu'il s'agitsi b > 0 et si b < 0.<10 pts>10. On désirerait dé�nir un système de restauration Hi(z) qui aurait pour but d'inverser les e�ets du�ltre exprimé par l'Équation (1) et qui permettrait, à partir du signal numérique y(n) (entrée de 
e�ltre de restauration) de trouver le signal w(n) = x(n). Donner l'équation aux di�éren
es, asso
iéà 
e �ltre Hi(z) et reliant le signal restauré w(n) et le signal dégradé y(n) et les 
ara
téristiquesde 
e �ltre (famille, stabilité, ordre).<10 pts>Réponse1 y(n) = x(n) + b y(n − 1)

⇓ Z

Y (z) = X(z) + b z−1 Y (z) ⇔ H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1

1 − b z−1
=

z

z − bDans le 
as général où b 6= 0, on trouve un �ltre RII (réponse impulsionnelle in�nie) asso
iée à une équationré
ursive ou les p�les sont non 
entrés en zéros, d'ordre 1 ave
 un p�le en b et un zéro en 0 et une 
onditionde stabilité exigeant que né
essairement |b| < 1.<6 pts>2Stru
ture du �ltre : +
z−1

b

x(n) y(n)

<3 pts>3En utilisant l'équation aux di�éren
es y(n) = x(n) + b y(n − 1), et pour x(n) = δ(n), on obtient :
y(0) = x(0) + b y(−1) = 1

y(1) = x(1) + b y(0) = b

y(2) = x(2) + b y(1) = b2

y(3) = x(3) + b y(2) = b3Supposons que y(n−1) = bn−1. En utilisant l'équation aux di�éren
es, on obtient : y(n) = x(n)+b y(n−1) =
b × bn−1 = bn et don
 y(n) = bn, (∀n).On exprime la 
ondition de stabilité du �ltre en exigeant que sa réponse impulsionnelle tende vers 0 lorsque
b → ∞, 
e qui est bien le 
as i
i pour |b| < 1 (
f. Q.1(a)).<6 pts>4À partir de la fon
tion de transfert H(z), et pour x(n) = δ(n)

Z

⇋ X(z) = 1, on obtient :Pour : X(z) = 1 Y (z) =
z

(z − b)

Z
−1

⇋ y(n) = bn U(n) (
f. table)En 
al
ulant la transformée en Z de y(n), on trouve :



Y (z) =

∞
∑

n=−∞

(

bn U(n)
)

z−n =

∞
∑

n=0

bn z−n =

∞
∑

n=0

(b z−1)n =
1 − (b z−1)n

1 − b z−1
=

1

1 − b z−1
si |b/z| < 1 ou |z| > b<6 pts>5À partir de la fon
tion de transfert H(z), et pour x(n) = U(n)

Z

⇋ X(z) = z/(z − 1) , on obtient :Pour : X(z) =
z

z − 1
Y (z) =

z

(z − b)
· z

(z − 1)
=

z2

(z − b)(z − 1)
= 1 +

z(1 + b) − b

(z − b)(z − 1)

= 1 − b2/(1 − b)

(z − b)
+

1/(1 − b)

(z − 1)

⇓ Z−1

y(n) = δ(n)+
1

(1 − b)

{

1 − b2 · bn−1
}

· U(n − 1)

y(n) = δ(n)+
1

(1 − b)

{

1 − bn+1
}

· U(n − 1)On trouve, si |b| < 1 (�ltre stable), limn→∞ y(n) = 1
(1−b)<8 pts>NOTA : On aurait pu résoudre 
ette question de 
ette manière :Pour : X(z) =

1

1 − z−1
Y (z) =

1

(1 − bz−1)
· 1

(1 − z−1)
=

1/1 − b−1

(1 − bz−1)
+

1/(1 − b)

(1 − z−1)

⇓ Z−1

y(n) =
( 1

1 − b−1

)

bn · U(n) +
( 1

1 − b

)

· U(n)Et on peut véri�er que 
ela donne les mêmes é
hantillons que la relation trouvée 7 lignes au dessus.6En utilisant l'équation aux di�éren
es y(n) = x(n) + b y(n − 1), et pour x(n) = U(n), on obtient :
y(0) = x(0) + b y(−1) = 1

y(1) = x(1) + b y(0) = 1 + b

y(2) = x(2) + b y(1) = 1 + b (1 + b) = 1 + b + b2

y(3) = x(3) + b y(2) = 1 + b (1 + b + b2) = 1 + b + b2 + b3Une solution générale du type y(n) = 1 + b + . . . + bn semble se dégager.Si on utilise la relation de la question, on trouve ; y(0) = 1 , y(1) = (1−b2)/(1−b) = (1−b)(1+b)/(1−b) =
1 + b , y(2) = (1 − b3)/(1 − b) = 1 + b + b2 en utilisant la relation donnée par l'énon
é ou en e�e
tuantsimplement, pour y(3), la division de (1 − b3) par (1 − b).On trouve don
 la solution simpli�ée pour la réponse indi
ielle de notre �ltre y(n) que l'on peut exprimerà partir d'une somme de n termes 
omme 
ela a été demandé dans l'énon
é : y(n) =

∑k=n

k=0 bk .On trouve, si |b| < 1 (�ltre stable), limn→∞ y(n) = 1−bn

(1−b) = 1
(1−b)<8 pts>7



À partir de la fon
tion de transfert H(z), et pour x(n) = n U(n)
Z

⇋ X(z) = z/(z − 1)2 , on obtient :Pour : X(z) =
z

(z − 1)2
Y (z) =

z2

(z − b)(z − 1)2
=

b2/(b − 1)2

(z − b)
− 1/(b − 1)

(z − 1)2
+

(1 − 2b)/(b − 1)2

(z − 1)

⇓ Z−1

y(n) =
1

(b − 1)

{ bn+1

b − 1
− (n − 1) +

(1 − 2b)

(b − 1)

}

· U(n − 1)<8 pts>NOTA : Plut�t qu d'utiliser l'astu
e vue en 
lasse pour 
al
uler les 
oe�
ients de la dé
omposition enfra
tion simple, on aurait pu raisonner de la façon suivante :
z2

(z − b)(z − 1)2
=

A

(z − b)
+

B

(z − 1)2
+

C

(z − 1)

z2 = A(z − 1)2 + B(z − b) + C(z − b)(z − 1)pour z = b : A(b − 1)2 = b2 A = b2/(b − 1)2pour z = 1 : B(1 − b) = 1 B = 1/(1 − b)pour z = 0 : b2/(b − 1)2 + bC + b/(b − 1) = 0 C = (1 − 2b)/(b + 1)28En utilisant l'équation aux di�éren
es y(n) = x(n) + b y(n − 1), et pour x(n) = exp(2πjnν), onobtient :
y(0) = x(0) + b y(−1) = 1

y(1) = x(1) + b y(0) = exp(2πjν) + b

y(2) = x(2) + b y(1) = exp(4πjν) + b exp(2πjν) + b2

y(3) = x(3) + b y(2) = exp(6πjν) + b exp(4πjν) + b2 exp(2πjν) + b3Une solution générale semble se dégager et elle est du type :
y(n) = exp(2π n jν) + b exp(2π (n − 1) jν) + . . . + bn−1 exp(2πjν) + bn

=

n
∑

i=0

bn−i exp(2 i πjν) =

n
∑

i=0

bn
(

b−1 exp(2 πjν)
)i

= bn

n
∑

i=0

(

b−1 exp(2 πjν)
)id'une somme d'une suite géométrique de (n + 1) termes et de raison q = b−1 exp(2 πjν) :

y(n) =
bn+1

b

{

1 − b−(n+1) exp(2πj(n + 1)ν)

1 − b−1 exp(2πjν)

}

=
exp(2πj(n + 1)ν) − bn+1

exp(2πjν) − b

=
exp(2πjnν) − bn+1 exp(−2πjν)

1 − b exp(−2πjν)En régime permanent limn→∞ y(n) = exp(2πjnν)
1−b exp(−2πjν) 
ar |b| < 1 (�ltre stable) et don
 :

H(ν) =
y(n)

x(n) = exp(2πjnν)
=

1

1 − b exp(−2πjν)<10 pts>



9En partant de H(z) = 1
1−b z−1 et en faisant le 
hangement de variable z = exp(2πjν), on trouveimmédiatement la réponse fréquentielle de 
e �ltre, i.e.,

H(ν) =
1

1 − b exp(−2πjν)
=

1

1 − b cos(2πν) + jb sin(2πν)Et son module est :
|H(ν)| =

1
√

(1 − b cos(2πν))2 + b2 sin2(2πν)

=
1

√

1 − 2b cos(2πν) + b2 cos2(2πν) + b2 sin2(2πν)

=
1

√

1 + b2 − 2b cos(2πν)Il s'agit don
 d'un �ltre passe-bas si b > 0 et d'un �ltre passe-haut si b < 0.
|H(v)| |H(v)|

1/(1+b)

1/(1−b)

b=0.5 b=−0.5
v v0.1 0.2 0.3 0.4 0.50 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5<10 pts>NOTA : On pourrait aussi é
rire : H(z) = 1
1−b z−1 = z

z−b
= 1 + b

z−b
= 1 + b

exp(2πjν)−b
et don
 :

|H(ν)| = 1 + | b√
(1+2b)+2b cos(2πν)

|, 
e qui donnerait les mêmes résultats et est aussi valable mais notonsque la forme de |H(ν)| est un moins sympathique pour trouver le 
omportement de |H(ν)| quand ν varie.10 On désire faire le �ltre inverse deHi(z) i.e., : Hi(z) =
W (z)

Y (z)
= 1 − b z−1 =

z − b

zqui permettrait d'obtenir H(z)·Hi(z) = 1. Dans 
e 
as de �gure, Hi(z) est un �ltre RIF, d'ordre 1, for
émentstable et l'équation aux di�éren
es se trouve immédiatement :
Hi(z) =

z − b

z
=

W (z)

Y (z)

Z
−1

⇋ w(n) = y(n) − b y(n − 1)<10 pts>NOTA : On peut véri�er que si on a un signal x(n) = δ(n), don
 un signal y(n) = bn (
f. Question 3),alors pour {y(n)} = {1, b, b2, b3, . . . , }, l'appli
ation de l'équation aux di�éren
es w(n) = y(n) − b y(n − 1),permet de retrouver en sortie le dira
, i.e., w(n) = δ(n). En e�et, w(0) = 1, w(1) = y(1)− b y(0) = b− b = 0,
w(2) = y(2) − by(1) = b2 − b y(1) = b2 − b2 = 0, et
.



II. Filtrage Numérique (24 pts)

1. Asso
ier à 
haque diagramme p�les-zéros (Zi) de la �gure 
i-dessus, l'équation aux di�éren
es
orrespondantes (reliant x(n) à y(n)).On prendra une distan
e de 0.9 par rapport au 
entre lorsque le p�le ou/et le zéro n'est pas
omplètement sur le 
er
le de rayon unité et un angle de 45 degré pour les p�les du diagramme
Z3 et autant de p�les que de zéros pour 
haque système (don
 pour Z2, il y a un p�le triple au
entre du 
er
le, pour Z3, un zéro double au 
entre du 
er
le, et
.)<12 pts>2. On aimerait synthétiser un �ltre stable réel dont le gabarit fréquentiel est approximé 
i-dessous(pour un signal é
hantillonné à la fréquen
e de 1000 Hertz). Donner le diagramme p�le-zéro(justi�er le diagramme que vous proposer) et l'équation aux di�éren
es de 
e �ltre en utilisantseulement un total d'au plus 8 p�les ou zéros et en faisant en sorte que 
ette équation auxdi�éren
es reste réelle.<12 pts>

125 250 500

1

|H(v)|

v1Pour Z1 : H(z) =
Y (z)

X(z)
=

z

(z − 0.9)

Z
−1

⇋ y(n) = 0.9 y(n− 1) + x(n)������������������Pour Z2 : H(z) =
Y (z)

X(z)
=

(z − j)(z + j)(z + 1)

z3
=

(z2 + 1)(z + 1)

z3
= 1 + z−1 + z−2 + z−3

Z
−1

⇋ y(n) = x(n) + x(n − 1) + x(n − 2) + x(n − 3)



������������������Et en rappelant que (z − ρejθ)(z − ρe−jθ) = (z2 − 2 z ρ cos θ + ρ2), on a don
 pour θ = 45o ≈ 0.7854radian :Pour Z3 : H(z) =
Y (z)

X(z)
=

z2

(z − ρejθ)(z − ρe−jθ)
=

z2

(z2 − 2 ρ z cos θ + ρ2)
=

z2

(z2 − 1.27z + 0.81)

Z
−1

⇋ y(n) = 1.27 y(n− 1) − 0.81 y(n− 2) + x(n)������������������Pour Z4 : H(z) =
Y (z)

X(z)
=

(z − 0.9j)(z + 0.9j)(z + 0.9)

z3
=

z3 + 0.9 z2 + 0.81z + 0.729

z3

Z
−1

⇋ y(n) = x(n) + 0.9 x(n − 1) + 0.81 x(n− 2) + 0.729 x(n− 3)������������������<12 pts>2L'énon
é nous autorise seulement à un total d'au plus 8 p�lesou zéros. Premièrement, on voit que le gain en fréquen
e |H(ν)|
ommen
e à un et �nit ave
 un gain unité. Pour réaliser 
ela, onmettra pour 
haque p�le, un zéro qui sera au même angle sur le 
er
lede rayon unité. De plus, on doit rejeter 
omplètement la fréquen
e
250 hertz, 
'est-à-dire la fréquen
e numérique 0.25 (
orrespondant àl'angle 90 degré sur 
e 
er
le). On fera 
ette 
ontrainte en plaçantun zéro en z = j ou ν = 0.25 sur 
e 
er
le. Puisque 
e zéro n'est pasréel, on utilisera un deuxième zéro qui sera 
onjugué au premier pouravoir une équation aux di�éren
es qui reste réelle. On doit ampli�ermaintenant la fréquen
e 125 Hertz (fréquen
e numérique 0.125 et
orrespondant à l'angle 45 degré sur 
e 
er
le), on le fera en plaçantun p�le sur l'angle 45 degré sur 
e 
er
le mais pas 
omplètement sur
e 
er
le 
ar l'ampli�
ation n'est pas in�nie. Bref, satisfaire toutes
es 
ontraintes donneront le diagramme p�le-zéro suivant :En rappelant que (z − ρejθ)(z − ρe−jθ) = (z2 − 2 z ρ cos θ + ρ2),on a don
 pour θ = 45o ≈ 0.7854 radian, et ρ = 0.9, (z − ρejθ)(z − ρe−jθ) = (z2 − 1.272 z + 0.81).

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

(z − j)(z + j)(z − 0.9ejθ)(z − 0.9e−jθ)

(z − 0.9j)(z + 0.9j)(z − 0.95ejθ)(z − 0.95e−jθ)
≈ (z2 + 1)(z2 − 1.272 z + 0.8)

(z2 + 0.8)(z2 − 1.34 z + 0.9)

≈ z4 − 1.27 z3 + 1.8 z2 − 1.27 z + 0.8

z4 − 1.34 z3 + 1.7 z2 − 1.1 z + 0.7
Z
−1

⇋ y(n) = 1.34 y(n− 1) − 1.7 y(n− 2) + 1.1 y(n− 3) − 0.7 y(n− 4)

+x(n) + 1.27 x(n− 1) − 1.8 x(n − 2) + 1.27 x(n− 3) − 0.8 x(n − 4)<12 pts>NOTA : Le �ltre qu'on nous demande de faire est utile par exemple pour des systèmes de déte
tionde la présen
e d'une fréquen
e dans un signal bruité pour lequel une fréquen
e parasite très pro
he de lafréquen
e que l'on veut déte
ter ou non la présen
e existe.



III. Analyse Spe
trale (23 pts)Les questions de 
et exer
i
e seront reliées au Travail Pratique (TP) Analyse Spe
trale, qui, onle rappelle i
i, 
orrespondait à la le
ture de 8192 é
hantillons d'un signal réel de bruit de moteur(moteur1.dat), à la fréquen
e d'é
hantillonnage 11025 é
hantillons par se
onde (sampling rate) (
f.Question 2 et Question 3.1 3.2 3.3 du TP �Analyse Spe
trale�).1. Si on 
onsidère que le pi
 prin
ipal, asso
ié à la vitesse de rotation de 
e moteur, 
orrespondà la 145 i-ème valeur dis
rète de son spe
tre é
hantillonné (la valeur du spe
tre asso
ié à lafréquen
e 0 étant la première de 
es valeurs dis
rètes). Redonner le raisonnement permettant deretrouver le nombre de tours par minute de 
e moteur mais en pré
isant 
ette fois l'in
ertitude(ou l'impré
ision ou l'erreur) que l'on fait sur 
ette estimation (par exemple en exprimant 
etteestimation de la façon suivante �nombre de tours par minute = x ± incertitude) et ensuite enpré
isant son in
ertitude sous la forme d'une erreur relative.<5 pts>2. Le signal de 
e bruit de moteur est é
hantillonné à la fréquen
e fe = 11025 é
hantillons parse
onde (�sampling rate�). Si on garde la même durée ou longueur temporelle du signal, est-
eque 
e signal aurait-il pu être é
hantillonné à une fréquen
e d'é
hantillonnage deux fois moinsgrande ? Justi�er votre réponse le plus pré
isément possible. Comment auriez-vous fait poursimuler 
e sous-é
hantillonnage par un fa
teur 2 ? De plus, indiquez si dans le 
as de sous-é
hantillonnage d'un fa
teur 2, quelles auraient été les di�éren
es ou non en terme de numérodu pi
 asso
ié à la vitesse de rotation de 
e moteur, in
ertitude sur l'estimation de la vitesse derotation de 
e moteur, amplitude du pi
 prin
ipal par rapport aux autres pi
s, bruit du spe
tre ?<5 pts>3. Si on garde la même durée ou longueur temporelle du signal, est-
e que 
e signal aurait-il puêtre é
hantillonné à une fréquen
e d'é
hantillonnage quatre fois moins grande ? Si oui justi�ervotre réponse sinon, indiquer quel type de problème on aurait eu sur 
ette estimation spe
trale.<5 pts>4. Dans la question 3.2 du TP où on demande de réaliser un périodogramme moyenné, on demandede diviser le signal de longueur 8192 en blo
s de 512 é
hantillons se 
hevau
hant de 50% donton moyenne ensuite leur spe
tre.(a) De 
ombien a-t-on diminué la varian
e du bruit de notre spe
tre par 
ette te
hnique ?(b) Pré
iser maintenant quel serait le numéro du pi
 asso
ié à la vitesse de rotation de 
emoteur, dans 
e périodogramme moyenné, si on 
onsidère la portion des fréquen
es positiveset le fait que le pi
 numéro 0 
orrespond à la fréquen
e 0 de 
e signal.(
) Indiquer aussi (en le justi�ant) quelle serait l'in
ertitude sur l'estimation de la vitesse derotation de 
e moteur.(d) Indiquer aussi (en le justi�ant) si l'amplitude du pi
 prin
ipal par rapport aux autres pi
sa 
hangé et pourquoi ?<8 pts>Réponse1Puisqu'il y a 8192 é
hantillons temporels du signal, il y a 8192 é
hantillons du signal dis
rétisé duspe
tre. Le pi
 145 
orrespond don
 à la fréquen
e numérique 145/8192 ≈ 0.0177 et à la fréquen
e physique
≈ (145/8192) × 11025 ≈ 195.144 Hertz ou tours par se
onde mais ave
 une in
ertitude de ±(∆ν)/2 oul'in
ertitude fréquentielle est liée à la longueur du signal par la relation ∆ν = 1/T ave
 T = 8192/11025 ≈
0.743 se
ondes, 
'est-à-dire ≈ 1.3458/2 ≈ 0.6729 Hertz ou tours par se
onde.En sa
hant qu'il y a deux explosions par tour du moteur, la vitesse de rotation 195.144 ± 0.6729 tours par



se
onde devient une vitesse de rotation de 5854± 20 tours par minute que l'on peut exprimer sous la formeaussi d'une erreur relative (en tours par minute ) de (40/5854)× 100 = 0.34 % d'erreur.<5 pts>2Ave
 la fréquen
e d'é
hantillonnage de fe = 11025 Hz é
hantillons par se
onde, le spe
tre des fréquen
espositives du signal s'étend dans l'intervalle [0, . . . , 0.5] en fréquen
es numériques ou [0, . . . , 5512] en fréquen
esphysiques exprimées en Hertz entre le pi
 numéro 0 et le pi
 numéro 8192/2 = 4096. Si on é
hantillonnaità une fréquen
e deux fois moins grande, le spe
tre s'étendrait entre [0, . . . , 2756] en fréquen
es physiquesexprimées en Hertz entre le pi
 numéro 0 et le pi
 numéro 8192/4 = 2048. On peut voir sur le spe
tre dusignal que les 
omposantes fréquentielles 
omprises après les fréquen
es 2756 Hertz (après le 2048 i-ème pi
de fréquen
e positive) sont inférieurs à 1% de la valeur maximale du spe
tre. Il s'agit don
 de bruit et onpeut don
 réaliser 
e sous-é
hantillonage par un fa
teur 2 sans 
rainte de repliement spe
tral.Dans le 
as d'un sous-é
hantillonnage par un fa
teur 2, le pi
 asso
ié à la vitesse de rotation de 
e moteuraurait été in
hangé (
ar le 
al
ul pré
édent aurait été ; fréquen
e physique = (145/4096)× 5512 puis le resteaurait été pareil 
ar la durée du signal reste la même), l'in
ertitude sur l'estimation de la vitesse de rotationde 
e moteur aurait été la même (
ar la durée du signal reste la même), l'amplitude du pi
 prin
ipal auraitété le même, même 
hose pour le bruit du spe
tre.On aurait pu simuler 
e sous-é
hantillonnage par un fa
teur 2 en prenant tout simplement un é
hantillonsur deux du signal du moteur.<5 pts>3Dans le 
as d'un sous-é
hantillonnage par un fa
teur 4, le spe
tre des fréquen
es positives du signals'étend dans l'intervalle [0, . . . , 1378] en fréquen
es physiques exprimées en Hertz entre le pi
 numéro 0 etle pi
 numéro 8192/8 = 1024. On peut voir sur le spe
tre du signal que les 
omposantes fréquentielles
omprises après les fréquen
es 1378 Hertz (après le 1024 i-ème pi
 de fréquen
e positive) sont supérieuresà 1% de la valeur maximale du spe
tre. Il s'agit don
 d'information et on ne peut don
 pas réaliser 
esous-é
hantillonnage par un fa
teur 4 sans 
rainte de repliement spe
tral.<5 pts>4.(a)-(b)-(
)-(d)Un signal de 8192 é
hantillons en blo
s de 512 é
hantillons se 
hevau
hant de 50% nous donne 31 blo
sdon
 la varian
e du bruit est diminué par 31 par 
ette te
hnique.<2 pts> ������-On a pris des blo
s de longueur 512 pour une fréquen
e d'é
hantillonnage de 11025, soit une longueur dusignal (par blo
) de T = 0.0464 se
onde et une résolution fréquentielle de ∆ν = 1/T = 1/0.0464 ≈ 21.53. Leplus grand pi
 
orrespondant à la fréquen
e de rotation du moteur (fm = 195 Hertz) 
orrespond dans 
e 
asau 9 i-ème pi
.<2 pts> ������-Ave
 une in
ertitude pour le 9 i-ème pi
 de ±(∆ν)/2 ≈ 10.8, 
'est-à dire de ±324 tours par minute.<2 pts> ������-Oui pas seulement par
e que le bruit du spe
tre à 
hanger mais surtout par le fait que la résolution duspe
tre a 
hangé. En e�et, en faisant 
ette te
hnique, les bins (ou largeurs de pixels dans le domaine spe
tral)se sont agrandi de 8192/512 = 16, don
 l'amplitude du 9 i-ème pi
 résulte grossièrement maintenant de lamoyenne des 16 fréquen
es du spe
tre de départ de part et d'autre de 
ette fréquen
e maximale (à unepondération près due à la te
hnique de fenêtrage).<2 pts> ������-


