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a1 Introdu
tionL'obje
tif de 
e TP est d'étudier les propriétés de la fon
tion d'inter
orrélation (et sa FFT) et de voir sonutilitée dans le 
adre de l'analyse des signaux et du traitement du signal. La fon
tion d'inter
orrélation quiest un outil important en traitement du signal 
ar elle permet prin
ipalement de mesurer la ressemblan
eentre deux signaux f et g. En supposant que f et g sont des signaux réels unidimensionels dans le domainespatial, la fon
tion d'inter
orrelation Cfg est dé�ni par :
Cfg(τ) ,

∫

f(x) g(x − τ) dx

Cfg quanti�e dans quelle mesure on peut é
rire f(x) = αg(x − τ) + β et dispose des propriétés suivantes :� |Cfg(τ)|2 ≤ Cff (0)Cgg(0) , ∀τ -inégalité de S
hwarz-� Cfg(τ) = C⋆
gf (−τ) -symétrie hermitienne-� 0 ≤ |Cfg(τ)| ≤ 1 -après avoir normalisé 
ette fon
tion en la divisant par sa valeur maximale Cmax

fg -Remarquer que la 
onvolution est une inter
orrelation dans lesquel un des signaux est renversée dansl'espa
e. Inversement, l'inter
orrélation peut don
 se noter à partir d'une 
onvolution de la façon suivante
Cfg(τ) , f(τ) ∗ g(−τ)

F

⇋ F (ν) G⋆(ν) , Cfg(ν)ave
 F et G, les TF de f et g et en se souvenant que, ave
 la 
orrespondan
e τ
F

⇋ ν, on a f(−τ)
F

⇋ F ⋆(ν).
Cfg(ν), la TF de la fon
tion d'inter
orrélation, désigne la densité interspe
trale d'énergie et 
ara
térise la
ontribution énergétique des di�érentes 
ontributions fréquentielles.2 Re
alage d'Image ou de SignauxLa fon
tion d'inter
orrélation et la TF sont deux outils puissants utilisés en traitement du signal et desimages qui permettent de faire, entre autres, le re
alage 
'est-à-dire la mise en 
orrespondan
e de signaux oud'images, 
e
i a�n de pouvoir 
omparer ou 
ombiner leurs informations respe
tives. Cette mise en 
orrespon-dan
e se fait par la re
her
he d'une transformation géométrique (e.g., translation, fa
teur d'é
helle, rotation,et
.) permettant de passer d'une image (ou un signal 1D) à une autre. Cette te
hnique a de nombreusesappli
ations allant de l'imagerie médi
ale a�n par exemple de fusionner plusieurs modalités d'imagerie, autraitement de vidéos 
omme le suivi de mouvement, la 
ompression, le re
alage de pro�ls sismiques, ou en
orela 
réation de mosaïques d'images (panoramas).Considérons deux images f(x, y) et g(x, y) à re
aler. Si on 
onsidère qu'il existe un dé
alage, due à unetranslation (de ve
teur (x0, y0)) entre 
es deux images, alors on peut é
rire grâ
e à une propriété de la TF



g(x, y) = f(x − x0, y − y0)
F

⇋ G(u, ν) = F (u, ν) exp
[
−2πj(ux0 + νy0)

]ave
 la 
orrespondan
e x, y
F

⇋ u, ν. Ce
i signi�e que les images f et g ont le même module de Fourier, i.e.,
|G(u, ν)| = |F (u, ν)| tandis que la di�éren
e de phase est dire
tement reliée au dépla
ement spatial existantentre 
es deux images. De plus, 
omme F (u, ν) = |F (u, ν)| exp[−jφf (u, ν)], on trouve

Cgf (u,ν)
︷ ︸︸ ︷

G(u, ν)F ⋆(u, ν)

|F (u, ν)|2
= exp[−2πj(ux0 + νy0)]

F−1

[

Cgf (u, ν)

|F (u, ν)|2

]

= δ(x − x0, y − y0) (1)Si on 
onsidère maintenant qu'il existe, en plus de la translation, une rotation entre f(x, y) et g(x, y),
'est-à-dire une transformation totale (translation + rotation) permettant d'é
rire entre les images f et g,la relation g(x, y) = f(x cos θ0 + y sin θ0 − x0,−x sin θ0 + y cos θ0 − y0) alors, selon une autre propriété de laTF, on montre que, pour des valeurs raisonablement pas trop grandes de (x0, y0), |F (u, ν)| est une répliquepivotée de |G(u, ν)| suivant l'angle θ0 et on a don

|G(u, ν)| = |F (u cos θ0 + ν sin θ0,−u sin θ0 + ν cos θ0)|Don
, si on résume, une fois 
al
ulé |F (u, ν)| et |G(u, ν)|, une mesure de 
orrélation entre |F (u, ν)| et

|G(u, ν)| pour di�érentes valeurs d'angle de rotation appliquée à |G(u, ν)| permet de trouver θ0 puis d'utiliser
e paramètre pour qu'il n'y ait plus qu'un dé
alage (i.e., une translation) entre f et g. Le 
al
ul ensuite de laTF inverse de la densité interspe
trale entre 
es deux fon
tions permet de trouver (x0, y0) et par translationinverse de re
aler g sur f . Dans la suite on va 
onsidérer que l'image UdM_1.pgm est l'image f et quel'image UdM_2.pgm est l'image g. On vous demande don
 dans 
e TP de1. Cal
uler |F (u, ν)| et |G(u, ν)|. Visualiser les deux spe
tres en utilisant 
e qui est né
essaire (
f. TPpré
édent) pour visuellement appré
ier leur di�éren
e.
Fig. 1 � De gau
he à droite. Les deux images f (UdM_1.pgm) et g (UdM_2.pgm) 
onsidérées. Image gre
alée en rotation et image de l'interspe
tre de 
es deux dernières images ; on voit le δ(x−x0, y− y0) (pointblan
) de l'Équation (1).2. Programmer une fon
tion permettant de faire pivoter une image selon un angle θ0 donné et utilisantl'interpolation bilinéaire1 (si vous avez des di�
ultés ave
 l'interpolation bilinéaire, utiliser l'interpo-lation au plus pro
he voisin1). Expérimenter votre fon
tion sur l'image lena ave
 un angle θ0 = 22.5degré.3. Utiliser la fon
tion pré
édente pour faire pivoter |G(u, ν)| pour di�érentes valeurs dis
rètes de θ0 (e.g.,entre −π/16 et π/16 par pas de 0.005 radian) et pour 
al
uler une mesure d'erreur de ressemblan
edu type ǫ =

∑

u,v ||Gθ0
(u, ν)| − |F (u, ν)||, où |Gθ0

| désigne le module de la TF de G pivoté de θ0 etfaîtes un programme qui permette de retenir (i.e., estimer) automatiquement la valeur θ0 assurant laressemblan
e maximale, 
'est-à- dire une mesure d'erreur ǫ (de ressemblan
e) minimale.



4. Faire l'opération de rotation inverse (par interpolation) pour s'assurer que l'image g n'a plus qu'unedi�éren
e de dé
alage (
f. image 1.(
)).5. Cal
uler l'estimation du ve
teur de translation entre l'image f et l'image pré
édente en utilisant l'Équa-tion (1) (
f. image 1.(d)).6. faîtes un programme qui permette de Re
aler 
es deux images pour obtenir l'image panoramique de laFig. 2.

Fig. 2 � Image re
alée en rotation et translationAnnexeOn rappelle dans 
ette annexe, quelques notions utiles pour faire une opération réussie de rotation d'imageave
 une interpolation bilinéaire.1. Rotation : À la pla
e de faire une transformation spatiale dire
te qui 
onsisterait à prendre
haque pixel de niveau de gris en (x, y) dans l'image originale (image 3a) puis à pla
er 
elui-
i en (x′, y′)dans l'image transformée (
f. Fig. 3b) suivant la relation x′ = x cos θ − y sin θ et y′ = x sin θ + y cos θ,on préfère faire l'opération de transformation spatiale inverse qui 
onsiste à remplir (selon unbalayage lexi
ographique) 
haque pixel de l'image transformée (
f. Fig. 3b) et utiliser l'opération derotation inverse (en prenant x = x′ cos θ + y′ sin θ et y = −x′ sin θ + y′ cos θ). Cette dernière solutionest préférée 
ar au moins on est sur que tous les pixels de l'image �nale seront 
onsidérés.
(a) (b)Fig. 3 � (a) Image originale Lenna. (b) Image transformée (image pré
édentetournée d'un angle de 45 degré en utilisant une interpolation bilinéaire).1Prendre l'interpolation au plus pro
he voisin si vous n'y arrivez pas.



Fig. 4 �2. Interpolation Bilinéaire : Lorsqu'on réalise la transformation spatiale inverse et que,pour 
haque pixel de l'image transformée, on doit �pio
her� le bon niveaux de gris dans l'image originale,il arrive que l'on se retrouve à vouloir prendre un pixel, dans l'image originale, ave
 une 
oordonnée
(x, y) non entière (par exemple du style (x = 0.3, y = 0.8)). Dans 
e 
as, la solution la plus simple estde prendre le voisin le plus pro
he ((x = 0, y = 1.0)) et dans 
e 
as, on réalise une interpolation auplus pro
he voisin. Une autre solution est de faire une interpolation bilinÉaire.

Fig. 5 �Dans l'exemple de la �gure 
i-dessus, le pixel de 
oordonné non entière x′, y′ est 
al
ulé 
omme unesomme pondéré des 4 pixels de 
oordonné entière qui l'en
adre. On fait une interpolation bilinéaire enutilisant la formule suivante :
f(x′, y) = f(x, y) + (x′ − x)[f(x + 1, y) − f(x, y)]

f(x′, y + 1) = f(x, y + 1) + (x′ − x)[f(x + 1, y + 1) − f(x, y + 1)]

f(x′, y′) = f(x′, y) + (y′ − y)[f(x′, y + 1) − f(x′, y)1Remise & RapportVous devez rendre physiquement au démonstrateur le rapport et éle
troniquement le(s) programme(s) fait en Cavant la date de remise spé
i�ée dans le �
hier barême situé sur la page web du 
ours. Pour la remise éle
tronique,utilisez le programme remise (man remise pour plus de détails) pour remettre votre 
ode dans le répertoire TP<Numérodu Tp>. N'oubliez pas d'ins
rire vos noms, 
ourrier éle
tronique en 
ommentaire en haut du �
hier .
 remis. Lesnoms des programmes à remettre devront avoir le format suivant TpIFT3205− <Numéro du Tp>-<Numéro de laquestion>.
. Les programmes devront se 
ompiler et s'exe
uter sur Linux tel qu'indiqué dans le barême.Le rapport (si 
elui-
i est demandé dans le �
hier barême) doit être 
on
is, 
lair et devra 
ontenir (en plus des élémentset des dis
ussions que vous jugerez importants), la des
ription brève du problème et de la te
hnique utilisée (lorsque
ela est né
esaire ou demandé), les réponses aux questions posées, les images résultats et les 
ommentaires que l'onvous demande et que vous jugerez utile.


