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DIROIFT 3205TRANSFORMÉE DE FOURIERMax MignotteDIRO, Département d'Informatique et de Reherhe Opérationnelle.http : //www.iro.umontreal.a/∼mignotte/ift3205e-mail : mignotte�iro.umontreal.aA. INTÉGRALE DE FOURIER1. Dé�nitionSoit une fontion f(x) dé�nie sur IR, dérivable sur IR (sauf éventuellement en unnombre �ni de points de disontinuité de première espèe) et absolument intégrable(i.e., l'intégrale ∫ +∞

−∞ |f(x)| dx est �nie). On appelle transformée de Fourier de f(x),la fontion F : IR → C, (C désigne le orps des omplexes), telle que,
F (ν) =

∫ +∞

−∞

f(x) exp (−2πjνx) dx, ν∈IR. (1)L'appliation F : f → F est appelée transformation de Fourier. On notera : F :
F(f). La fontion F est bornée. En e�et,

|F (ν)| =
∣

∣

∣

∫ +∞

−∞

f(x) exp (−2πjνx) dx
∣

∣

∣
≤

∫ +∞

−∞

|f(x)| dx,ar |exp (−2πjνx)| = 1. De plus, on démontre que F est ontinue sur IR et quelim
|ν|→∞

|F (ν)| = 01.� Cas partiuliers �a) f est paire
F (ν) =

∫ +∞

−∞

f(x)(cos 2πνx − j sin 2πνx) dx.Or les fontions x → f(x) cos 2πνx et x → f(x) sin 2πνx sont respetivement paireet impaire. Don,
∫ +∞

−∞

f(x) cos 2πνx dx = 2

∫ +∞

0

f(x) cos 2πνx dx,1La ourbe d'équation y = |F (ν)| est appelée spetre de f . Quelle que soit f , le spetre possèdedon l'axe Ox pour asymptote. 1



TRANSFORMÉE DE FOURIER IFT3205et, ∫ +∞

−∞

f(x) sin 2πνx dx = 0.Si f est paire, l'intégrale de Fourier s'érit don,
F (ν) = 2

∫ +∞

0

f(x) cos 2πνx dx. (2)Dans e as, F (ν) est réel.b) f est impaireCette fois, on a, ∫ +∞

−∞

f(x) cos 2πνx dx = 0,don F (ν) = −2j

∫ +∞

0

f(x) sin 2πνx dx. (3)Et dans e as, F (ν) est imaginaire pure.b) f est réelDans e as, on démontre que la partie réelle de la transformée de Fourier de f(x),i.e., R[F (ν)] est paire et sa partie imaginaire, i.e., I[F (ν)] est impaire (symétriehermitienne).2. Exemple de transformées1) Fontion �porte�
f(x)

x-1/2 1/20Fig. 1 � Fontion �porte� notée Π(x).La fontion �porte� (f. Figure 1), notée Π(x), est dé�nie par,






Π(x) = 1 si |x| ≤ 1
2 ,

Π(x) = 0 si |x| > 1
2 .

2



TRANSFORMÉE DE FOURIER IFT3205La fontion étant paire, on a,
F (ν) = 2

∫ +∞

0

Π(x) cos 2πνx dx,

F (ν) = 2

∫ 1

2

0

cos 2πνx dx,

F (ν) =
sin πν

πν
.don, F [Π(x)] =

sin πν

πν
. (4)On véri�e que F est bornée, ontinue et que lim

|ν|→∞
|F (ν)| = 0 (f. Figure 2).
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TF de la fonction porte

Fig. 2 � TF de la fontion �porte�.2) Fontions impulsionsSoit la fontion ΠT (x), dé�nie par,






ΠT (x) = A si |x| ≤ T
2 ,

ΠT (x) = 0 si |x| > T
2 .On remarque que ∫ +∞

−∞
ΠT (x) dx = AT . Comme préédemment, on a,

FT (ν) = 2

∫ T

2

0

A cos 2πνx dx = A
sin πνT

πν
= AT

sinπνT

πνT
.� Cas partiulier �Si AT = 1, les fontions préédentes sont appelées fontions impulsion-unité.Elles peuvent s'exprimer à l'aide de la fontion porte,

ΠT (x) =
1

T
Π

( x

T

)

=







1
T si |x| ≤ T

2 ,

0 si |x| > T.don, F
( 1

T
Π

( x

T

))

=
sinπνT

πνT
.3



TRANSFORMÉE DE FOURIER IFT3205Lorsque T → 0, la limite obtenue, qui n'est pas une fontion, est appelée distributionde Dira et noté δ. Il sera ommode de onsidérer par la suite que,
δ = lim

T→∞

1

T
Π

( x

T

)

.La propriété ∫ +∞

−∞
1
T Π

(

x
T

)

dx = 1 entraîne la notation abusive ∫ +∞

−∞
δ(x) dx = 1qui justi�e la représentation graphique de δ (f. Figure 3). En tenant ompte delim

T→0

sin πνT
πνT = 1, on obtient don,

F(δ) = 1. (5)
T/2-T/2 T/4-T/4 0

f(x)

0

f(x)

1δsi T-> 0Π T

1/T

2/T

Fig. 3 � Distribution de Dira (ou limite de la fontion porte de largeur T quand
T → 0).3) Fontion exponentielleSoit f : f(x) = exp−a|x| (a ∈ IR∗+), la fontion étant paire, on a,

F (ν) = 2

∫ +∞

0

exp (−ax) cos 2πνx dx.Une double intégration 1 par parties onduit à,
F (ν) = 2

a

a2 + 4π2ν2
.Don, on a,

F [exp−a|x|] = 2
a

a2 + 4π2ν2
. (6)1La double intégration par parte se déroule omme suit,

I = F
ˆ

exp (−a|x|)
˜

= 2

Z

∞

0

exp (−ax) cos(2πνx) dx

= 2

»

−
1

a
exp (−ax) · cos(2πνx)

–

∞

0

−
4πν

a

Z

∞

0

exp (−ax) sin(2πνx) dx

=
2

a
−

4πν

a

“

ˆ

−
1

a
exp (−ax) · sin(2πνx)

˜

∞

0
+

2πν

a
I

«

=
2

a
−

4πν

a

„

0 +
πν

a
I

«

=
2

a
−

4π2ν2

a2
I

=
2a

a2 + 4π2ν2
. 4



TRANSFORMÉE DE FOURIER IFT32053. Formule d'inversionOn admettra que la transformation de Fourier peut être inversée, 'est-à-direqu'il existe une transformation, notée F−1, telle que f = F−1(F ). Si F (ν) =
∫ +∞

−∞
f(x) exp (−2πjνx) dx, on démontre que,

∫ +∞

−∞

F (ν) exp (2πjνx) dx =
1

2
[f(x + 0) + f(x − 0)], (7)où f(x+0) et f(x− 0) représentent la limite à droite et la limite à gauhe en x. Enun point où f est ontinue, on a don l'équivalene 2.

F (ν) =

∫ +∞

−∞

f(x) exp (−2πjνx) dx ⇔ f(x) =

∫ +∞

−∞

F (ν) exp (2πjνx) dν. (8)-exemple- appliation pour le alul d'intégrale.On a vu que F(Π(x)) = sin πν
πν , don, (f. Equation (7)),

F−1
(sin πν

πν

)

=







Π(x) si |x| 6= 1
2

1
2 si |x| = 1

2C'est-à-dire, en détaillant,
∫ +∞

−∞

sin πν

πν
exp (2πjνx) dν =







1 si |x| < 1
2

1
2 si |x| = 1

2
0 si |x| > 1

2Par exemple, pour x = 0, on a,
∫ +∞

−∞

sin πν

πν
dν = 1,d'où, en posant πν = t,

∫ +∞

−∞

sin t

t
dt = π.

B. PROPRETÉS DE LA TRANSFORMÉE DE FOURIERL'équivalene admise préédemment, i.e.,
F (ν) =

∫ +∞

−∞

f(x) exp (−2πjνx) dx ⇔ f(x) =

∫ +∞

−∞

F (ν) exp (2πjνx) dν,valable en tout point où f est ontinue, fait apparaître une symétrie parfaite dansles formules. On passe de la transformation de Fourier direte F à la transformation2Si F est paire, f(x) = 2
R

+∞

0
F (ν) cos 2πνx dν. f(x) = 2j

R

+∞

0
F (ν) sin 2πνx dν, si F estimpaire. 5



TRANSFORMÉE DE FOURIER IFT3205inverse F−1 en éhangeant,
f en F,

x en ν,

j en − j.Toute propriété de F est don vraie pour F−1 en tenant ompte de ette trans-position.1. LinéaritéSi F(f) = F et F(g) = G, d'après la linéarité de l'intégration,
F(λf + µg) = λF + µG, (9)quels que soient λ et µ omplexes. De même,

F−1(λF + µG) = λf + µg. (10)2. Transformée de f(ax)Soit la fontion g : g(x) = f(ax), a ∈ IR∗,
F(g) =

∫ +∞

−∞

f(ax) exp (−2πjνx) dx.En posant ax = t et en remarquant que les bornes sont onservées si a > 0, éhangéessi a < 0,
F(g) = sgn(a) ×

∫ +∞

−∞

f(t) exp (−2πjν
t

a
)

dt

a
,

F(g) =
1

|a|

∫ +∞

−∞

f(t) exp
(

−2πj
(ν

a

)

t
)

dt,d'où, F [f(ax)] =
1

|a|
F

(ν

a

)

, (11)-exemple- transformée d'une fontion �porte� de lar-geur 2x0Soit f(x) = Π
(

x
2x0

), la fontion �porte� entrée en 0 et de largeur
2x0 (f. Figure 4), on a,

F [Π(x)] =
sin πν

πν
,d'où, F [f(x)] = 2x0

sin 2πνx0

2πνx0
.

6



TRANSFORMÉE DE FOURIER IFT3205
f(x)

-xo x0

1

0Fig. 4 � fontion �porte� entrée en 0 et de largeur 2x0 notée Π
(

x
2x0

).3. Transformée de f(x-xo)Soit la fontion g : g(x) = f(x − x0),
F(g) =

∫ +∞

−∞

f(x − x0) exp (−2πjνx0) dx,En posant x − x0 = t, t ∈ IR, on obtient,
F(g) =

∫ +∞

−∞

f(t) exp (−2jπν(x0 + t)) dt,

F(g) = exp (−2jπνx0)

∫ +∞

−∞

f(t) exp (−2jπνt) dt,don F [f(x − x0)] = exp (−2jπνx0) F (ν). (12)On en déduit, selon la transposition indiquée préédemment, la propriété analoguepour F−1,
F−1[F (ν − ν0)] = exp (2πjν0x) f(x). (13)1) -exemple- transformée d'une �porte� déaléeLa transformée d'une porte déalée (f. Figure 5) est,

F [Π(x − x0)] = exp (−2jπνx0) ×
sinπν

πν
.Plus généralement, on a,

F
[ 1

T
Π

(x − x0

T

)]

= exp (−2πjνx0) ×
sin πνT

πνT
.Si T → 0, on en déduit, en posant,

δx0
= δ(x − x0) = lim

T→0

1

T
Π

(x − x0

T

)

,i.e., la distribution de Dira translatée en x0. On obtient,
F(δx0

) = exp (−2πjνx0).7
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xo-T/2 xo+T/2

xo

f(x)

1/T

1

0 x

δ
xoFig. 5 � Fontion �porte� entrée en x0 et de largeur T .2) -exemple- transformée de f(x) cos wxOn peut érire,

f(x) coswx =
1

2

(

exp (jwx) + exp (−jwx)
)

f(x).Si F(f) = F , on en déduit, en posant ν0 = w
2π ,

F
(

f(x) coswx
)

=
1

2

(

F (ν − ν0) + F (ν + ν0)
)

.

4. Transformée de Fourier de fontion osinus et sinusEn utilisant les propriétés préédentes, on obtient failement la transformée deFourier de la fontion osinus et sinus,
F

(

cos(2πν0x)
)

=
1

2

(

δ(ν − ν0) + δ(ν + ν0)
)

,

F
(

sin(2πν0x)
)

=
j

2

(

δ(ν − ν0) − δ(ν + ν0)
)

,ar, F(exp(2πjνx0)) = δ(x − x0).5. Transformée de f′(x)On suppose que f et f ′ ont des transformées de Fourier,
F(f ′) =

∫ +∞

−∞

f ′(x) exp (−2πjνx) dx.En proédant à une intégration par parties, on obtient,
F(f ′) = [f(x) exp (−2jπνx)]+∞

−∞ −

∫ +∞

−∞

f(x)[−2jπν exp (−2jπνx)] dx.Or lim
|x|→∞

|f(x) exp (−2πjνx)| = lim
|x|→∞

|f(x)| = 0 puisque f est absolument inté-grable sur IR. D'où,
F(f ′) = 2jπν

∫ +∞

−∞

f(x) exp (−2jπνx) dx,8



TRANSFORMÉE DE FOURIER IFT3205'est-à-dire, F [f ′(x)] = 2jπν F (ν). (14)De même, pour F−1, F−1[F ′(ν)] = −2jπx f(x) (15)Plus généralement, si f (n)(x) existe et possède une transformée, on a,
F [f (n)(x)] = (2jπν)nF (ν), et F−1[F (n)(ν)] = (−2jπx)nf(x).-exemple- transformée de la fontion triangle.Soit la fontion triangle (f. Figure 6), noté Λ(x). La fontion est dérivable parmoreaux sur IR, la fontion dérivée pouvant s'exprimer à l'aide de fontionportes,

Λ′(x) = Π
(

x +
1

2

)

− Π
(

x −
1

2

)

.En appliquant la transformation de Fourier à la relation préédente, on obtient,
2jπν F (ν) =

sin πν

πν

[

exp
(

−2πjν(−
1

2
)
)

− exp
(

−2πjν(
1

2
)
)]

2jπν F (ν) =
sin πν

πν
× 2j sin πν,don, F (ν) =

( sinπν

πν

)2

.

-1 +10

1

-1 +1

-1

+1

-1/2

1/2

f(x) f(x)
,

0 xxFig. 6 � fontion �triangle� et sa fontion dérivé exprimée à partir de fontions�porte� déalées.6. Transformée du produit de onvolutionOn appelle produit de onvolution de deux fontions f et g supposées absolumentintégrables sur IR, la fontion notée f ∗ g dé�nie par,
(f ∗ g)(x) =

∫ +∞

−∞

f(t)g(x − t) dt.On démontre que si F(f) = F et F(g) = G alors,
F(f ∗ g) = F × G. (16)9



TRANSFORMÉE DE FOURIER IFT3205De la même façon pour F−1, on a,
F−1(F ∗ G) = f × g. (17)En d'autres termes, la transformation de Fourier éhange le produit algébrique etle produit de onvolution,

∗
F
−→ ×

×
F−1

−→ ∗-exemple- onvolution de deux fontions �porte�On a vu que,
F [Λ(x)] =

(sin πν

πν

)2

,'est-à-dire, F [Λ(x)] =
sinπν

πν
×

sin πν

πν
,or, F [Π(x)] =

sinπν

πν
,don, Λ = Π ∗ Π.

7. Formule de ParsevalSi F(f) = F et F(g) = G, on démontre que, sous réserve de onvergene desintégrales,
∫ +∞

−∞

f(x)g(x)dx =

∫ +∞

−∞

F (ν)G(ν)dν.En partiulier, si f = g, on obtient la formule de Parseval3,
∫ +∞

−∞

|f(x)|
2
dx =

∫ +∞

−∞

|F (ν)|
2
dν.-exemple- appliation pour le alul d'intégrale.En onsidérant la fontion porte,

∫ +∞

−∞

Π2(x)dx =

∫ + 1

2

− 1

2

Π2(x)dx = 1,d'où, ∫ +∞

−∞

(sin πν

πν

)2

= 1,soit enore, en posant πν = t,

∫ +∞

−∞

( sin t

t

)2

= π.3En physique, si f(t) représente par exemple une onde fontion du temps, R +∞

−∞
|f(t)|2 dt estl'énergie totale. La formule de Parseval traduit don la onservation de l'énergie dans la transforméede Fourier. 10



TRANSFORMÉE DE FOURIER IFT3205C. NOTE SUR LA DISTRIBUTION DE DIRAC1. Dé�nitionLa distribution de Dira a été dé�nie omme limite de fontions �portes� dontla largeur tend vers 0 et l'amplitude tend vers l'in�ni (f. Figure 3) :
δ = lim

T→0

1

T
Π

( x

T

)

= lim
T→0

ΠT (x).Si f est une fontion ontinue sur IR, la formule de la moyenne permet d'érire,
∫ +∞

−∞

ΠT (x) f(x) dx =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(x) dx = f(ξ), ξ ∈ [−
T

2
,
T

2
],d'où, lim

T→0

∫ +∞

−∞

ΠT (x) f(x)dx = f(0),Soit, ∫ +∞

−∞

δ(x)f(x)dx = f(0).que l'on onvient de noter,
< δ, f >= f(0). (18)La distribution de Dira apparaît don omme l'opérateur linéaire dé�ni par,

f
δ

−→ f(0).On obtient de la même façon pour δ(x − x0) = δx0
= lim

T→0
Π

(

x−x0

T

),
< δx0

, f >= f(x0)Plus généralement, si g est une fontion intégrable sur IR, on véri�e que, quelle quesoit f ,
< δx0

g(x), f(x) > = < δx0
, g(x)f(x) > = g(x0)f(x).'est-à-dire,

δx0
g(x) = δx0

g(x0). (19)On a démontré préédemment que,
F(δ) = 1,

F(δx0
) = exp(−2jπνx0),d'où F(exp(2jπν0x) = δν0

. (20)On en déduit, en appliquant les propriétés de la transformée de Fourier, et enrappelant que F(f) = F ,
f(x) ∗ δ = f(x), (21)

f(x) ∗ δx0
= f(x − x0), (22)

F [(f(x) exp(2jπν0x)] = F (ν − ν0). (23)11



TRANSFORMÉE DE FOURIER IFT32052. Peigne de DiraOn appelle �peigne de Dira� (f. Figure 7) ou distribution de Poisson, la distri-bution noté ∐∐ (x), dé�nie par,
∐∐ (x) =

n=+∞
∑

n=−∞

δ(x − n).

-1 0 1 2 3 4

......

(x)

xFig. 7 � Fontion �peigne de Dira� notée ∐∐ (x).On démontre que le peigne de Dira est invariant dans la transformation deFourier,
F

(

n=+∞
∑

n=−∞

δ(x − n)
)

=

n=+∞
∑

n=−∞

δ(ν − n).Ou, plus généralement, dans le as d'un peigne de période T,
F

(

n=+∞
∑

n=−∞

δ(x − nT )
)

=
1

T

n=+∞
∑

n=−∞

δ(ν −
n

T
). (24)Ce qu'illustre la Figure 8. Le peigne de Dira est un outil mathématique ommodepour l'ériture de la transformée de Fourier d'une fontion périodique et d'unefontion éhantillonnée omme on peut le voir dans la suite.

0 

......

(x)

x-T 3T2TT

... ...

-1/T 0 1/T 2/T

F

1/T

vFig. 8 � Fontion �peigne de Dira� de période T et sa TF.
12



TRANSFORMÉE DE FOURIER IFT32053. Transformée de Fourier d'une fontion périodiqueSoit f(x) une fontion périodique, de période T = 2π
w , dé�nie par la fontion�motif� f0(x) (f. Figure 9) telle que,

{

f0(x) = f(x) si x ∈ ∆,

f0(x) = 0 si x 6∈ ∆.

x0 xo+T

fo

∆

x

f(x)

Fig. 9 � Fontion périodique, de période T = 2π
w , dé�nie par la fontion �motif� f0.On peut érire f omme somme de fontions déalés de la fontion motif,

f(x) =

n=+∞
∑

n=−∞

f0(x − nT ),

f(x) = f0(x) ∗
n=+∞
∑

n=−∞

δ(x − nT ).En appliquant la transformée de Fourier F ,
F (ν) = F0(ν) ×

1

T

n=+∞
∑

n=−∞

δ
(

ν −
n

T

)

,

F (ν) =

n=+∞
∑

n=−∞

1

T
F0

( n

T

)

δ
(

ν −
n

T

)

,soit, F (ν) =
n=+∞
∑

n=−∞

cn δ
(

ν −
n

T

)

, ave cn =
1

T
F0

( n

T

)

.Toute fontion périodique de période T , a pour transformée de Fourier une sommed'impulsion de Dira aux point n
T , d'amplitudes |cn| = 1

T

∣

∣

∣
F0

(

n
T

)
∣

∣

∣
. En appliquant

F−1 à l'équation préédente, on retrouve le développement en série de Fourier.
f(x) =

n+∞
∑

n=−∞

cn exp (2πj
n

T
x) =

n+∞
∑

n=−∞

cn exp jnwx,ave,
cn =

1

T
F0

( n

T

)

=
1

T

∫ +∞

−∞

f0(x) exp(−jnwx) dx =
1

T

∫

∆

f(x) exp(−jnwx) dx.13



TRANSFORMÉE DE FOURIER IFT32053. Transformée de Fourier d'une fontion éhantillonnéeSoit f une fontion indé�niment dérivable sur IR et soit la suite de valeurs
(f(nTe))n∈Z éhantillonnant la fontion f ave la période d'éhantillonnage Te (f.Figure 10). On peut représenter la fontion ainsi éhantillonnée par une sommed'impulsions de Dira entrées aux valeurs nTe, et pondérées par Tf(nTe),

f(x)
n=+∞
∑

n=−∞

Teδ(x − nTe) =
n=+∞
∑

n=−∞

Tef(nTe) δ(x − nTe)En appliquant la transformation de Fourier, on obtient,
-Te-2Te 0 Te 2Te x

f(x)

Fig. 10 � Fontion éhantillonnée par une somme d' impulsions de Dira entréesaux valeurs nTe.
F

(

f(x)
n=+∞
∑

n=−∞

Teδ(x − nTe)
)

= F (ν) ∗
n=+∞
∑

n=−∞

δ
(

ν −
n

Te

)

,

=

n=+∞
∑

n=−∞

F
(

ν −
n

Te

)

,

= G(ν).Soit [−ν0, +ν0], le support de F (ν) ('est-à-dire F (ν) = 0 si ν 6∈ [−ν0, +ν0]). Legraphe de G(ν) est don onstitué d'ars translatés de n
Te

(n ∈ Z) du graphe de F(f. Figure 11).Les di�érents ars sont à supports disjoints si (f. Figure 11),
1

T
≥ 2ν0.On peut �isoler� F (ν) en multipliant par une porte de largeur 2ν0,

F (ν) = G(ν) × Π
( ν

2ν0

)

.
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F(v)

-vo 0
1/T

vo

2vo

v

G(v)

Fig. 11 � graphe de G(ν) (onstitué d'ars translatés de n
Te

(n ∈ Z) du graphe de
F ).d'où, en appliquant F−1,

f(x) =

n=+∞
∑

n=−∞

Te f(nTe) δ(x − nTe) ∗
sin 2πν0x

πx
,

f(x) =

n=+∞
∑

n=−∞

Te f(nTe)
sin 2πν0(x − nTe)

π(x − nTe)
.Ainsi la fontion f dont la transformée de Fourier a pour support [−ν0, ν0] estparfaitement déterminée par la suite d'éhantillons {f(nTe)}n∈Z dès que Te ≤ 1

2ν0(théorème de Shannon).
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