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SEGMENTATION D'IMAGESINTRODUCTION (1)But de la Segmentation
◮ Partitioner une image en régions homogènes (au sensdes NdG, du mouvement, de la texture, et.)Exemples

NdG Mouvement TextureMéthodes Possibles
• Détetion des bords des di�érentes régions

◮ segmentation des ontours (ex : Snake)
• Détetion direte des régions sans les ontours

◮ segmentation des régions (ex : Markov)
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SEGMENTATION D'IMAGESINTRODUCTION (2)Conditions de toute bonne segmentation
• La segmentation doit être omplète (i.e., haque pixeldoit être dans une lasse)
• Les pixels appartenant à la même région doivent êtreonnetés
• Les régions doivent être disjointes

RappelSeuillage MV

Amélioration possible grâe aux tehniques utilisant laMorphologie Mathématique
◮ Cf. Chap. Binarisation & Morphologie Mathématique
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SEGMENTATION D'IMAGESSEGMENTATION PAR APPROCHE SPLIT & MERGE (1)Représentation de l'image par un Quad-arbre
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SEGMENTATION D'IMAGESSEGMENTATION PAR APPROCHE SPLIT & MERGE (2)Algorithme
• SplitDivise l'image en régions en utilisant une représenta-tion de l'image en Quad-arbre

• MergeRassemble les feuilles du Quad-arbre qui sont voisineset similaire (au sens des NdG, textures, et.)
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SEGMENTATION D'IMAGESSEGMENTATION PAR APPROCHE MARKOVIENNE (1)Rappel sur les Probabilités et les Variables AléatoiresNotons l'événement ertain par I. Considérant deux évé-nements A et B, A ∪ B, note l'évenement où tous lesdeux se produisent. A et B sont mutuellement exlusifss'ils ne peuvent se produire en même temps (A∩B = ∅).
ProbabilitéLa probabilité d'un événement A est le nombre P (A)satisfaisant les axiomes suivantes
(i) P (A) est positif : 0 ≤ P (A) ≤ 1
(ii) La proba. de l'évenement ertain est 1 : P (I) = 1
(iii) Si A et B sont mutuellement exlusif, alors

P (A ∪B) = P (A) + P (B)Soit X un ensemble de valeur (ex : l'ensemble R). Unevariable aléatoire X assoie aux événements aléatoirespossibles une valeur x dans X . on appelleFontion de Probabilité CumulativeLa fontion dé�nie par,
FX(x) = P (X ≤ x)Dans le as multivarié, (X = (X1, . . . , Xn) ∈ Rn), ondé�nit FX(x) = P (X1 ≤ x, . . . , Xn ≤ x) . La distributionumulative empirique d'un éhantillon (x1, . . . , xn) est
F̂X(x) =

#xi ≤ x
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SEGMENTATION D'IMAGESRAPPEL DE PROBABILITÉ (2)DensitéLa dérivée de la fontion de Probabilité umulative FX(x),
PX(x) =

dFX(x)

dxest la fontion de densité de X. Dans le as ou n = 2(X = (X1, X2)), on a PX1,X2
(x1, x2) = ∂2FX(x)

∂x1∂x2Par abus de notation, PX(x) fait référene à une fontionde probabilité (qd X est disrète) ou à la densité de lav.a. X (qd X est ontinue).Exemple : X ∼ N (µ, σ) PX(x) = 1√
2πσ

exp−(x−µ)2

2σ2

Espérane MathématiqueL'espérane mathématique d'une variable aléatoire estl'intégrale,
µX = E{X} =

∫ +∞

−∞
xPX(x)dxoù PX(x) est la fontion de densité de X 7



SEGMENTATION D'IMAGESRAPPEL DE PROBABILITÉ (3)
VarianeLa variane d'une variable aléatoire est,

σ2 = E{(X − µX)2} =

∫ +∞

−∞
(x− µX)2PX(x)dxoù PX(x) est la fontion de densité de X

Probabilité jointe
PX,Y (x, y)Pour le ouple de variable aléatoire Z = (X, Y ) qui prendses valeurs dans le produit artésien de X × Y

Probabilité onditionnelle
PX|Y (x | y) =

PX,Y (x, y)

PY (y)dé�nit seulement quand PY (y) 6= 0

Probabilité totale
PY (y) =

∫

x

PY |X(y | x)PX(x) dx

Indépendane
• si X et Y sont indépendants ssi PX,Y (x, y) = PX(x)PY (y)8



SEGMENTATION D'IMAGESRAPPEL DE PROBABILITÉ (4)
Théorème de Bayes

PX|Y (x | y) =
PY |X(y | x)PX(x)

PY (y)

PX|Y (x | y) est appelé la probabilité a posteriori. PX(x)est la probabilité a priori. PY |X(y | x) est appelé la vrai-semblane
Chaînes de MarkovSoit {Xi} = X1, X2, . . . , Xn, une séquene de variablealéatoire ave les valeurs possibles a1, . . . , an. Si la pro-priété markovienne est satisfaite,

P (Xn = ain
| Xn−1 = ain−1

, . . . , X1 = ai1)

= P (Xn = ain
| Xn−1 = ain−1

)Alors {Xi} est une haîne de Markov
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SEGMENTATION D'IMAGESCHAMPS MARKOVIEN (1)L'image : Veteur de v.a.Soit une image dé�nie sur une maille dont les sommetsonstituent un ensemble S de sites s

S = {s = (i, j); 1 ≤ i, j ≤ N}A haque site s (ou pixel) est assoié une v.a., Ys, dontles valeurs ∈ Λobs = {0, . . . ,255} (représentant les NdG)L'image (N×N) est don représentée par un veteur dev.a. Y = {Ys, s ∈ S} dont le veteur y = {ys, s ∈ S}, estune on�guration (ou réalisation) ∈ de l'espae ΛN×N
obs

PY (y) est la probabilité de la on�guration y, 'est laprobabilité PY (ys, s∈S). PYs
(ys) est la loi marginale de YsSystème de VoisinageUn système de voisinage ν = (νs, s ∈ S) est formé departies νs de S, véri�ant les propriétés suivantes
s 6∈ νs

s ∈ νt ⇔ t ∈ νsL'ensemble νs est appelé le voisinage de s. t est dit voisinde s si t ∈ νsChamp MarkovienUn hamps aléatoire X est dit hamp Markovien assoiéà e système de voisinages ssi
PX(x) > 0

PXs|Xr
(xs | xr, r 6= s) = PXs|Xr

(xs | xr, r ∈ νs)10



SEGMENTATION D'IMAGESCHAMPS MARKOVIEN (2)CliqueUn sous ensemble c de S est appelé une lique relativeau système de voisinages ν si
• c est un singleton
• 2 pixels quelonques de c sont voisins (au sens de ν)

• L'ordre d'une lique orrespond au nombre de ses élé-mentsMesure de Gibbs et hamps MarkovienLe théorème de Hammersley-Cli�ord démontre que Xest un hamp Markovien (assoié à ν) ssi PX(x) est unemesure de Gibbs dé�nie par
∀x ∈ Ω, PX(x) =

1

Z
exp

(
−U(x)

)

où U est une fontion appelée énergie et Ω est l'en-semble des on�gurations possible pour X 11



SEGMENTATION D'IMAGESCHAMPS MARKOVIEN (3)
∀x ∈ Ω, PX(x) =

1

Z
exp

(
−U(x)

)

où U est une fontion appelée énergie
U(x) =

∑

c∈C

Vc(x)

• Les fontions Vc sont appelées des fontions potentiels,et ne dépendent que des éléments de x qui appartiennentà la lique c (C est l'ensemble des liques)
• On notera souvent c =<s, t> une lique d'ordre 2

Z est la fontion de partition 'est en fait la onstantede normalisation de la probabilité PX(x)

Z =
∑

x∈Ω
exp

(
−U(x)

)

Exemple
U(x) =

∑

c∈C

Vc(x) Vc(x) = [1− δ(xs, xt)]Voisinage du 1er ordre, lique binaire
U(x) = 18 12



SEGMENTATION D'IMAGESAPPROCHE MARKOVIENNE DE SEGMENTATION (1)L'image segmentée : Veteur de v.a.A haque site s (ou pixel) est aussi assoié une v.a. Xsdont les valeurs ∈ Ωclasse = {c0, . . . , cq−1}, représentantles q lasses ou zones homogènes (en NdG) de l'imageL'image (N ×N) est don représentée par un ouple deveteurs de v.a. Z = (X, Y )

PX(x) : Distribution MarkovienneOn va supposer que X est un hamp Markovien
PX(x) =

1

Z
exp

(
−
∑

c∈C

Vc(x)
)

ExemplePour q = 2 lasses, et Vc(x) = βs,t

(
1− δ(xs, xt)

)

pour βs,t = β1, β2, β3, β4 assoié respetivement à la liquehorizontale, vertiale, diagonale droite & diagonale gauhe
13



SEGMENTATION D'IMAGESAPPROCHE MARKOVIENNE DE SEGMENTATION (2)L'approhe Bayesienne-Markovienne essaie de maximi-ser la probabilité onditionnelle (a posteriori) suivante
PX|Y (x | y) =

PY |X(y | x) PX(x)

PY (y)

PY (y) est onstant ar la réalisation du hamp des ob-servations (i.e., l'image) est onnue, don
PX|Y (x | y) ∝ PY |X(y | x) PX(x)

• PX(x) : distribution MarkovienneOn a supposer que X est un hamp Markovien
PX(x) =

1

Z
exp

(
−
∑

c∈C

Vc(x)
)

• PY |X(y | x) ? : Modèle de dégradation de l'imageExemple : segmentation au sens des NdG

Fond : lasse 0 (ou lasse c0)U et M : lasse 1 (ou lasse c1) 14



SEGMENTATION D'IMAGESAPPROCHE MARKOVIENNE DE SEGMENTATION (3)

Supposons PYs|Xs
(ys |c0) et PYs|Xs

(ys |c1) soit onnusPar exemple
PYs|Xs

(ys | c0) = N (µ0, σ0)

PYs|Xs
(ys | c1) = N (µ1, σ1)Si on suppose que

PY |X(y | x) =
∏

s∈S

PYs|Xs
(ys | xs)ad que le bruit sur haune des lasses est blan, onobtient

PX|Y (x | y) ∝
(∏

s∈S

PYs|Xs
(ys | xs)

)(1

Z
exp

(
−
∑

c∈C

Vc(x)
))

∝
(

exp

[

−
(
− ln

∏

s∈S

PYs/Xs
(ys/xs)

)])(1

Z
exp

(
−
∑

c∈C

Vc(x)
))

∝
(1

Z
exp

[

−
(

− ln
∏

s∈S

PYs/Xs
(ys/xs) +

∑

c∈C

Vc(x)

)]
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SEGMENTATION D'IMAGESAPPROCHE MARKOVIENNE DE SEGMENTATION (4)
x̂MAP = argmax

x
{PX|Y (x | y)}

= argmax
x

(1

Z
exp

[

−
(

− ln
∏

s∈S

PYs/Xs
(ys/xs) +

∑

c∈C

Vc(x)

)]

= argmax
x

(1

Z
exp

[

−
(
∑

s∈S

(
− lnPYs/Xs

(ys/xs)
︸ ︷︷ ︸

V (xs,ys)

)
+
∑

c∈C

Vc(x)

)]

= argmin
x

{
∑

s∈S

V (xs, ys) +
∑

c∈C

Vc(x)

}

En prenant Vc(x) = βc[1−δ(xs, xt)], en se souvenant que
PYs|Xs

(ys | xs) = N (µs, σs), on obtient pour des liquesd'ordre 2
x̂MAP = argmin

x

{
∑

s∈S

V (xs, ys) +
∑

c∈C

Vc(x)

}

= argmin
x

{
∑

s∈S

[

ln(
√

2πσxs) +
(ys − µxs)

2

2σ2
xs

]

︸ ︷︷ ︸

V (x,y)

+
∑

c∈C

βc[1− δ(xs, xt)]

︸ ︷︷ ︸

U(x)

}

• V (x, y) : Terme d'attahe aux données : Modélise lelien entre les étiquettes (i.e., les lasses) et les obser-vations (i.e., les NdG)
• U(x) : Terme d'énergie a priori : aratérise et mo-délise les propriétés du hamp d'étiquette que l'onreherhe (on reherhe des zones de régions homo-gène ◮ βc = 1 ∀c) 16



SEGMENTATION D'IMAGESAPPROCHE MARKOVIENNE DE SEGMENTATION (5)Trouver x̂MAP est ensuite un problème lassique d'opti-misation (i.e., de minimisation de fontion d'énergie)
Notes

V (x, y)+U(x) : Fontion de 256×256 variables, haquevariable prend q valeurs disrètes orrespondant aux qlasses2 types d'algorithmes
Minimums locaux

Minimum global

• Algorithme déterministe : Requiert une solution pastrop loin de la solution optimale (rapide mais sousoptimale) (Exemple : Algorithme ICM)
• Algorithme stohastique : Insensible à l'initialisation(optimale mais lent) (Exemple : Algorithme du ReuitSimulé)
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SEGMENTATION D'IMAGESAPPROCHE MARKOVIENNE DE SEGMENTATION (6)Algorithme ICM
x̂[0] Con�guration initiale

• Initialisation : on hoisit une on�guration initiale x̂[0],aussi prohe que possible de la on�guration opti-male. On peut prendre par exemple une segmentationau sens du MV :
x̂[0]

s = argmax
xs

{
PYs/Xs

(ys/xs)
}

(∀s ∈ S)

• Calul de x̂[k+1] à partir de x̂[k] :
x ← x̂[k]1. On balaie l'ensemble des sites s (selon une stra-tégie de visite de sites) et
• En haque site s, on alule PXs/Xνs ,Ys

(xs/ηs, ys)pour haune des lasses possibles :
PXs/Xνs,Ys

(xs/ηs, ys) =
1

Zs
exp

(

−
(∑

c∈C
Vc(xs) + V (xs, ys)

))

(∀xs ∈ Ω)

• On séletionne la lasse xs qui orrespond à laprobabilité maximale (i.e., le mode)
x̂s = argmax

xs∈Ω

{
PXs/Xνs,Ys

(xs/ηs, ys)
}

x̂[k+1] ← x2. Retour en 1. jusqu'à la réalisation d'un ritèred'arrêt. Généralementsi x̂[k+1]
s 6≈ x̂[k]

s k ← k + 1 et retour en 1.
18



SEGMENTATION D'IMAGESAPPROCHE MARKOVIENNE DE SEGMENTATION (7)Algorithme RECUIT SIMULÉ (RS)
T0 Température initiale
Tmin Température �nale
x̂0 Con�guration initiale aléatoire
F (.) Fontion de déroissane de la température� T ← T0� x[0] ← x̂0

• Calul de x̂[k+1] à partir de x̂[k] :
x ← x̂[k]1. On balaie l'ensemble des sites s (peu importe l'ordre)et
• En haque site s, on alule PXs/Xνs ,Ys

(xs/ηs, ys)pour haune des lasses possibles :
PXs/Xνs,Ys

(xs/ηs, ys) =
1

Zs
exp

{

− 1

Tk

(
∑

c∈C
Vc(xs) + V (xs, ys)

)}

(∀xs∈Ω)

• On tire l'une des lasses xs selon les probabili-tés d'appartenane PXs/Xνs,Ys
dé�nies préédem-ment.

x̂[k+1] ← x2. Faire déroître la température Tk+1 = F (Tk) (ex :
Tk+1 = 0.99kT0) et inrémenter l'itération k = k +
13. Retour en 1. jusqu'à la satisfation d'un ritèred'arrêt. Généralementsi Tk ≥ Tmin retour en 1.
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SEGMENTATION D'IMAGESAPPROCHE MARKOVIENNE DE SEGMENTATION (8)
Segmentation supervisée 2 lasses

Image bruitée Image segmentée idéale

segmentation par ICM Segmentation par RS
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SEGMENTATION D'IMAGESAPPROCHE MARKOVIENNE DE SEGMENTATION (9)
Segmentation supervisée 4 lasses

Image bruitée Image segmentée idéale

segmentation par ICM Segmentation par RS
21



SEGMENTATION D'IMAGESSEGMENTATION PAR SNAKE (1)Le modèle de ontour atif (ou snake) présente le pro-blème de la segmentation (des bords d'une région) dire-tement omme un problème de minimisation de fontiond'énergieUn snake V est dé�ni par n noeuds, V = [v1, v2, . . . , vn](donnant les oordonnées des points d'un ontour), liéspar une B-spline ubique
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Soit une image y, la fontion d'énergie que l'on doitminimiser est
Esnake(V ) =

n∑

i=1

(
Eint(vi) + βEext(vi, y)

)

• Eint : Énergie interne du snake
◮ Permet d'exprimer la onnaissane a priori sur laforme du ontour que l'on doit déteter

• Eext : Énergie externe du snake
◮ permet de pousser le snake près des aratéristiquesdésirées de l'image (bords, régions, texture, et.)22



SEGMENTATION D'IMAGESSEGMENTATION PAR SNAKE (2)
Énergie interneA�n d'obtenir un ontour ave des ourbures doues,une solution onsiste à mesurer la ourbure du snake àhaque noeud et utiliser la mesure suivante

Eint(vi) = arccos

( −−−→vi−1vi · −−−→vivi+1

‖−−−→vi−1vi‖ · ‖−−−→vivi+1‖

)

qui est l'angle entre les 2 veteurs −−−→vi−1vi et −−−→vivi+1. ‖−→v ‖est la norme du veteur −→v et � · � représente le produitsalaire entre deux veteursÉnergie externeLes gradient de l'image sont exploités par la mesuresuivante
Eext(vi, y) = −‖∇y(vi)‖Le ontour optimal Vopt, peut être obtenu en trouvantelui qui minimise l'énergie Esnake(V ), i.e

Vopt = argmin
{vi}

Esnake(V )où {vi} désigne l'ensemble des noeuds du snake
23



SEGMENTATION D'IMAGESSEGMENTATION PAR SNAKE (3)Optimisation par Programmation Dynamique (DP)
◮ Proédure partiulièrement bien adaptée pour e pro-blème ar
• La solution optimal ontient des solutions optimale àdes sous-problèmes
• Le problème d'optimisation revisite très souvent lesmême sous-problèmesLa fontion d'énergie peut s'érire
Esnake(v1, v2, . . . , vn) = E1(v1, v2, v3) + E2(v2, v3, v4) + . . .

. . . +En−2(vn−2, vn−1, vn)où Ei−1(vi−1, vi, vi+1) = Eint(vi) + βEext(vi, y)Dans la DP, haque vi peut prendre seulement m valeurspossibles, orrespondant généralement à des positionsvoisines dans un voisinageOn peut e�aement dé�nir la valeur de la solutionoptimal réursivement en terme de solutions optimalesaux sous-problèmes d'optimisation suivant
s1(v2, v3) = min

v1

{E1(v1, v2, v3)}
s2(v3, v4) = min

v2

{s1(v2, v3) + E2(v2, v3, v4)}
. . .

sn−2(vn−1, vn) = min
vn−2

{sn−3(vn−2, vn−1) + En−2(vn−2, vn−1, vn)}

Vopt = argmin
{vi}

Esnake(V ) = min
vn−1,vn

sn−2(vn−1, vn) 24



SEGMENTATION D'IMAGESSEGMENTATION PAR SNAKE (4)Optimisation par Gradient
vi

vi+1

vi−2

v
i−1

Jusqu'à onvergenePour haque noeud du snake
• On déplae haque noeud suivant la position de lanormale intérieur et extérieur au ontour
• On prend le noeud (i.e., sa oordonnée) qui minimisel'énergie du snake

25



SEGMENTATION D'IMAGESSEGMENTATION PAR SNAKE (4)Exemples

Initialisation Convergene

Initialisation ConvergeneAnimation sur la page web du oursHttp : //www.iro.umontreal.a/∼mignotte/ift6150/Rubrique : Notes de Cours additionnelles ; Cours animé
26


