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TF DISCRETE
TF DISCRETE 1D (1)

CAS CONTINU (RAPPEL)

+o0
Flf(x)] = F(u) = / f(x)exp (—27wjux)dxr wu€elR.
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f(x) = f(xo+2Dx) =0,1,2,...N—1
TFD et TFD inverse
1 —2Tjux
F = — ex =0,1,2,...,N—-1
W = 3% S e (204,
pl 27rjuar;
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TF DISCRETE
TF DISCRETE 1D -EXEMPLE- (2)

) f(x) 1) = (x4 XAX)
4- f{x+2A%) . .T( X,+3Ax) 4 v
37 : i ; 317 ¢ E |
N 21 1 1
ST TS S >
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2W]O$

3
F(0) = 1/4Zf(a:) exp ( )=1/4) f(@)1

=0 =0

= 1/4(f(0) +AD+ )+ f(3) =1/4(2+3+4+4)=3.25

QWJI

F(1) = 1/4Zf(x) exp (— 1)

=0
= 1/4(2exp(0) + 3exp(—jn/2) + 4exp(—jr) + 4 exp(—3;/2))

= (249

3 .
F(2) = 1/4) f() exp(_4j‘7$) — ... =-1/4

=0

6W]O$

F(3) = 1/4Zf(:r)exp( )=...=1/4(-2~)

=0

Spectre d’amplitude
|F(0)| =325 |F(1)|=V5/4 |F(2)|=1/4 |F(3)|=V5/4
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TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D (1)

TFD 2D et TFD 2D inverse

—1M-1
1 vy
F(u, = ex ( 2 >
(u,v) ;E% ;E% f(z,y) exp W](]V,-F Al)
w=0,1,2,...,N -1
v=0,1,2,...,M—1
N—-1M-1 W vy
y) = F ,ex<2'————>
f(z,y) 1;”:0 (u,v) exp WJ(N-I-M)
r=0,1,2,...,N—1
y=0,1,2,....,M—1

Le plus souvent, I'image a traiter est carrée «» M = N

PROPRIETES

e Les mémes que ceux énoncé pour la TF continue
e Cycligue (périodique)
F(u,v) = F(u+ N,v) = F(u,v+ N) = F(u+ N,v+ N)
f(z,y) = f(z + N,y+ N)
car
Signal périodique —F -> Spectre de raies
Signal échantillonné —F -> Spectre périodique




e Périodicité

TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D (4)

e Nota




TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D (5)

e Séparabilité

Pour une image carrée «» M = N

1 N—-1N-1 wr + vy
=0 y=0
QN1 Nl vy i
= - — exp (—2wj—) | exp (—27mj—
N <N f(z,y) p( WJN)> D( 7TjN)
=0 y=0
N-1
1 N . ux
= 5 [TF 1D de la x iéme colonne] exp (—QW]W)
=0

TF 1D de la y iéme ligne

colonnes

flxy) Q(u,y) F(u,v)
lignes [ I B
TFD 1D TFD 1D

+H[F]H]F
sur les lignes | — | — | — | — sur les colonnes | + | + |+ |+ | +
— |-[-[-]= —  [+[+[+][+]+
—=1-1= +H ]
—=1-1= ]+




TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D (6)

Recalage Cyclique

Translation -Rappel-
f(x —zo,y —y0) <«F» F(u,u)exp<

—2mj(uxo + V?Jo))
N

275 (uox + voy)
N

f(a:,y)exp< > <«Fv» F(u—ug,v—1p)

uo=vo="4 p exp (2Lt ) —exp (rj(z + y))=(—1)@+V)

x(—1)=ty) S

f‘




TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D -VISUALISATION- (7)

Image originale |F(u,v)|

|F(0,0)| au centre klog(1l + |F(u,v)|)

Nota
e On affiche généralement |F(u,v)| (F(u,v) complexe)

e Les fréquences élevées sont bcp plus faible que les
fréquences plus basses. On affiche donc plutot klog(1+
|F'(u,v)|) (k est une constante de normalisation pour
recaler les niveau de gris dans [0, 255])

e On met l'origine au centre de I'image en effectuant
un décalage cyclique




TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D -INTERPRETATION- (8)

u=-2, v=2 u=-1, v=2

AN N 7 1,

u=-2, v=1 u=-1, v=1 u=0|v=1 u=1, v=1 u=2, v=1
u=-2, v=0 u=-1, v=0 u=0gv=0 u=1, v=0 u=2, v=0
u=2, v=-1 u=-1, y=-1 u=0,|v=-1 u=1, v=-1 u=2, v=A1

7 N N

u=-2, v=-2 u=-1, v=-2 u=D.l=-2 u=1, v=-2 u=2, v=-2

\
JJ




TF DISCRETE

TF DISCRETE 2D -EXEMPLES- (9)

Image

F(image)
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TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D -EXEMPLES- (10)

e Rotation
Image F(image)

,

e Périodicité

11




TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D -EXEMPLES- (11)

Image

(&) by
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TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D -EXEMPLES- (12)

Image F(image)
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TF DISCRETE
CONVOLUTION DISCRETE 1D & 2D (1)

Théoréme de convolution 2D

f(m,y)*g(:v,y) -F—-> F(U,,I/)'G(U,V)
f(xvy)g(xay) —F-> F(U,I/)*G(u,l/)

Convolution 2D -Version continue-

(f * 9)(z,y) = /OOO /O?m,mg(m oy — ) dads

Convolution 1D -Version discréte-

LAl LBl

(Ax* B)(z) = Z A@)B(z — 1)

—Exemple—’

A B
1]2/3[4]5] >+
xio xlo

¢x=1 ¢x=2
1]2(s[4]5] [1]2[3]4]5
X X X X X X
3 4 3 6 6 4
|+ |+
ol [ [ | [ l1o[zsla2] |
(A*B)(1) (A*B)(2)
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TF DISCRETE
CONVOLUTION DISCRETE 1D & 2D (2)

Convolution des bords

A) Ajout de zéro

0 0 1

2

3

4

5 0 0

10

16

22

22

B) Enroulement

4 5 1

2

3

4

51 2

19

10

16

22

23

C) Réflexion

3 21

2

3

4

5 4 3

10

1016

22

26

D) Défaut

1

2

3

4

5

10

16

22
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TF DISCRETE
CONVOLUTION DISCRETE 1D & 2D (3)

Convolution 2D -Version discréte-

2

(AxB)(@,y) =33 AGDB@ —iy = j)

-Exemple-
10| 5 |20\20|20 -10| 5 |-15/ 0 | 0
10| 5 |20 (2020 @ 1 -10| 15|-10| 20| 20
10| 5 |20 \20|120| =+ nr -10| 15|-10| 20| 20
10| 5 |20 |20 20 -10| 15|-10| 20| 20
10| 5 |20 (2020 -10| 15|-10| 20| 20
(Ajout de zéro)
(1)1 1) 10
01 100 1(1)
Original x reflexion vy reflexion
PROPRIETES

— Commutatif » fi* fox f= fox fix f

— Associatif »  (fix fo)«f = fix(fax f)

— Distributif » (fi+ fo)xf=fixf+ foxf
> fx(fitfp)=Ffxfi+f*f
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TF DISCRETE
CONVOLUTION DISCRETE 1D & 2D (4)

f(x,y) g(x.y) F7g (xy)
F{u,v) G(u,v) F(u,v) - G{u,v)

FAFUV) - Glu,v)]

F
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TF DISCRETE
THEOREME DE SCHANNON

=127 12T
1(x)
A |F{o
F
= | | o
s X < \_.Y._J >
L 1T’
|F{w)|
-1:"21‘g ) 12T

» sinon phénomeéne d’aliasing
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TF DISCRETE
INTERPOLATION OPTIMALE (1)

f(x) R IF ()]
F-1
r’]‘]‘]\‘-l‘ |T[“1’ X <_/\: ! :/\G:
* 0
f(x) . |F{e@)]
F-1 4
< 1
®
e « =127 12T >
f(x) R |F(w)]
F1
<=
®
> e « -1.*=2T - 1ILT >

» Possibilité de reconstruire totalement le signal 2D a
partir de ses échantillons
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TF DISCRETE
INTERPOLATION OPTIMALE (2)
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TF DISCRETE
FET (1)

Flu) = — Zf(a:)exp( 27””) w=0,1,2,...,N — 1

O(N?) opérations

N/2 1 N/2-1
27r]u21‘ 1 —2mju(2z + 1)
F(u) = Z f(2x)exp +5 Z f(2x-|-1)exp< ~ )
=0
X palr X irﬁrpair
11 2mj 2rjuy 1 e 2mj
—2Tjux —2Tju —2Tjux
= —|—= 2x)ex ex —_— 2 1) ex
Q[szf( w)exp (725) e () 1o Y @+ Dexw (S )]
=0
TF de la Brartie paire TF de la pzlrrtie impaire

e TF [N éléments] =2 TF [N/2 éléments]
+ N/2 multiplications et N/2 additions complexes (en
fait N/4 pour les multiplications)

e | Op(N) =20p(N/2)+ N

Fv(u) = 3 [FEE() + exp (~20) pimpaire )
N

Pour o =u+4+—

2y

27;3[“‘/) = exp (——%J(u + 3)) = exp (—27;\?“

~ ) exp (—mj) = —exp (—

exp (—
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TF DISCRETE

FFT (2)
Ainsi
Fy(u) = E[Fpaire(u)+exp(_27TjU)Fimpaire(u)]
2L N/2 N N/2
Fyv(ut3) = 3|FREw) — exp (—55) PR ()

Pour w=0,1,2,...,N/2—1

]1 multiplication est nécessaire pour deux termes‘

f(0) f(1) f(2) 1(3) f(4) f(5) f(6) f(7)

e N\

f(0) f(2) f(4) f(6) f(1) f(3) f(5) f(7)

N 7N

f(0) f(4) (2 f(6) (1) 1)  f(3) (V)

F(0) F(4) F(2) F(6) F(1) F(5) F(3) F(7)

FFT

FFT 1D »
FFT 2D »

O(Nlog N)
O(N?log N)
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TF DISCRETE
FFT (3)

Vérifions que O(Nlog N)

(Par induction, sachant que Op(N) =20p(N/2) + N)

e Vrai pour N=17 » Op(l) =1logl =0 » oui
e Vrai pour N =27 » Op(2) =2log2 =2 » oui
e Vrai pour NlogN7?

— Op(N) =NIlogN?

— Op(N) =2N/210g(2N/2)

— Op(N) = 2N/2(10og(N/2) 4 log 2)

— Op(N) =2N/2logN/2+2N/2log?2
— Op(N) =20p(N/2)+ N

C.Q.F.D.

‘ Rehaussement d’'image ‘

FFT

TF(image)

Filtrage

Image

FFT-! o
Image rehaussée =< | Image Filtrée
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