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I. Transformée de Fourier (15 pts)

A. Soit une fonction f(z) = exp (—mx?).
De quelle famille appartient cette fonction? Vérifier que f(z) est solution de l’équation différentielle
suivante,

f(x)+2rz f(x) = 0. (1)

Que devient I’équation (1) si on lui applique la transformée de Fourier F ? En déduire F(v) a une
constante (CSY) multiplicative prés en résolvant cette équation différentielle. A quelle valeur de v (F(v =?))
correspond l'intégrale ffooo exp(—mx?) dx ? Pour trouver finalement cette constante, CSt, utiliser le fait que
= _exp(—ma?) dz = 1. (10 points).

— 00

B. En utilisant le fait que Flexp (—m22)] = exp (—71?) et que exp(—7x?) est paire, calculer I'intégrale

suivante, (5 points).

+o0o
I :/0 (exp(—7mx?)) cos(2mz) dx. (2)

Réponse

A. Cette fonction appartient a la famille des Gaussiennes <1pt>. On vérifie facilement que f(z) est
solution de I’équation différentielle donnée,

—27x exp (—7mx?) F27x f(r) = 0 < 1pt>.
—_———
f(=@)

e En utilisant la propriété de la TF sur la dérivée, i.e.,
FIf @) =2mjv Flf(@)] et Flof@)] = -5 (FIf(@)])
on obtient,
2rv F(v) + F'(v) = 0 < 2pts>.

e On en déduit F'(v) (a4 une constante prés) en résolvant cette équation différentielle du premier ordre,

Fv)
= -2
F) v,
log|F(v)| + K1 = —m?+ Ko,
F(v) = CMexp(—m?) < 3pts >.

e Finalement en utilisant le fait que F'(v =0) = st = ffooo exp(—mx?)dr = 1 <1pt>, on trouve,

F(v) = Flexp (—m2?)] = exp(—7mv?) < 2pts >.
On retrouve donc par une autre méthode ce que I'on avait démontré en cours.

B. La fonction exp(—mz?) est paire et Flexp (—m2?)] = exp (—mv?) donc,



+o0
Flexp (—nz?)] = 2/0 (exp(—mz?)) cos(2nvz) dr = exp (—mv?).

Pour » =1 on a,

+o0 1
I= / (exp(—7x?)) cos(27rx) dx = 5 eXP (—7) < 5pts >.
0

I1. Filtrage spatial (20 pts)

1. Trouver les expressions mathématiques et 'allure des réponses fréquentielles (module de la TF) du
masque de convolution h(z,y) donné ci-dessous respectivement en u (horizontalement) et en v (verti-
calement) (10 points).

2. Tracer sommairement ’allure de sa réponse fréquentielle (module) en u et en v. Expliquer pourquoi
une représentation de ces réponses fréquentielles sur [—0.5,0.5] est satisfaisante (5 points).

3. De quel type de filtre pour chacune des dimensions considérées (passe-bas, passe-haut, Passe-bande,
etc.) s’agit t-il 7 Pouvait-on prévoir le résultat juste en regardant les coefficients de ce filtre 7 Expliquer
maintenant qualitativement ce que va faire ce masque de convolution. Donner son nom. (5 points).

-1(0]1
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Réponse

Filtre séparable mais non symétrique » <2pts>

e En x et en utilisant un facteur de normalisation 1/4 :

+o00 +1
Z h(z) exp (—2mjuz) = Z h(z) exp (—2mjuzx),

T=—00 r=—1

Kﬁ
—
=
—
2
I
=
<
N~—
I

1+ cos(2mu)

< 4pts >
B 1Y

1 1
= i[exp (2mju) + 2 + exp (—27ju)] = 1[2 + 2cos(2mu)] =

0.5+0.5cos(2piu)
1.5

Hlu)
1
=
bt 0.5
0
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<1.5pt>

En x, c’est un filtre passe-bas <0.5pt> ; ce que ’on pouvait prévoir en constatant que tous les coefficients
de ce filtre sont positifs <I1pt>.



eEny:

+o0 +1
> h(y)exp(=2mjvy) = Y h(y)exp (—2mjvy),

y=—00 y=-1

Pl
=
<
N~—
S~—
I
=
—
S
I

= —exp (2mjv) + exp (—2mjv) = —2j sin(27v).

En module on a donc H(v) = |2sin(27v)| <4pts> et on trouve graphiquement <1.5pt>,

2| sin(2pi nu) |
1.5 T
H(nu)
1
=S
£ 05
I
0
-0.5

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
nu

Par échantillonnage la résolution spectrale Ay = % = NlAz = % (avec N = 3 dans cet exemple et on

aura dans le domaine fréquentiel N = 3 coefficients séparé de Av = % donc un spectre (périodique puisque
le signal dans le domaine spatial est discret) s’étalant sur un support de 1 <2pts>.

En y, c’est un filtre passe-haut <0.5pt>; ce que 'on pouvait un peu prévoir en constatant que certain
des coeflicients de ce filtre sont négatifs (a la rigueur un filtre Passe-bande mais la bande de fréquence de ce
filtre est largement concentré vers les hautes fréquences) <1pt>.

e Finalement ce filtre va lisser en x et calculer une dérivée en y <1pt>. C’est un filtre de Prewitt
<1pt>. Il sert & faire la détection des contours (grace au filtre passe-haut) tout en étant robuste au bruit
(grace au filtre passe-bas).

IT1. Opération ponctuelle (5 pts)

Trouver la transformation permettant de transformer une image Img; possédant une fonction d’histo-
gramme dont le support est compris entre [min;, max;| (min; est le niveau de gris minimum de cette image
et max; son niveau de gris maximum) en une image dont la fonction d’histogramme a un support compris
entre [ming, maxs] (correspondant par exemple au minimum et au maximum de niveau de gris d’une autre
image Img,).

Réponse

Le plus simple est d’abord de ramener I'Histogramme de Img; dans le support [0,255] (ou étirement
d’histogramme) grace a la relation vue en cours, i.e.,

255

I | — mi
e (Img (a.9) — miny)

Img) (z,y) =

Puis d’allonger ou rétrécir cette Histogramme pour qu’il est la méme longueur de support que 'image

Img, grace a la relation linéaire Img} (z,y) = Img] (x,y)((maxy — miny)/255) puis d’ajouter miny & tous les
niveaux de gris de Img] (x, %) par la relation Img/’(z,y) = Img’(z,y) + min,. Finalement, on trouve,

maxy — ming . )
g (1) = (G, (1(570) ~ i) )+ iy

<5pts> Cela s’appelle une projection linéaire.



IV. Segmentation (20 pts)

On considére une segmentation deux classes (classe grise e et classe blanche e;) et plus précisément
une segmentation au sens du Maximum de Vraisemblance et une segmentation Markovienne vue en cours et
expérimentée en Travaux Pratiques. Pour l'itération en cours d’un de ces deux algorithmes précédents, on
a, pour le champ d’étiquettes (i.e., 'image de classe), la configuration donnée par la Figure 1. On cherche a
trouver l'étiquette (i.e., la classe) a associer au site x. Répondre aux questions suivantes.

. Pour une segmentation au sens du Maximum de Vraisemblance (MV), quelle est 'étiquette que ’on

associera au site x si le niveau de gris en ce site est 160 et que la probabilité conditionnelle (connue
ou préalablement estimée) d’avoir un certain niveaux de gris y; au site s conditionnée au fait que
I'on a la classe ey en ce méme site est une loi normale de moy=100 et de variance 02 = 100 (i.e.,
Py /x.(ys/eo) = N(100,10)) et que la probabilité conditionnelle (connue ou préalablement estimé)
d’avoir un certain niveaux de gris y, au site s conditionnée au fait que l'on a la classe e; en ce méme
site est une loi normale de moy=200 et de variance o = 100 (i.e., Py, x, (ys/e1) = N(200,10)) (4
points).

On se donne un voisinage du second ordre et des cliques d’ordre deux. Donnez le type de cliques ou
sous-ensemble de site que l'on doit considérer (2 points).

On considére maintenant une segmentation Markovienne avec ce type de voisinage et de clique (i.e., ce
type de modéle a priori). On considére des potentiels de cliques du type V.(z) = B.(1 — §(xs, z¢)) avec
B. = 1 quelque soit le type de clique. Que cela veut il dire physiquement ? (i.e., quel sont les contraintes
modélisées mathématiquement sur les formes que l'on recherche dans 'image ?) (2 points).

A une itération donnée de lalgorithme ICM,; on se trouve dans la configuration donnée en Figure
1 et on cherche dans un premier temps la probabilité d’avoir I’étiquette ey ou e; en ne considérant
seulement le terme d’énergie a priori (i.e., Y .o Ve(xs) qui est relié & la probabilité locale d’avoir I'une
ou l'autre étiquette par la relation Px_ (z5) = (1/Z)exp(— Y .cc Ve(zs))). Calculer cette énergie puis

cette probabilité locale d’avoir 1'une ou 'autre étiquette (5 points).
Maintenant calculer I’énergie locale d’avoir I'une ou 'autre étiquette en considérant le terme d’énergie

a priori et le terme d’énergie d’attache aux données en considérant les lois de la question 1. Quelle
classe va choisir 'ICM pour ce site? (7 points).

Réponse

1.

Sans avoir besoin de faire des calcul on peut facilement voir que Py, ,x_(160/e1) > Py, /x (160/eo) et
donc que la classe choisie par la segmentation MV pour ce site est la classe blanche (ou étiquette ou
classe e1) <4pts>.

Cliques horizontales, verticales, diagonales droites et diagonales gauche (cf. cours chapitre Segmentation
Markovienne, Champs Markoviens (2)) <2pts>.



3.

On exprime mathématiquement le fait que 1’on recherche des formes segmentées relativement homo-
génes <2pts>.

. On trouve, > o Ve(rs =eg) =1 et Y o Ve(xs = e1) = 7. Pour les probabilité calculons d’abord

exp(— Y cc Ve(xs)). On trouve (1/Z) exp(— Y e Velws=e0) ) =exp(—1) et

(1/Z) exp(— 3 cc Ve(zs = €1)) = exp(—T7). Maintenant comme il s’agit de probabilité, il faut que la
somme de ces deux probabilité soit égale & 1 (la probabilité d’avoir la classe blanche ou la classe grise
est ’évenement certain de probabilité 1), ce qui nous permet de calculer la constante de normalisation
Z. On trouve,

1
Proba. d’avoir la cl blanche = —7) =0.00248, < 2.5pts >
roba. d’avoir la classe blanche p B, gy exp(—T7) , pts
1
Proba. d’ ir la classe grise = —1) = 0.99752. 2.5pt
roba. d’avoir la classe grise e i g exp(—1) < 2.5pts >

On voit donc que ce modéle a priori favorise les zones de région homogéne.

Il est plus simple de raisonner en terme d’énergie plutdét qu’en terme de probabilité. Les énergie du
terme a priori ont été calculé précédemment. Les énergie d’attache aux données sont (a une constante

pres) :

Energie d’attache aux données d’avoir la classe blanche = (160 —200)?/(2 % 100) =8, < 1.5pt >
/

Energie d’attache aux données d’avoir la classe grise = (160 — 100)?/(2 % 100) = 18. < 1.5pt >

En combinant les deux termes d’énergies, on trouve,

Energie d’avoir la classe blanche = (160 — 200)?/(2 % 100) + (7) =15, < 1.5pt >
Energie d’avoir la classe grise = (160 — 100)?/(2 % 100) + (1) = 19. < 1.5pt >

Malgré le modéle a priori qui favorise les zones de régions homogeéne, 'ICM va tout de méme choisir
la classe blanche qui est associé a I’énergie la plus faible <1pt>.

V. Misc ( 25 pts)

Répondre briévement (1 a 2 phrases) aux questions suivantes :

1.

Donner le principal avantage du filtrage fréquentiel (lorsqu’on utilise une FFT) comparativement au
filtrage spatial (3 points).

Donner approximativement le nombre d’opérations nécessaire pour un filtrage fréquentiel (utilisant
une FFT) et un filtrage spatial avec un masque de convolution de taille M x M et une image de taille
N x N (on prendra la convention suivante une addition complexe — 2 ops et une multiplication de 2
complexes = 6 ops, une opération = 1 multiplication = 1 op). A partir de quelle longueur du masque de
convolution est il plus avantageux de prendre le filtrage fréquentiel (pour une image de taille 128 x 128
par exemple) ? (7 points).

Quel est le type de convolution spatiale équivalente doit on s’attendre lorsqu’on fait du filtrage fré-
quentiel ; celui dont les bords de I'image sont remplies de valeurs nulles, celui ou I'image est considéré
comme toroidale ou celui ou les bords de I'image ne sont pas prises en compte ? Justifier votre réponse
(3 points).



4.

Donner la principale limitation de la Transformée de Hough pour la détection de formes complexes qui
pourrait étre paramétrisée (3 points).

5. Comment feriez vous une spécification d’histogramme d’une image couleur ? (3 points).

6. Dans le cadre d’une recherche d’ellipse dans une image N x N grace a la transformée de Hough, quelle

est la taille de la matrice mémoire d’acumulation nécessaire 7 (2 points). Dans le cadre d’une recherche
d’ellipse dans une image N X N (comportant 10% de points de contours préalablement détectés) par
la Transformée de Hough ; quelle est le nombre de fois que 'on doit évaluer 1’équation de 'ellipse ? (4
points).

Réponse

1.

Le filtrage fréquentiel (lorsqu’on utilise une FFT) est plus rapide que le filtrage spatial surtout pour
des masque de convolution de taille importante <3pts>.

. Pour le filtrage fréquentiel : 2N?log N (FFT + IFFT de Iimage) + M?log M (FFT masque) + 6N?

(multiplication de N2 complexes dans I’espace des fréquences) <3pts>.
Pour le filtrage spatial : N2(2M? — 1) ~ 2M? x N? <3pts>. A partir d’'un masque 3 x 3 ou 4 x 4 il
est plus intéressant (en terme de cott calculatoire) de faire du filtrage fréquentiel <1pt>.

Celui ou I'image est considéré comme toroidale car la technique de filtrage fréquentiel périodise intrin-
séquement l'image <3pts>.

. La paramétrisation de ces formes nécessite beaucoup de paramétres et donc une matrice de stockage

trés importante et un temps de calcul trés important <3pts>.

5. En faisant trois spécification, respectivement des matrices images Rouges, Verts, Bleus <3pts>.

6. Dans ce cas on a besoin de déterminer 1 centre (i.e., 2 paramétres) et deux rayons soit 4 paramétres. La

taille de la matrice d’acumulation est donc N* <2pts> . On doit évaluer cette équation pour chaque
point de contour, i.e., pour 0.1N? points de contour et pour chacun de ces points on doit calculer son
effet sur les N* points de la matrice d’acumulation. On doit évaluer donc en tout 0.1N® fois cette
équation <4pts>. (Nota : Réponse 0.1N° non justifié : 3/6).

VI. Compression d’image (10 pts)

Quel est le nombre minimum de bits (Borne supérieure théorique) avec lequel on peut compresser cette
image de taille 8 x 8 pixels (et comportant trois niveaux de gris différents) sans aucune perte ?

Fic. 2 -

Réponse

On calcule 'entropie de cette image (cf. cours Compression d’images, compression d’Huffman (2)),



Gmax
Nb Moyen de bits > Entropy = — Z hilogy(hi) < 2pts >.
i=0

ou la sommation se fait sur les différents niveaux de gris de cette image. Gmax est le nombre de niveaux
de gris maximal et h; la probabilité d’avoir le niveau de gris = i. On trouve,

2
44 44 17 17 3 3
Entropy = > hilog,(h)) = —1log,| — | + —1log, [ — ) + — log, [ — ) < 4pts >.
ntropy ZZ:; 0gy(hi) ol Og2<64>+64 Og2<64>+64 og2<64>< pts >
0.3716 + 0.5080 + 0.2069
= 1.0866 bits/pixel.< 1pts >.

Tl faut donc au minimum 64 x 1.0866 pour coder cette image sans perte soit 69.54 bits <3pts>.

VII. Segmentation (25 pts)

Imaginez que vous soyez traiteur d’image pour la météo et que vous disposiez d’'une grande banque
d’images météorologiques du continent nord américain (par exemple la configuration météorologique heure
par heure et pour les vingt derniéres années du continent nord-américain) et que ces images soient toutes
prises selon la méme disposition et le méme angle de vue comme celle donnée a la Figure 3a.

(b)

FiG. 3 — Images météo

1. Comment feriez vous pour obtenir automatiquement, dans un premier temps, 'image donnée a la figure
3b (sachant que parmi la banque d’images que vous disposez vous n’avez aucune image du continent
nord-ameéricain dans laquelle il n’y a pas de nuage!) ? Donnez au moins une technique (5 points).

2. Supposons que vous ayez obtenu I'image donnée a la Figure 3b, comment feriez vous pour obtenir a
partir des images 3a et 3b, I'image 3c qui représente seulement les nuages ? (i.e., une image segmentée
de nuage) (5 points).

3. Imaginons maintenant que vous ayez obtenu, pour chacune des images de votre banque d’images,
une image segmentée ou seule les nuages sont représentés. Vous disposez donc de la configuration
météorologique des nuages, heure par heure, et pour les vingt derniéres années du continent nord-
américain. Imaginez maintenant que ’on vous donne I'image météo de la journée et de I’heure en cours
et que vous deviez réfléchir & une procédure qui permettent automatiquement de trouver I'image de
configuration météorologique qui ressemble le plus & celle ci dans votre base de donnée. Quelle serait
une technique simple ? Justifier votre réponse (5 points).



4. On considére maintenant une technique locale qui consiste a diviser chacune des images segmentée de
nuage en petites imagettes comme celle donnée a la figure 4d et de calculer des attributs sur chacune
des petites fenétres. I’ensemble de ces attributs peuvent étre utilisés dans une approche de classification
pour mesurer la ressemblance d’une configuration de nuage entre deux nuages. Quel type d’attributs
pourriez vous prendre? (5 points).

5. Imaginez un systéme simple et automatique de prédiction météo basé sur ces prétraitements et cette
1

mesure de ressemblance (5 points)

Réponse

1. Pour obtenir automatiquement I'image du background, Il s’agit d’un faire un filtre passe-bas temporel
et plus précisément un moyennage non pas spatial mais temporel! <3pts>. Si vous faite la moyenne
d’un grand nombre d’images météorologique du continent américain, cette moyenne tendra vers I’image
présentée en 3 car statistiquement les nuages se répartissent aléatoirement d’'une image a l'autre et
peuvent étre considéré comme un signal aléatoire. On suppose de ce fait que la distribution des nuages
est relativement uniforme. Vous pouvez faire aussi I’équivalent d’un filtrage médian temporel qui aura
le méme résultat et méme sera plus robuste si vous disposez d’un nombre plus faible d’image météo du
continent nord-américain <2pts>.

2. Le plus simple, si vous disposez des images 3a et 3b et en supposant que ces images soient parfaitement
recalées, est de faire une élimination du background en soustrayant I’image (a) a I'image (b) (ou
linverse) <3pts>, prendre la valeur absolue (pixel & pixel) du résultat obtenu et de seuiller 'image
avec un treshold pour obtenir une segmentation deux classes (classe blanche pour les nuages et classe
noir pour le background) <2pts>.

3. Une technique simple serait de segmenter I’image en cours par la technique vue précédemment puis de
soustraire cette image & toute les images segmentées de votre base et de calculer une valeur absolue
(pixel a pixel) du résultat obtenu puis enfin calculer le nombre de pixel total qui ne sont pas nulle.
L’image des nuages ressemblant le plus & celle en cours serait associée au résultat le plus proche de
zéro. Une autre technique serait d’utiliser une mesure de corrélation. I’image des nuages ressemblant

le plus & celle en cours serait associée au résultat le plus proche de un <5pts>.

4. De nombreuses solutions sont possibles! Exemples : moyenne, variance, matrice de corrélation etc.
Mais n’oubliez pas que vous pouvez prendre aussi des attributs caractéristiques temporels puisque
vous disposez de I'image de configuration prise une heure plus tot! <5pts>.

5. Un systéme simple de prédiction météo consisterait & trouver automatiquement la configuration météo
qui ressemblerait le plus a celle de 'image de configuration météo en cours et de donner les résultats
météorologique associé (i.e., températures, pressions, précipitations, etc. ) ... <5pts>.

'Remarque : Ces idées de prétraitements et cette application est inspirée de l’article Content-based Video Query and
Spatio-temporal pattern Analysis on Fized-view Motion Imagery, 5th World Multi- Conference on Systemics, Cybernetics and
Informatics, SCI 2001, Concepts and Applications of Systemics and Informatics, Orlando, Floride, USA, July 2001.



