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I. Transformée de Fourier (15 pts)A. Soit une fon
tion f(x) = exp (−πx2).De quelle famille appartient 
ette fon
tion ? Véri�er que f(x) est solution de l'équation di�érentiellesuivante,
f ′(x) + 2πx f(x) = 0. (1)Que devient l'équation (1) si on lui applique la transformée de Fourier F ? En déduire F (ν) à une
onstante (Cst) multipli
ative près en résolvant 
ette équation di�érentielle. A quelle valeur de ν (F (ν =?))
orrespond l'intégrale ∫ ∞

−∞
exp(−πx2) dx ? Pour trouver �nalement 
ette 
onstante, Cst, utiliser le fait que

∫ ∞

−∞
exp(−πx2) dx = 1. (10 points).B. En utilisant le fait que F [exp (−πx2)] = exp (−πν2) et que exp(−πx2) est paire, 
al
uler l'intégralesuivante, (5 points).

I =

∫ +∞

0

(exp(−πx2)) cos(2πx) dx. (2)RéponseA. Cette fon
tion appartient à la famille des Gaussiennes <1pt>. On véri�e fa
ilement que f(x) estsolution de l'équation di�érentielle donnée,
−2πx exp (−πx2)

︸ ︷︷ ︸

f(x)

+2πx f(x) = 0 < 1pt >.

• En utilisant la propriété de la TF sur la dérivée, i.e.,
F [f ′(x)] = 2πjν F [f(x)] et F [x f(x)] = − 1

2πj

(
F [f(x)]

)′,on obtient,
2πν F (ν) + F ′(ν) = 0 < 2pts >.

• On en déduit F (ν) (à une 
onstante près) en résolvant 
ette équation di�érentielle du premier ordre,
F ′(ν)

F (ν)
= −2πν,

log |F (ν)| + K1 = −πν2 + K2,

F (ν) = Cst exp(−πν2) < 3pts >.

• Finalement en utilisant le fait que F (ν = 0) = Cst =
∫ ∞

−∞
exp(−πx2) dx = 1 <1pt>, on trouve,

F (ν) = F [exp (−πx2)] = exp (−πν2) < 2pts >.On retrouve don
 par une autre méthode 
e que l'on avait démontré en 
ours.B. La fon
tion exp(−πx2) est paire et F [exp (−πx2)] = exp (−πν2) don
,



F [exp (−πx2)] = 2

∫ +∞

0

(exp(−πx2)) cos(2πνx) dx = exp (−πν2).Pour ν = 1 on a,
I =

∫ +∞

0

(exp(−πx2)) cos(2πx) dx =
1

2
exp (−π) < 5pts >.II. Filtrage spatial (20 pts)1. Trouver les expressions mathématiques et l'allure des réponses fréquentielles (module de la TF) dumasque de 
onvolution h(x, y) donné 
i-dessous respe
tivement en u (horizontalement) et en ν (verti-
alement) (10 points).2. Tra
er sommairement l'allure de sa réponse fréquentielle (module) en u et en ν. Expliquer pourquoiune représentation de 
es réponses fréquentielles sur [−0.5, 0.5] est satisfaisante (5 points).3. De quel type de �ltre pour 
ha
une des dimensions 
onsidérées (passe-bas, passe-haut, Passe-bande,et
.) s'agit t-il ? Pouvait-on prévoir le résultat juste en regardant les 
oe�
ients de 
e �ltre ? Expliquermaintenant qualitativement 
e que va faire 
e masque de 
onvolution. Donner son nom. (5 points).-1 0 1-2 0 2-1 0 1RéponseFiltre séparable mais non symétrique ◮

121 -1 0 1 <2pts>
• En x et en utilisant un fa
teur de normalisation 1/4 :

F(h(x)) = H(u) =

+∞∑

x=−∞

h(x) exp (−2πjux) =

+1∑

x=−1

h(x) exp (−2πjux),

=
1

4
[exp (2πju) + 2 + exp (−2πju)] =

1

4
[2 + 2 cos(2πu)] =

1 + cos(2πu)

2
. < 4pts >
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<1.5pt>En x, 
'est un �ltre passe-bas<0.5pt> ; 
e que l'on pouvait prévoir en 
onstatant que tous les 
oe�
ientsde 
e �ltre sont positifs <1pt>.



• En y :
F(h(y)) = H(ν) =

+∞∑

y=−∞

h(y) exp (−2πjνy) =

+1∑

y=−1

h(y) exp (−2πjνy),

= − exp (2πjν) + exp (−2πjν) = −2j sin(2πν).En module on a don
 H(ν) = |2 sin(2πν)| <4pts> et on trouve graphiquement <1.5pt>,
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Par é
hantillonnage la résolution spe
trale ∆ν = 1
T = 1

N∆x = 1
N (ave
 N = 3 dans 
et exemple et onaura dans le domaine fréquentiel N = 3 
oe�
ients séparé de ∆ν = 1
N don
 un spe
tre (périodique puisquele signal dans le domaine spatial est dis
ret) s'étalant sur un support de 1 <2pts>.En y, 
'est un �ltre passe-haut <0.5pt> ; 
e que l'on pouvait un peu prévoir en 
onstatant que 
ertaindes 
oe�
ients de 
e �ltre sont négatifs (à la rigueur un �ltre Passe-bande mais la bande de fréquen
e de 
e�ltre est largement 
on
entré vers les hautes fréquen
es) <1pt>.

• Finalement 
e �ltre va lisser en x et 
al
uler une dérivée en y <1pt>. C'est un �ltre de Prewitt<1pt>. Il sert à faire la déte
tion des 
ontours (grâ
e au �ltre passe-haut) tout en étant robuste au bruit(grâ
e au �ltre passe-bas).III. Opération pon
tuelle (5 pts)Trouver la transformation permettant de transformer une image Img1 possédant une fon
tion d'histo-gramme dont le support est 
ompris entre [min1,max1] (min1 est le niveau de gris minimum de 
ette imageet max1 son niveau de gris maximum) en une image dont la fon
tion d'histogramme a un support 
omprisentre [min2,max2] (
orrespondant par exemple au minimum et au maximum de niveau de gris d'une autreimage Img2).RéponseLe plus simple est d'abord de ramener l'Histogramme de Img1 dans le support [0, 255] (ou étirementd'histogramme) grâ
e à la relation vue en 
ours, i.e.,Img′1(x, y) =
255max1 −min1

(Img1(x, y) −min1)Puis d'allonger ou rétré
ir 
ette Histogramme pour qu'il est la même longueur de support que l'imageImg2 grâ
e à la relation linéaire Img′′1(x, y) = Img′1(x, y)((max2 −min2)/255) puis d'ajouter min2 à tous lesniveaux de gris de Img′′1(x, y) par la relation Img′′′1 (x, y) = Img′′1(x, y) + min2. Finalement, on trouve,Img′1(x, y) =
(max2 −min2max1 −min1

(Img1(x, y) −min1

))

+ min2.<5pts> Cela s'appelle une proje
tion linéaire.



IV. Segmentation (20 pts)On 
onsidère une segmentation deux 
lasses (
lasse grise e0 et 
lasse blan
he e1) et plus pré
isémentune segmentation au sens du Maximum de Vraisemblan
e et une segmentation Markovienne vue en 
ours etexpérimentée en Travaux Pratiques. Pour l'itération en 
ours d'un de 
es deux algorithmes pré
édents, ona, pour le 
hamp d'étiquettes (i.e., l'image de 
lasse), la 
on�guration donnée par la Figure 1. On 
her
he àtrouver l'étiquette (i.e., la 
lasse) à asso
ier au site x. Répondre aux questions suivantes.
XFig. 1 �1. Pour une segmentation au sens du Maximum de Vraisemblan
e (MV), quelle est l'étiquette que l'onasso
iera au site x si le niveau de gris en 
e site est 160 et que la probabilité 
onditionnelle (
onnueou préalablement estimée) d'avoir un 
ertain niveaux de gris ys au site s 
onditionnée au fait quel'on a la 
lasse e0 en 
e même site est une loi normale de moy=100 et de varian
e σ2 = 100 (i.e.,

PYs/Xs
(ys/e0) = N (100, 10)) et que la probabilité 
onditionnelle (
onnue ou préalablement estimé)d'avoir un 
ertain niveaux de gris ys au site s 
onditionnée au fait que l'on a la 
lasse e1 en 
e mêmesite est une loi normale de moy=200 et de varian
e σ2 = 100 (i.e., PYs/Xs

(ys/e1) = N (200, 10)) (4points).2. On se donne un voisinage du se
ond ordre et des 
liques d'ordre deux. Donnez le type de 
liques ousous-ensemble de site que l'on doit 
onsidérer (2 points).3. On 
onsidère maintenant une segmentation Markovienne ave
 
e type de voisinage et de 
lique (i.e., 
etype de modèle a priori). On 
onsidère des potentiels de 
liques du type Vc(x) = βc(1− δ(xs, xt)) ave

βc = 1 quelque soit le type de 
lique. Que 
ela veut il dire physiquement ? (i.e., quel sont les 
ontraintesmodélisées mathématiquement sur les formes que l'on re
her
he dans l'image ?) (2 points).4. A une itération donnée de l'algorithme ICM, on se trouve dans la 
on�guration donnée en Figure1 et on 
her
he dans un premier temps la probabilité d'avoir l'étiquette e0 ou e1 en ne 
onsidérantseulement le terme d'énergie a priori (i.e., ∑

c∈C
Vc(xs) qui est relié à la probabilité lo
ale d'avoir l'uneou l'autre étiquette par la relation PXs

(xs) = (1/Z) exp
(
−

∑

c∈C
Vc(xs)

)
). Cal
uler 
ette énergie puis
ette probabilité lo
ale d'avoir l'une ou l'autre étiquette (5 points).5. Maintenant 
al
uler l'énergie lo
ale d'avoir l'une ou l'autre étiquette en 
onsidérant le terme d'énergiea priori et le terme d'énergie d'atta
he aux données en 
onsidérant les lois de la question 1. Quelle
lasse va 
hoisir l'ICM pour 
e site ? (7 points).Réponse1. Sans avoir besoin de faire des 
al
ul on peut fa
ilement voir que PYs/Xs
(160/e1) > PYs/Xs

(160/e0) etdon
 que la 
lasse 
hoisie par la segmentation MV pour 
e site est la 
lasse blan
he (ou étiquette ou
lasse e1) <4pts>.2. Cliques horizontales, verti
ales, diagonales droites et diagonales gau
he (
f. 
ours 
hapitre SegmentationMarkovienne, Champs Markoviens (2)) <2pts>.



3. On exprime mathématiquement le fait que l'on re
her
he des formes segmentées relativement homo-gènes <2pts>.4. On trouve, ∑

c∈C
Vc(xs = e0) = 1 et ∑

c∈C
Vc(xs = e1) = 7. Pour les probabilité 
al
ulons d'abord

exp
(
−

∑

c∈C
Vc(xs)

). On trouve (1/Z) exp
(
−

∑

c∈C
Vc(xs =e0)

)
=exp(−1) et

(1/Z) exp
(
−

∑

c∈C
Vc(xs = e1)

)
= exp(−7). Maintenant 
omme il s'agit de probabilité, il faut que lasomme de 
es deux probabilité soit égale à 1 (la probabilité d'avoir la 
lasse blan
he ou la 
lasse griseest l'évenement 
ertain de probabilité 1), 
e qui nous permet de 
al
uler la 
onstante de normalisation

Z. On trouve,Proba. d'avoir la 
lasse blan
he =
1

exp(−7) + exp(−1)
exp(−7) = 0.00248, < 2.5pts >Proba. d'avoir la 
lasse grise =

1

exp(−7) + exp(−1)
exp(−1) = 0.99752. < 2.5pts >On voit don
 que 
e modèle a priori favorise les zones de région homogène.5. Il est plus simple de raisonner en terme d'énergie plut�t qu'en terme de probabilité. Les énergie duterme a priori ont été 
al
ulé pré
édemment. Les énergie d'atta
he aux données sont (a une 
onstanteprès) :Énergie d'atta
he aux données d'avoir la 
lasse blan
he = (160 − 200)2/(2 ∗ 100) = 8, < 1.5pt >Énergie d'atta
he aux données d'avoir la 
lasse grise = (160 − 100)2/(2 ∗ 100) = 18. < 1.5pt >En 
ombinant les deux termes d'énergies, on trouve,Énergie d'avoir la 
lasse blan
he = (160 − 200)2/(2 ∗ 100) + (7) = 15, < 1.5pt >Énergie d'avoir la 
lasse grise = (160 − 100)2/(2 ∗ 100) + (1) = 19. < 1.5pt >Malgré le modèle a priori qui favorise les zones de régions homogène, l'ICM va tout de même 
hoisirla 
lasse blan
he qui est asso
ié à l'énergie la plus faible <1pt>.V. Mis
 ( 25 pts)Répondre brièvement (1 à 2 phrases) aux questions suivantes :1. Donner le prin
ipal avantage du �ltrage fréquentiel (lorsqu'on utilise une FFT) 
omparativement au�ltrage spatial (3 points).2. Donner approximativement le nombre d'opérations né
essaire pour un �ltrage fréquentiel (utilisantune FFT) et un �ltrage spatial ave
 un masque de 
onvolution de taille M ×M et une image de taille

N × N (on prendra la 
onvention suivante une addition 
omplexe = 2 ops et une multipli
ation de 2
omplexes = 6 ops, une opération = 1 multipli
ation = 1 op). A partir de quelle longueur du masque de
onvolution est il plus avantageux de prendre le �ltrage fréquentiel (pour une image de taille 128× 128par exemple) ? (7 points).3. Quel est le type de 
onvolution spatiale équivalente doit on s'attendre lorsqu'on fait du �ltrage fré-quentiel ; 
elui dont les bords de l'image sont remplies de valeurs nulles, 
elui ou l'image est 
onsidéré
omme toroïdale ou 
elui ou les bords de l'image ne sont pas prises en 
ompte ? Justi�er votre réponse(3 points).



4. Donner la prin
ipale limitation de la Transformée de Hough pour la déte
tion de formes 
omplexes quipourrait être paramétrisée (3 points).5. Comment feriez vous une spé
i�
ation d'histogramme d'une image 
ouleur ? (3 points).6. Dans le 
adre d'une re
her
he d'ellipse dans une image N×N grâ
e à la transformée de Hough, quelleest la taille de la matri
e mémoire d'a
umulation né
essaire ? (2 points). Dans le 
adre d'une re
her
hed'ellipse dans une image N×N (
omportant 10% de points de 
ontours préalablement déte
tés) parla Transformée de Hough ; quelle est le nombre de fois que l'on doit évaluer l'équation de l'ellipse ? (4points).Réponse1. Le �ltrage fréquentiel (lorsqu'on utilise une FFT) est plus rapide que le �ltrage spatial surtout pourdes masque de 
onvolution de taille importante <3pts>.2. Pour le �ltrage fréquentiel : 2N2 log N (FFT + IFFT de l'image) + M2 log M (FFT masque) + 6N2(multipli
ation de N2 
omplexes dans l'espa
e des fréquen
es) <3pts>.Pour le �ltrage spatial : N2(2M2 − 1) ≈ 2M2 × N2 <3pts>. À partir d'un masque 3 × 3 ou 4 × 4 ilest plus intéressant (en terme de 
oût 
al
ulatoire) de faire du �ltrage fréquentiel <1pt>.3. Celui où l'image est 
onsidéré 
omme toroïdale 
ar la te
hnique de �ltrage fréquentiel périodise intrin-sèquement l'image <3pts>.4. La paramétrisation de 
es formes né
essite beau
oup de paramètres et don
 une matri
e de sto
kagetrès importante et un temps de 
al
ul très important <3pts>.5. En faisant trois spé
i�
ation, respe
tivement des matri
es images Rouges, Verts, Bleus <3pts>.6. Dans 
e 
as on a besoin de déterminer 1 
entre (i.e., 2 paramètres) et deux rayons soit 4 paramètres. Lataille de la matri
e d'a
umulation est don
 N4 <2pts> . On doit évaluer 
ette équation pour 
haquepoint de 
ontour, i.e., pour 0.1N2 points de 
ontour et pour 
ha
un de 
es points on doit 
al
uler sone�et sur les N4 points de la matri
e d'a
umulation. On doit évaluer don
 en tout 0.1N6 fois 
etteéquation <4pts>. (Nota : Réponse 0.1N6 non justi�é : 3/6).VI. Compression d'image (10 pts)Quel est le nombre minimum de bits (Borne supérieure théorique) ave
 lequel on peut 
ompresser 
etteimage de taille 8 × 8 pixels (et 
omportant trois niveaux de gris di�érents) sans au
une perte ?
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���Fig. 2 �RéponseOn 
al
ule l'entropie de 
ette image (
f. 
ours Compression d'images, 
ompression d'Hu�man (2)),



Nb Moyen de bits > Entropy = −

Gmax∑

i=0

hi log2(hi) < 2pts >.où la sommation se fait sur les di�érents niveaux de gris de 
ette image. Gmax est le nombre de niveauxde gris maximal et hi la probabilité d'avoir le niveau de gris = i. On trouve,Entropy =
2∑

i=0

hi log2(hi) =
44

64
log2

(
44

64

)

+
17

64
log2

(
17

64

)

+
3

64
log2

(
3

64

)

< 4pts >.

= 0.3716 + 0.5080 + 0.2069

= 1.0866 bits/pixel.< 1pts >.Il faut don
 au minimum 64 × 1.0866 pour 
oder 
ette image sans perte soit 69.54 bits <3pts>.VII. Segmentation (25 pts)Imaginez que vous soyez traiteur d'image pour la météo et que vous disposiez d'une grande banqued'images météorologiques du 
ontinent nord améri
ain (par exemple la 
on�guration météorologique heurepar heure et pour les vingt dernières années du 
ontinent nord-améri
ain) et que 
es images soient toutesprises selon la même disposition et le même angle de vue 
omme 
elle donnée à la Figure 3a.
(a) (b) (
)Fig. 3 � Images météo1. Comment feriez vous pour obtenir automatiquement, dans un premier temps, l'image donnée à la �gure3b (sa
hant que parmi la banque d'images que vous disposez vous n'avez au
une image du 
ontinentnord-améri
ain dans laquelle il n'y a pas de nuage !) ? Donnez au moins une te
hnique (5 points).2. Supposons que vous ayez obtenu l'image donnée à la Figure 3b, 
omment feriez vous pour obtenir àpartir des images 3a et 3b, l'image 3
 qui représente seulement les nuages ? (i.e., une image segmentéede nuage) (5 points).3. Imaginons maintenant que vous ayez obtenu, pour 
ha
une des images de votre banque d'images,une image segmentée ou seule les nuages sont représentés. Vous disposez don
 de la 
on�gurationmétéorologique des nuages, heure par heure, et pour les vingt dernières années du 
ontinent nord-améri
ain. Imaginez maintenant que l'on vous donne l'image météo de la journée et de l'heure en 
ourset que vous deviez ré�é
hir à une pro
édure qui permettent automatiquement de trouver l'image de
on�guration météorologique qui ressemble le plus à 
elle 
i dans votre base de donnée. Quelle seraitune te
hnique simple ? Justi�er votre réponse (5 points).



4. On 
onsidère maintenant une te
hnique lo
ale qui 
onsiste à diviser 
ha
une des images segmentée denuage en petites imagettes 
omme 
elle donnée à la �gure 4d et de 
al
uler des attributs sur 
ha
unedes petites fenêtres. l'ensemble de 
es attributs peuvent être utilisés dans une appro
he de 
lassi�
ationpour mesurer la ressemblan
e d'une 
on�guration de nuage entre deux nuages. Quel type d'attributspourriez vous prendre ? (5 points).5. Imaginez un système simple et automatique de prédi
tion météo basé sur 
es prétraitements et 
ettemesure de ressemblan
e (5 points) 1.
Fig. 4 �Réponse1. Pour obtenir automatiquement l'image du ba
kground, Il s'agit d'un faire un �ltre passe-bas temporelet plus pré
isément un moyennage non pas spatial mais temporel ! <3pts>. Si vous faite la moyenned'un grand nombre d'images météorologique du 
ontinent améri
ain, 
ette moyenne tendra vers l'imageprésentée en 3 
ar statistiquement les nuages se répartissent aléatoirement d'une image à l'autre etpeuvent être 
onsidéré 
omme un signal aléatoire. On suppose de 
e fait que la distribution des nuagesest relativement uniforme. Vous pouvez faire aussi l'équivalent d'un �ltrage médian temporel qui aurale même résultat et même sera plus robuste si vous disposez d'un nombre plus faible d'image météo du
ontinent nord-améri
ain <2pts>.2. Le plus simple, si vous disposez des images 3a et 3b et en supposant que 
es images soient parfaitementre
alées, est de faire une élimination du ba
kground en soustrayant l'image (a) à l'image (b) (oul'inverse) <3pts>, prendre la valeur absolue (pixel à pixel) du résultat obtenu et de seuiller l'imageave
 un treshold pour obtenir une segmentation deux 
lasses (
lasse blan
he pour les nuages et 
lassenoir pour le ba
kground) <2pts>.3. Une te
hnique simple serait de segmenter l'image en 
ours par la te
hnique vue pré
édemment puis desoustraire 
ette image à toute les images segmentées de votre base et de 
al
uler une valeur absolue(pixel à pixel) du résultat obtenu puis en�n 
al
uler le nombre de pixel total qui ne sont pas nulle.L'image des nuages ressemblant le plus à 
elle en 
ours serait asso
iée au résultat le plus pro
he dezéro. Une autre te
hnique serait d'utiliser une mesure de 
orrélation. L'image des nuages ressemblantle plus à 
elle en 
ours serait asso
iée au résultat le plus pro
he de un <5pts>.4. De nombreuses solutions sont possibles ! Exemples : moyenne, varian
e, matri
e de 
orrélation et
.Mais n'oubliez pas que vous pouvez prendre aussi des attributs 
ara
téristiques temporels puisquevous disposez de l'image de 
on�guration prise une heure plus t�t ! <5pts>.5. Un système simple de prédi
tion météo 
onsisterait à trouver automatiquement la 
on�guration météoqui ressemblerait le plus à 
elle de l'image de 
on�guration météo en 
ours et de donner les résultatsmétéorologique asso
ié (i.e., températures, pressions, pré
ipitations, et
. ) ... <5pts>.1Remarque : Ces idées de prétraitements et 
ette appli
ation est inspirée de l'arti
le Content-based Video Query andSpatio-temporal pattern Analysis on Fixed-view Motion Imagery, 5th World Multi-Conferen
e on Systemi
s, Cyberneti
s andInformati
s, SCI 2001, Con
epts and Appli
ations of Systemi
s and Informati
s, Orlando, Floride, USA, July 2001.


