
DIROIFT 6150 EXAMEN THÉORIQUEMax MignotteDIRO, Département d'Informatique et de Re
her
he Opérationnelle.http : //www.iro.umontreal.
a/∼mignotte/ift6150e-mail : mignotte�iro.umontreal.
aDate : 09/12/2002
I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Transformée de Fourier (16 pts).II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . TFD & FFT (15 pts).III . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Filtrage (10 pts).IV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Segmentation 
ontour (10 pts).V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Transformée de Hough (15 pts).VI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Mis
. (35 pts).Total . . . . . . . . . . . . . . . . 101 points.

Tous do
uments, 
al
ulatri
es et 
al
ulateurs personnels autorisés



I. Transformée de Fourier (16 pts)1. Trouver la Transformée de Fourier de la fon
tion Gaussienne, d'é
art type σ, Nσ(x) :
Nσ(x) =

1

σ
√

2π
exp

(

− x2

2σ2

)en vous servant de l'invarian
e par Transformée de Fourier de la fon
tion exp(−πx2) et des propriétésde 
ette Transformée (4 points).2. Trouver la Transformée de Fourier de (

Nσ1
(x) ∗ Nσ2

(x)
) où �∗� désigne l'opérateur de 
onvolution (4points).3. Trouver l'expression analytique de la fon
tion (

Nσ1
(x)∗Nσ2

(x)
) (dans le domaine spatial). En déduirequelle est le �ltrage spatial équivalent à deux �ltrage spatial Gaussiens d'é
art type σ=1 (4 points).4. Soit la fon
tion W(x), telle que F(W(x)) = 1/(2πjν). En passant dans le domaine fréquentielle pourse simpli�er la tâ
he, 
al
uler :

(

Nσ(x) ∗W(x)
)′où "′" désigne l'opérateur de dérivation (4 points).Réponse1.Nous avons F [exp(−πx2)] = exp(−πν2) (Cf. 
ours). En utilisant la propriété de dilatation de la TF, i.e.,

F [f(ax)] = (1/|a|)F (ν/a) ave
 f(x) = exp(−πx2) et a = (1/σ
√

2π), on obtient :
F

[

exp(− x2

2σ2
)

]

= σ
√

2π exp(−2π2σ2ν2)et don
, F
[

Nσ(x)=
1

σ
√

2π
exp(− x2

2σ2
)

]

= exp(−2π2σ2ν2) < 4 pts >2.
F [Nσ1

(x) ∗ Nσ2
(x)] = exp(−2π2σ2

1ν
2) exp(−2π2σ2

2ν
2)

= exp
(

−2π2(σ2
1 + σ2

2) ν2
)

< 4 pts >3.Par TF inverse de la dernière expression, on trouve :
Nσ1

(x) ∗ Nσ2
(x) = F−1

[

exp
(

−2π2(σ2
1 + σ2

2) ν2
)]

= N√
σ2

1
+σ2

2

(x)Le �ltrage équivalent à deux �ltrage Gaussiens d'é
art type σ = 1 est un �ltrage Gaussiens d'é
art type
σ=

√
2. <4 pts>4.On a :
F

[(

Nσ(x) ∗W(x)
)′]

= 2πjν
[

exp(−2π2σ2ν2)
1

2πjν

]

= exp(−2π2σ2ν2) = F
[

Nσ(x)
]

< 2 pts >et don
, (

Nσ(x) ∗W(x)
)′

= Nσ(x) < 2 pts >



II. TFD & FFT (15 pts).1. Pour une image de taille N ×N , indiquer le nombre d'opérations né
essaires (
omplexité) pour (5points) :(a) Faire la Transformée de Fourier Dis
rète (TFD).(b) Faire la TFD en utilisant la propriété de séparabilité de 
ette transformée (i.e., en utilisant unesérie de TFD 1D).(
) Faire une Fast Fourier Transform (FFT) en utilisant la propriété de séparabilité de 
ette trans-formée (i.e., en utilisant une série de FFT 1D).(d) Faire une FFT 2D.2. Cal
uler par TFD les quatre 
oe�
ients spe
trals du ve
teur de 4 é
hantillons suivant :
[1 1 1 1]Indiquer aussi quel interval de fréquen
e sépare le premier du deuxième é
hantillon (5 points).3. Cal
uler en utilisant le prin
ipe de la FFT les deux premiers é
hantillons spe
tral de 
e même ve
teur(5 points).Réponse1.1. TF2D d'une image N×N = N4. <1.25 pt>2. TF2D d'une image N×N = 2N TF1D = 2N(N2) = 2N3. <1.25 pt>3. FFT2D d'une image N×N = 2N FFT1D 2N(N log N) = 2N2 log N . <1.25 pt>4. FFT2D d'une image N×N = N2 log N . <1.25 pt>2.

F (0) = 1 < 1 pt >

F (1) =
1

4

3
∑

x=0

exp(−πjx/2) =
1

4

(

exp(0) + exp(−πj/2) + exp(−πj) + exp(−3πj/2)
)

=
1

4
(1 − j − 1 + j) = 0,

< 1 pt >

F (2) =
1

4

3
∑

x=0

exp(−πjx) =
1

4

(

exp(0) + exp(−πj) + exp(−2πj) + exp(−3πj)
)

=
1

4
(1 − 1 + 1 − 1) = 0,

< 1 pt >

F (3) =
1

4

3
∑

x=0

exp(−3πjx/3) =
1

4

(

exp(0) + exp(−3πj/2) + exp(−3πj) + exp(−9πj/2)
)

=
1

4
(1 − j − 1 + j) = 0.

< 1 pt >L'interval de fréquen
e séparant le premier du deuxième é
hantillon est la resolution fréquentielle ∆ν =
1/T ave
 T la plus grande période existant dans le signal (i.e., la longueur même du signal, don
 T = 4∆T ),ave
 ∆T , la résolution spatiale ; (∆T = 1 (1 pixel)) et de 
e fait ∆ν = 1/4. <1 pt>3. <1 pt>
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Fig. 1 �On doit 
al
uler F4(0) et F4(1).
F4(0) =

1

2

[

F paire
2 (0) + F impaire

2 (0)
]

,

=
1

2

[1

2

[

F paire
1 + F impaire

1 (0)
]

+
1

2

[

[

F paire
1 (0) + F impaire

1 (0)
]

]

,

=
1

4

[

1 + 1 + 1 + 1
]

= 1.

< 2pts >

F4(1) =
1

2

[

F paire
2 (1) − jF impaire

2 (1)
]

,

=
1

2

[1

2

[

, F paire
1 (1) − F impaire

1 (1)
]

− (j/2)
[

F paire
1 (1) + F impaire

1 (1)
]

]

,

=
1

2

[1

2

[

1 − 1
]

−(j/2)
[

1 − 1
]

]

= 0.

< 2pts >III. Filtrage (10 pts).On rappelle que le �ltrage de Marr d'une image I 
onsiste en deux étapes,1. Un �ltrage Gaussien réalisé sur I.2. Le 
al
ul du lapla
ien de l'image �ltrée obtenu à l'étape 1.Donner l'expression analytique de 
e �ltre dans le domaine spatial (5 points) et dans le domaine spe
tral1(5 points). On ne 
onsiderera qu'une seule et unique dimension pour simpli�er le problème et on s'aiderapour trouver l'expression analytique de 
e �ltre dans le domaine fréquentiel de la TF d'une gaussienne etdes propriété de dérivation de la TF.Réponse1.Les étapes 1. et 2. reviennent à �ltrer l'image I par le lapla
ien d'une Gaussienne. En ne 
onsidérantqu'une seule et unique dimension, 
ela revient à �ltrer l'image I par une PSF qui serait analytiquement la1On rappelle qu'une distribution Gaussienne s'é
rit,
G(x) =

1
√

2πσ
exp (−

x2

2σ2
),



dérivée se
onde d'une Gaussienne. Pour obtenir l' expressions analytique de 
e �ltre dans l' espa
e physique,
onsidérons la dé�nition d'une fon
tion Gaussienne :
G(x) =

1√
2πσ

exp (− x2

2σ2
),Sa dérivée par rapport à x est :

G′(x) = − x√
2πσ3

exp (− x2

2σ2
), < 2.5pts >et sa dérivée se
onde (ou son lapla
ien en x),

G′′(x) =
1√

2πσ3

(

x2

σ2
− 1

)

exp (− x2

2σ2
), < 2.5pts >
e qui nous donne l'expression analytique de 
e �ltre dans l'espa
e spatial suivant la dire
tion x.Cher
hons maintenant son expression analytique dans le domaine de Fourier. Utilisons la propriété dedérivation de la TF pour établir que F(G(x)′′) = (2πjν)2F(G(x)) = −4π2ν2F(G(x)) et le fait, déjà établien 
ours que F(G(x)) = exp (−2π2u2σ2). On en déduit l'expression analytique du �ltre dans le domainefréquentiel :

F(G(x)′′) = −4π2ν2 exp (−2π2u2σ2). < 5pts >IV. Segmentation 
ontour (10 pts).Répondre aux questions suivantes1. Quel est le nombre de seuils dans la méthode de Canny (3 points) ?2. Quel est le but de la suppression des non-maximums dans la méthode de Canny (3 points) ?3. Quel est le but du seuillage par hysteresis dans la méthode de Canny (4 points) ?Réponse1. En fait, il y en a trois ; le σ du �ltrage Gaussien <1 pt>, et les deux seuils né
essaires au seuillagepar hysteresis. <2 pts>2. Le but de 
ette méthode est de lo
aliser plus pré
isement le point de 
ontour en réalisant une sorted'érosion des artefa
ts de points de 
ontour dans son voisinage. Idéalement un point de 
ontour est unique.<3 pts>3. Le but de 
ette méthode est de réduire la probabilité de faux 
ontour et de 
onne
ter les points de
ontour (et les portions de 
ontour) le long d'un 
ontour même si 
es derniers sont asso
iés, quelquefois dufait du bruit ou de l'o

lusion, à une faible magnitude (ou amplitude de gradient) (mais néanmoins supérieurau seuil bas de l'hysteresis). <4 pts>V. Transformée de Hough (15 pts).Répondre aux questions suivantes ;1. Donner l'organigramme de l'algorithme permettant de déte
ter, par la transformée de Hough, les 
entresd'objets 
ir
ulaires (quelque soit le rayon de 
es objets 
ir
ulaires !) dans une image de 
ontour N ×Npréalablement déte
té (don
 une image binaire de 
ontour). Donner dans 
et organigramme l'équationqui est évaluée pour toute les 
ellules de la matri
e d'a

umulation (10 points).



2. Serait il possible d'utiliser dans la méthode de Hough, non plus l'image de 
ontour binaire mais l'imagedu module du gradient (don
 une image dis
rétisé de module de gradient) pour remplir la matri
ed'a

umulation. Expliquer 
omment. Donner les avantages et les in
onvenients de 
ette te
hnique parrapport à 
elle qui utilise une image binaire de 
ontour (5 points).Réponse1.Initialisation à zéro d'une matri
e 2 D N×N (matri
e d'a

umulation ave
 en abs
isse la 
ordonnée x eten ordonnée la 
oordonnée y du 
entre d'un objet 
ir
ulaire re
her
hé).1. Pour tout les points (xi, yj) de 
ontour de l'image ;2. Pour tout les points (xs, ys) de la matri
e d'a

umulation ;3. Pour R variant de 0 à N par pas dis
ret ;4. Evaluer (xi − xs)
2 + (yi − ys)

2 = R2 (Eq. (1))5. Si (1) est vraie, in
rémenter de 1 la 
ellule (xs, ys)Ensuite on doit déte
ter les maximas de 
ette matri
e d'a

umulation, 
es maximas nous donne la positiondu 
entre des objets 
ir
ulaires présent dans l'image de 
ontour mais pas le rayon de 
es objets 
ir
ulaires.<10 pts>2.Il su�t d'in
rémenter la 
ellule (xs, ys) si Eq. (1) est véri�é, non plus de 1 mais du module de gradientasso
ié à 
e point de 
ontour <2 pts>. Les in
onvénients de 
ette méthode est le temps de 
al
ul qui estplus important (l'étape 1. est rempla
é par tous les points de l'image). <1.5 pts>Les avantages de 
ette méthode est la robustesse. Si une portion de 
ontour d'un objet (que l'on re
her
he)n'a pas été dete
tée par l' étape préliminaire de déte
tion de 
ontour (par Canny par exemple) à 
ause d'unfaible gradient, sa 
ontribution par la méthode 2 (pour l'estimation de la fon
tion d'a

umulation) ne serapas 
ompletement nulle. <1.5 pts>VI. Mis
 ( 35 pts)Répondre brièvement (2 à 6 phrases) aux questions suivantes :1. Que proposez vous, 
omme traitement simple, pour améliorer la visibilité des détails de l'image (a)(image sattelitaire de la planête Mars) dans 
e qui semble être l'intérieur des yeux ou les globeso

ulaires de 
e visage ? Justi�er votre réponse (4 points).2. Que proposez vous pour segmenter l'image (b) (gau
he) suivant deuz zones de région homogène (régionasso
iée aux petits 
er
les et région asso
iée aux grands 
er
les 
omme l'image de droite) ? Donnez deuxméthodes et justi�er votre réponse (6 points).3. Que proposez vous 
omme prétraitement pour pouvoir segmenter l' image (c) ave
 un seuillage optimal ?Justi�er votre réponse (3 points).4. Rappeler l'expression d'un rehauseur de 
ontour à partir de l'image original et (1) à partir d'un �ltrepasse bas ou passe haut, (2) à partir d'opérateurs morphologiques (6 points).5. Dis
uter de 
e que pourrait donner une 
lassi�
ation de texture (Cf. TP no6) si on 
ombinait leve
teur de 
ara
téristique des attributs de textures ave
 deux attributs supplémentaires 
orrespondantà la position spatiale (x, y) des pixels à 
lasser. Dis
uter de 
e que 
ela pourrait 
orrespondre 
ommeinformation à priori donnée impli
itement au pro
essus de 
lustering (5 points).6. Que proposez vous 
omme méthode (autre que 
elle présentez dans les notes de 
ours) permettant defaire de la granulométrie à partir de l'image (d) (3 points) ?



7. Soit x une imagette de dimension 4 lignes, 4 
olonnes, prenant deux niveaux de gris possible (blan
et noir) pour 
haque pixel, auquelle on asso
ie le ve
teur de v.a X . On 
onsidere que X est un 
hampMarkovien (PX(x) = 1

Z
exp

(

−∑

c∈C Vc(x)
)) relatif à un voisinage du 2nd ordre en ne 
onsidérantque les 
liques binaires. On 
onsidere pour 
e modèle des fon
tions potentiels de la forme ; Vc(x) =

βs,t

(

1 − δ(xs − xt)
).(a) Dé�nisser 
e que l'on entend par voisinage du se
ond ordre ainsi que les di�érentes 
liques utilisées(2 points).(b) Représenter selon 
e modèle la 
on�guration (i.e., l'imagette) x la plus probable, et la moinsprobable (3 points).(
) Donner pour 
es deux 
on�gurations, la probabilité asso
iée (en fon
tion de Z, la 
onstante denormalisation) de 
es deux 
on�gurations (3 points).

(a) (b)
(
) (d)Fig. 2 �Réponse1. Par exemple un traitement pon
tuel 
omme une transformation linéaire par mor
eau ave
 une pentetrès pronon
ée dans les zones de niveaux de gris très sombres. Cela permetrait d'améliorer la visibilitédes détails dans les zones de niveaux de gris très sombres et de savoir si il existe des détails dans (
equi semble être) les globes o

ulaires de 
e visage (pour a�rmer ou in�rmer l'hypothèse de savoir siil s'agit réellement d'un visage). On pourrait utiliser aussi les fausses 
ouleurs <4 pts>. (Réponsesmoins bonnes, (3pts/4) : égalisation d'histogramme ou �ltage homomorphique).



2. (a) Morphologie mathématique : ouverture par un élément stru
turant permettant d'éliminer les petits
er
les et fermeture ave
 un élément stru
turant permettant de fusionner les gros 
er
les entre eux.L'image obtenue est de deux niveaux de gris représentant les deux 
lasses de 
ette segmentationre
her
hée. <3 pts>(b) Utiliser une transformée de Hough sur le résultat d'un déte
teur de 
ontour sur 
ette image etensuite re
her
her dans la matri
e d'a

umulation de dimension trois ((x, y) 
entre du 
er
le et rrayon des 
er
les) les deux matri
es 2D où il y a le plus de pi
s d'a

umulation. La position de
es pi
s dans 
es deux matri
es nous permettrait de délimitter les deux régions de 
ette image.<3 pts> (on pourrait utiliser une segmentation texturale).3. Un �ltrage homomorphique permettrait de 
orriger ou d'atténuer le défaut d'illumination existantdans 
ette image et permettrait de pouvoir utiliser e�
a
ement ensuite une te
hnique de seuillageoptimal. <3 pts>. (Réponses moins bonnes : utilisation d'une opération pon
tuelles inverse utilisantles niveaux de gris de la première ligne de l'image).4. (a) À partir d'un �ltre passe bas ou passe haut :Image rehaussée = (K-1) (image originale) - Filtre Passe Bas (image original)Image rehaussée = (K-1) (image originale) + Filtre Passe Haut (image original) <3 pts>.(b) À partir d'opérateurs morphologiques :Un déte
teur de 
ontour (�ltre passe haut) par opérateur morphologique s'é
rit, si on appelle Il'image original, et B l'opérateur morphologique : (I ⊞B)− (I ⊟B). Le rehausseur d'image s'é
ritdon
 : Image rehaussée = (K-1) (I) + (I ⊞ B) − (I ⊟ B). <3 pts>5. Cela serait interessant, permettrait d'améliorer les résulats de la 
lassi�
ation en admettant que lesformes re
her
hé dans l'image segmentée soient relativement 
ompa
tes. L'information a priori don-née impli
itement au pro
essus de 
lustering est la suivante : les pixels voisins ont plus de 
han
ed'appartenir à la même 
lasse. <5pts>6. Par exemple ave
 l'algorithme HIT or MISS utilisant les opérateurs morphologiques. <3 pts>7. (a) Les 8 voisins d'un site. Cliques horizontales, verti
ales, diagonales droites et diagonales gau
hes.<2pts>(b) L'imagette la plus probable selon 
e modèle est l'imagette toute blan
he ou toute noire. La plusimprobable est l'imagette représentant un damier. <3 pts>(
) PX(imagette de 
ouleure uniforme) = 1

Z
exp(0) = 1

Z
.

PX(imagette en damier) = 1

Z
exp(−(48)).<3 pts>


