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I. Transformée de Fourier (25 pts)1. Soit la fon
tion f(x), dé�nie par,
f(x) =

{
exp(−x) si x ≥ 0

0 si x < 0Cal
uler F (ν) = F [f(x)], i.e., la transformée de Fourier de f(x) et mettre le résultat de 
ette transforméede façon à faire apparaître la partie réelle et la partie imaginaire de F (ν). <5 pts>2. Trouver le module et la phase (ou l'argument) de F (ν) (i.e., |F (ν)| et Φ(ν) = arg(F (ν)) et tra
ergrossièrement l'allure de |F (ν)|. <5 pts>3. Si on 
onsidère que le spe
tre d'amplitude est nulle lorsque son amplitude est inférieure à 1 % de savaleur max, ave
 quelle période d'é
hantillonnage Te maximale (approximatif) peut on é
hantillonner
f(x) ? <4 pts>4. Que peut on dire des propriété de la transformée de Fourier de la fon
tion f(x) = exp(−a|x|) (sans la
al
uler). Cal
uler ensuite 
ette TF. Aurait on obtenu la même 
hose si on avait 
al
uler F−1[f(x)] aulieu de F [f(x)]. Expliquer pourquoi. <7 pts>5. En utilisant une propriété de la TF et en utilisant une propriété liée à la symétrie de F [f(x)] 
al
ulé àla question pré
édente, en déduire la Transformée de Fourier de la fon
tion g(x) = 2

1+4π2x2 . <4 pts>Réponse1. En utilisant dire
tement la dé�nition de la TF,
F (ν) = F [f(x)] =

∫ ∞

0

f(x) exp(−2πjνx) dx =
−1

1 + 2πjν

[

exp
(
−x(1 + 2πjν)

)]∞

0
,

=
1

1 + 2πjν
. < 3pts >En multipliant le numérateur et le dénominateur de 
ette expression par (1 − 2πjν), on isole la partie réelleet la partie imaginaire de F (ν), et on obtient,

F (ν) =
1

1 + 4π2ν2
︸ ︷︷ ︸

R(F (ν))

+j
−2πν

1 + 4π2ν2
︸ ︷︷ ︸

Im(F (ν))

< 2pts >.2. On obtient le module et l'argument à partir du résultat pré
édent,
|F (ν)| =

√

(R(F (ν))2 + (Im(F (ν))2 =
1√

1 + 4π2ν2
, < 1pt >Arg(F (ν)) = arctan(−2πν) < 2pts >.
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3. |F (ν)| = 0.01 pour une fréquen
e de demi-é
hantillonage de ν ≈ 16 ou une période d'é
hantillonagede Te = 1/32 <4 pts>.4. La fon
tion est réelle et paire, don
 sa transformée sera réelle pure et paire. <2 pts>
F [exp(−a|x|)] =

∫ 0

−∞

exp
(
x(a − 2πjν)

)
dx +

∫ ∞

0

exp
(
−x(a + 2πjν)

)
dx =

1

a − 2πjν
+

1

a + 2πjν
,

=
2a

a2 + 4π2ν2
. < 3pts >On aurait obtenu la même 
hose en 
al
ulant la TF inverse 
ar lorsqu'une fon
tion est paire, on a F = F−1.<2 pts>5. La fon
tion est paire don
 
al
uler sa TF est équivalent à 
al
uler sa TF inverse. La questionpré
édente nous a montré que F−1( 2a

a2+4π2ν2 ) = exp(−a|x|) qui est vrai quelque soit a, même pour a = 1 etdon
,
F

( 2

1 + 4π2x2

)

= exp(−|ν|). < 4pts >

II. TFD-DCT-FFT -Compression (35 pts).1. TFD(a) Pour une image de taille N×N , indiquer le nombre d'opérations né
essaires (
omplexité) pourFaire la TFD en utilisant la propriété de séparabilité de 
ette transformée (i.e., en utilisant unesérie de TFD 1D). <1.5 pt>(b) Quelquefois en traitement d'image il est né
essaire de faire une transformée de Fourier d'un volumede donnée N ×N ×N (par exemple pour une séquen
e d'image ou le temps est vu 
omme unedimension supplémentaire ou pour une image 3D). Indiquer le nombre d'opérations né
essaires(
omplexité) pour Faire la TFD de 
e volume en appliquant dire
tement la formule et ensuite enutilisant la propriété de séparabilité de 
ette transformée et en utilisant une série de TFD 1D.Même question mais si 
ette fois on disposait d'une FFT 2D et d'une FFT 1D pour faire 
etteTFD 3D. <6 pts>2. TCD versus TFD(a) Soit le signal dis
ret f(x) = [1, 2, 3, 4] (i.e., f(0) = 1, f(1) = 2, f(2) = 3; f(3) = 4; ). Trouver etreprésenter sur un graphique |F (0)|, |F (1)|, |F (2)| et |F (3)| le module des 4 
oe�
ients spe
tralde f(x) 
al
ulé par une TFD. <6 pts>(b) Comment doit on réellement 
onsidérer le signal spatial f(x) si on utilise sur 
elui-
i l'outil dis
retde la TF, 
ad la TFD et non la Transformée de Fourier 
ontinue ? Représenter f(x) tel que 
esignal est réellement vu par la TFD. <3 pts>(
) On rappelle maintenant la dé�nition de la Transformée de 
osinus dis
rète (TCD) :
C(u) = k(u)

N−1∑

n=0

f(n) cos
((2n + 1)uπ

2N

)

,ave
 k(u) =
√

1/N si u = 0 et k(u) =
√

2/N sinon. Comment devrait on réellement 
onsidérerle signal spatial f(x) si on utilisait sur 
elui-
i la TCD? Représenter f(x) tel que 
e signal estréellement vu par la TCD. <3 pts>



(d) Trouver et représenter sur un graphique |C(0)|, |C(1)|, |C(2)| et |C(3)| le module des 4 
oe�
ientsspe
tral de f(x) 
al
ulé par une TCD. <6 pts>(e) Quelle sont des deux signaux (i.e., f(x) vu par une TFD ou f(x) vu par une TCD) 
elui qui
omporte le moins de hautes fréquen
es et déduire 
elui qui est le plus intéressant pour le problèmede la 
ompression. <3 pts>(f) Utiliser les résultats pré
édents pour en déduire un algorithme qui 
al
ule une TCD sur un signalde longueur N é
hantillons utilisant une TFD sur un signal de longueur 2N é
hantillons. Dansquel 
as pourra on même utiliser une FFT au lieu d'une TCD? <2.5 pts>3. FFT(a) Indiquez au moins deux raisons qui explique que l'on utilise une FFT plut�t qu'une TCD qu'enon veut 
onnaître le spe
tre d'une image. <2 pts>(b) Expliquer dans quel 
as les problèmes de dis
ontinuité 
réé par la TCD ou FFT (périodi
ité del'image) ne 
onstitue pas un problème 
omparativement a la méthode de 
ompression JPEG.<2 pts>Réponse1aTF2D d'une image (N×N) ⊲ 2N TF1D = 2N(N2) = 2N3. <1.5 pt>1bTF3D d'un volume (N×N ×N) ⊲ N2×N2×N2 = N6. <1.5 pt>.En 
onsidérant maintenant la propriété de séparabilité de la TFD et en faisant su

essivement des sériesde TFD1D sur la longueur, largeur et hauteur de 
e volume, on obtient,TFD3D d'un volume (N×N ×N) = N2TFD1D
︸ ︷︷ ︸en x + N2TFD1D

︸ ︷︷ ︸en y + N2TFD1D
︸ ︷︷ ︸en z = 3N4. <3 pts>Si on disposait d'une FFT 2D et d'une FFT 1D, on aurait besoin de N3 log N2 + N3 log N opérations.<1.5 pts>2aLes 4 
omposantes fréquentiel obtenu par la TFD de f(x) sont,

F (0) = (1/4)(1 + 2 + 3 + 4) = 5/2,

F (1) = (1/4)(1 + exp(−jπ/2) + 3 exp(−jπ) + 4 exp(−3jπ/2)) = (1/4)(−2 + 2j),

F (2) = (1/4)(1 + 2 exp(−jπ) + 3 exp(−j2π) + 4 exp(−3jπ)) = −1/2,

F (3) = (1/4)(1 + 2 exp(−j3π/2) + 3 exp(−j3π) + 4 exp(−j9π/2)) = (1/4)(−2 − 2j).

< 4pts >En module on a |F (0)| = 5/2, |F (1)| =
√

8/4, |F (2)| = 1/2, |F (3)| =
√

8/4. <1 pt> et on obtient legraphique suivant,
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<1 pt>2b



Le signal aura for
ement un spe
tre dis
ret dans le domaine fréquentiel puisqu'on utilise la TFD. Don
dans le domaine spatial, 
e signal sera vu 
omme une séquen
e périodique (
f. Figure).
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x

f(x) <3 pts>2
Le signal f(x) serait vu ave
 une symétrie miroir (
f. Figure).
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x

f(x) <3 pts>2dLes 4 
omposantes fréquentielles obtenues par la TCD de f(x) sont,
C(0) = (1/2)(1 + 2 + 3 + 4) = 5,

C(1) = (1/
√

(2))
]
cos(π/8) + 2 cos(3π/8) + 3 cos(5π/8) + 4 cos(7π/8)

]
≈ −2.23,

C(2) = (1/
√

(2))
]
cos(π/4) + 2 cos(3π/4) + 3 cos(5π/4) + 4 cos(7π/4)

]
= 0,

C(3) = (1/
√

(2))
]
cos(3π/8) + 2 cos(9π/8) + 3 cos(15π/8) + 4 cos(21π/8)

]
≈ −0.16,

< 4pts >
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<2 pts>2eC'est le signal vu par la TCD qui 
omporte le moins de hautes fréquen
es (la dis
ontinuité 
réé parla périodi
ité du signal f(x) 
rée des hautes fréquen
es). C'est don
 la TCD qui est le plus utile pour leproblème de la 
ompression des signaux et des images ; Le nombre d'é
hantillons spe
traux envoyés pourreprésenter le signal sera don
 moins important ave
 la TCD et le taux de 
ompression sera ainsi plus élevé.<3 pts>2fL'astu
e pour 
al
uler une TCD sur un signal de longueur N 
onsiste don
 à le rendre symétrique miroirpuis a 
al
uler sur le signal résultant (de longueur 2N) une TFD 
lassique. Si la longueur de l'image renduesymétrique miroir est une puissan
e de 2 on pourra même utiliser une FFT. <2.5 pts>3a La FFT nous permet de 
al
uler rapidement le spe
tre (plus rapidement qu'une TCD) et nouspermet d'avoir l'information de la phase du spe
tre. <2 pts>3b 2 reponses possibles :



1- ans le 
as ou le bord de l'imagette sont identiques ou l'imagette est pairou2- Le problème de dis
ontinuité 
réé par la TFD ou FFT est d'autant plus visible que l'image est petite.Pour une image de taille 8× 8, la moitié des pixels sont 
on
ernés par 
es dis
ontinuités ((8× 4)/8× 8, dansle 
as d'une image de tailles 128 × 128, seulement 3 % ((128 × 4)/(128 × 128)) des pixels sont a�e
tés don
problème relativement négligeable. <2 pts>
III. Histogramme & opération pon
tuelle (5 pts).1. Donner une façon de 
al
uler la moyenne, µ, et la varian
e σ2 (i.e., le 
arré de l'é
art type)) desvariations des niveau de gris dans une image en utilisant seulement h(1), h(2), . . . , h(255), les valeursde l'histogramme normalisé de 
ette image. <5 pts>Réponse1L'histogramme peut être vu 
omme une densité de probabilité d'o

urren
e des niveaux de gris dansl'image. Le 
al
ul de la moyenne et de la varian
e est don
 immédiat et s'apparente à un moment d'ordre 1et 2 et s'é
rit,

µ =
255∑

i=0

ih(i),

σ2 =
255∑

i=0

(i − µ)2h(i). < 5pts >

IV. Filtrage (20 pts).1. Trouver le but du �ltre g(x, y) qui 
onsiste, sur une image que l'on notera I, en l'opération suivante ;Filtre G = Passe haut(I) + IDétailler les 
al
uls qui vous ont amené a votre réponse et trouver grossièrement la réponse fréquentiellede 
e �ltre. Donner aussi le nom d'un tel �ltre. <13 pts>2. Trouver le masque de 
onvolution 1 dimension suivant x (4 
olonne, 1 ligne) qui réalise une dérivéetroisième (i.e., si f(x,y) 
orrespond au niveau de gris de l'image en (x, y), le masque de 
onvolutionréalisant ∂3f(x,y)
∂x3 ). <7 pts>1 RéponseAppelons h(x, y, le �ltre passe haut, l'opération Filtre G = Passe haut(I) + I s'é
rit mathématique-ment,



g(x, y) = f(x, y) ∗ h(x, y) + f(x, y),

= f(x, y) ∗ h(x, y) + f(x, y) ∗ δ(x, y),

= f(x, y) ∗
[
h(x, y) + δ(x, y)

]
,

↿⇂ F
G(u, ν) = F (u, ν) × [H(u, ν) + 1]. < 7pts >

H(u, ν) + 1 est le �ltre fréquentiel qui sera équivalent à l'opération Filtre G = Passe haut(I) + I. Ce�ltre laissera passer les basses fréquen
es et ampli�era les hautes fréquen
es, il s'agit d'un réhausseur de
ontours dont une 
oupe une dimension à l'allure de la 
ourbe du graphe suivant, <4 pts>
 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

H
(u

)

u

Reponse Frequentielle

H(u)

<2 pts>2 Par 
onvolution répétée (d'un masque de 
onvolution asso
ié à une dérivée première et d'un masquede 
onvolution asso
ié à une dérivée se
onde), on peut trouver le résultat immédiatement.-1 1 ∗ 1 -2 1 = -1 3 -3 1La réponse, 1 -3 3 -1 est bonne aussi (en 
onsidèrant 
ette fois des masques du type 1 -1<7 pts>V. Restauration (10 pts).Dans le 
as de l'algorithme de Ti
honov-Miller, l'image restaurée que l'on re
her
he (f̂(x, y)) est vue
omme le minimum de la fon
tion suivante,
‖g(x, y) − h(x, y) ∗ f̂(x, y)‖2 + α‖c(x, y) ∗ f̂(x, y)‖2,où g(x, y) désigne l'image �oue et bruitée, h(x, y) le �ltre passe-bas 
réant la dégradation de �oue et c(x, y)représentant l'opérateur lapla
ien.1. Indiquer quelle est dans le 
as d'une restauration idéale, le minimum de 
ette fon
tion d'énergie (rai-sonner dans le 
as de la re
her
he d'une image f(x, y) 
onstante en niveaux de gris). <5 pts>2. Indiquer à quoi sert le terme α‖c(x, y) ∗ f̂(x, y)‖2 dans 
ette fon
tion d'énergie. <5 pts>Réponse1Dans le 
as d'une restauration idéale ou optimale, on a f̂(x, y) = f(x, y). De plus on a g(x) = f(x) ∗

h(x) + n(x, y) et α‖c(x, y) ∗ f̂(x, y)‖2 = 0 dans la 
as d'une image f̂(x, y) uniforme en niveaux de gris.



Le minimum de la fon
tion est don
 ‖n(x, y)‖2. <5 pts>2Ce terme sert à 
ontraindre le problème, i.e., à transformer le problème mal posé en un problème bienposé (un résolution unique 
orrespondant à la solution idéale) en éliminant les solutions aberrantes ; enl'o

urren
e dans 
et exemple les images solutions ayant des hautes fréquen
es. <5 pts>VI. Markov (15 pts).La loi de Rayleigh est une loi qui intervient pour modéliser la distribution statistiques des niveaux degris asso
iés aux di�érentes 
lasses (i.e., ave
 les notation du 
ours, PYs/Xs
(ys/xs) d'une image SONAR,e
hographique ou plus généralement toute image a
oustique. Elle s'é
rit,

R(y; α) =
y

α2
exp

(

− y2

2α2

)

,et une représentation graphique pour une valeur de α est.
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1. Donner la fon
tion d'énergie que l'on 
her
herait à optimiser dans le 
as d'une segmentation marko-vienne 2 
lasses. Les niveaux de gris de 
ha
une de 
es deux 
lasses se répartissant selon deux lois deRayleigh di�érentes (i.e., ave
 deux paramètres α di�érents selon la 
lasse utilisée, i.e., αxs
où xs est la
lasse du site s). On utilisera le même terme d'énergie a priori utilisé en 
ours (pour la segmentation

2 
lasses gaussienne) et on supposera qu'il y pas de niveaux de gris = 0 dans l'image. <15 pts>Réponse1On 
her
herait xmap qui minimiserait :
xmap = arg min

x

(∑

s∈S

(
− lnPYs/Xs

(ys/xs)
)

+
∑

c∈C

β[1 − δ(xs, xt)]
)

= arg min
x

(∑

s∈S

(
− ln ys

α2
xs

+
y2

s

2α2
xs

)
+

∑

c∈C

β[1 − δ(xs, xt)]
)<15 pts>


