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I. Transformée de Fourier (25 pts)

1. Soit la fonction f(x), définie par,

[ exp(—z) si x>0
f) = { 0 si <0
Calculer F'(v) = F[f(x)], i.e., la transformeée de Fourier de f(x) et mettre le résultat de cette transformeée
de facon a faire apparaitre la partie réelle et la partie imaginaire de F'(v). <5 pts>
2. Trouver le module et la phase (ou 'argument) de F(v) (i.e., |[F(v)| et ®(v) = arg(F(v)) et tracer
grossiérement l'allure de |F(v)|. <5 pts>
3. Si on considére que le spectre d’amplitude est nulle lorsque son amplitude est inférieure & 1 % de sa
valeur max, avec quelle période d’échantillonnage T, maximale (approximatif) peut on échantillonner
f(x)? <4 pts>
4. Que peut on dire des propriété de la transformée de Fourier de la fonction f(x) = exp(—alx|) (sans la
calculer). Calculer ensuite cette TF. Aurait on obtenu la méme chose si on avait calculer F~1[f(x)] au
lieu de F[f(x)]. Expliquer pourquoi. <7 pts>
5. En utilisant une propriété de la TF et en utilisant une propriété liée a la symétrie de F|[f(x)] calculé a
la question précédente, en déduire la Transformée de Fourier de la fonction g(z) = 1%1%' <4 pts>

Réponse
En utilisant directement la définition de la TF,

F)=F[f(x)] = /0 f(z) exp(—2mjvax) dax = ﬁ {exp(—x(l + 27rju))] zo,
1
= m < 3pts >

En multipliant le numérateur et le dénominateur de cette expression par (1 — 27jv), on isole la partie réelle
et la partie imaginaire de F'(v), et on obtient,

F(v) L 2™ ot
v) = )
1+ 472y J 1+ 47212 P
R(F(v)) Im(F(v))

@ On obtient le module et 'argument & partir du résultat précédent,

1

F)| = R(F(v))?2 4+ (Im(F(v))? = ——, < 1pt>
FOI = VREGP + EnF0P = e, <1p

Arg(F(v)) = arctan(—27nv) < 2pts >.
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|F'(v)| = 0.01 pour une fréquence de demi-échantillonage de v & 16 ou une période d’échantillonage
de Te=1/32 <4 pts>.

La fonction est réelle et paire, donc sa transformée sera réelle pure et paire. <2 pts>

0 00
1 1
Flesp(-ala] = [ exp(a(a - 2mj0))de+ [ exp(-sla+2m) de = -t o
2a

On aurait obtenu la méme chose en calculant la TF inverse car lorsqu’une fonction est paire, on a F = F~1.

<2 pts>

La fonction est paire donc calculer sa TF est équivalent & calculer sa TF inverse. La question

précédente nous a montré que F 1 (

donc,

%) = exp(—alz|) qui est vrai quelque soit a, méme pour a = 1 et

2
f(m) = exp(—|l/|). < 4ptS >

II. TFD-DCT-FFT -Compression (35 pts).
1. TFD

(a)

(b)

Pour une image de taille N x N, indiquer le nombre d’opérations nécessaires (complexité) pour
Faire la TFD en utilisant la propriété de séparabilité de cette transformée (i.e., en utilisant une
série de TFD 1D). <1.5 pt>

Quelquefois en traitement d’image il est nécessaire de faire une transformée de Fourier d’un volume
de donnée N x N x N (par exemple pour une séquence d’image ou le temps est vu comme une
dimension supplémentaire ou pour une image 3D). Indiquer le nombre d’opérations nécessaires
(complexité) pour Faire la TFD de ce volume en appliquant directement la formule et ensuite en
utilisant la propriété de séparabilité de cette transformée et en utilisant une série de TFD 1D.
Meéme question mais si cette fois on disposait d’'une FFT 2D et d’'une FFT 1D pour faire cette
TFD 3D. <6 pts>

2. TCD versus TFD

(a)

(b)

Soit le signal discret f(z) = [1,2,3,4] (ie., f(0) =1, f(1) =2, f(2) = 3; f(3) = 4; ). Trouver et
représenter sur un graphique |F(0)|, |F(1)|, |F(2)] et |F(3)| le module des 4 coefficients spectral
de f(z) calculé par une TFD. <6 pts>

Comment doit on réellement considérer le signal spatial f(x) si on utilise sur celui-ci 'outil discret
de la TF, cad la TFD et non la Transformée de Fourier continue? Représenter f(x) tel que ce
signal est réellement vu par la TFD. <3 pts>

On rappelle maintenant la définition de la Transformée de cosinus discréte (TCD) :

N-1
C(w) = k() Y flm)cos (2T,
n=0

avec k(u) = /1/N si u = 0 et k(u) = 4/2/N sinon. Comment devrait on réellement, considérer
le signal spatial f(z) si on utilisait sur celui-ci la TCD ? Représenter f(z) tel que ce signal est
réellement vu par la TCD. <3 pts>



(d) Trouver et représenter sur un graphique |C(0)|, |C(1)], |C(2)] et |C(3)] le module des 4 coefficients
spectral de f(z) calculé par une TCD. <6 pts>

(e) Quelle sont des deux signaux (i.e., f(z) vu par une TFD ou f(z) vu par une TCD) celui qui
comporte le moins de hautes fréquences et déduire celui qui est le plus intéressant pour le probléme
de la compression. <3 pts>

(f) Utiliser les résultats précédents pour en déduire un algorithme qui calcule une TCD sur un signal
de longueur N échantillons utilisant une TFD sur un signal de longueur 2N échantillons. Dans
quel cas pourra on méme utiliser une FFT au lieu d’'une TCD ? <2.5 pts>

3. FFT

(a) Indiquez au moins deux raisons qui explique que 'on utilise une FFT plutot qu'une TCD qu’en
on veut connaitre le spectre d’une image. <2 pts>

(b) Expliquer dans quel cas les problémes de discontinuité créé par la TCD ou FFT (périodicité de
limage) ne constitue pas un probléme comparativement a la méthode de compression JPEG.
<2 pts>

Réponse

TFyp d’une image (NxN) 2N TFyp = 2N(N?) =2N*. <1.5 pt>

TF3p d'un volume (NxN xN) > N?*xN?xN?=N°® <1.5 pt>.

En considérant maintenant la propriété de séparabilité de la TFD et en faisant successivement des séries
de TFDqpy sur la longueur, largeur et hauteur de ce volume, on obtient,

TFD3p d'un volume (NxN xN) = N?TFDqpy + N*TFDqy + N*TFDqpy = 3N*. <3 pts>

en x eny en z

Si on disposait d’'une FFT 2D et d’'une FFT 1D, on aurait besoin de N3log N? + N3log N opérations.
<1.5 pts>

Les 4 composantes fréquentiel obtenu par la TFD de f(z) sont,

FO) = (1/4)(1+2+3+4)=5/2,

F(1) = (A)(1 +exp(—jn/2) + Bexp(—jm) + dexp(~3jn/2)) = (1/4)(~2 + 2)),

F(2) = (1/4)(1+2exp(—jm) + 3exp(—j27) + dexp(—3jn)) = —1/2,

F33) = (1/4)(1+2exp(—j37w/2) + 3exp(—j3m) + dexp(—597/2)) = (1/4)(—2 — 2j).
< 4pts >

En module on a |F(0)| = 5/2, |F(1)| = v/8/4, |F(2)| = 1/2, |F(3)] = v/8/4. <1 pt> et on obtient le
graphique suivant,
IF(w|

<1 pt>



Le signal aura forcement un spectre discret dans le domaine fréquentiel puisqu’on utilise la TFD. Donc
dans le domaine spatial, ce signal sera vu comme une séquence périodique (cf. Figure).

fx)

| * <3 pts>

Le signal f(x) serait vu avec une symétrie miroir (cf. Figure).

fx)

| ¥ <3 pts>

Les 4 composantes fréquentielles obtenues par la TCD de f(z) sont,

c0) = (1/2)(14+2+3+4)=5,

ci1) = (1/4/(©2) )] cos(m/8) + 2 cos(3m/8) + 3 cos(57/8) + 4 cos(7m/8)] ~ —2.23,
c©2) = 1/4/(©2) ))]cos(m/4) + 2 cos(3m/4) + 3cos(57/4) + 4 cos(Tm/4)] =

C(3) = (1/4/(2))]cos(3m/8) + 2 cos(97/8) + 3 cos(157/8) +4cos(217r/8)] ~ —0.16,

|IF(u)l

Jle .

<2 pts>

C’est le signal vu par la TCD qui comporte le moins de hautes fréquences (la discontinuité créé par
la périodicité du signal f(z) crée des hautes fréquences). C’est donc la TCD qui est le plus utile pour le
probléme de la compression des signaux et des images; Le nombre d’échantillons spectraux envoyés pour
représenter le signal sera donc moins important avec la TCD et le taux de compression sera ainsi plus élevé.
<3 pts>

L’astuce pour calculer une TCD sur un signal de longueur N consiste donc & le rendre symétrique miroir
puis a calculer sur le signal résultant (de longueur 2N) une TFD classique. Si la longueur de I'image rendue
symétrique miroir est une puissance de 2 on pourra méme utiliser une FFT. <2.5 pts>

La FFT nous permet de calculer rapidement le spectre (plus rapidement qu’une TCD) et nous
permet d’avoir I'information de la phase du spectre. <2 pts>

2 reponses possibles :



1- ans le cas ou le bord de 'imagette sont identiques ou l'imagette est pair

ou

2- Le probléme de discontinuité créé par la TFD ou FFT est d’autant plus visible que 'image est petite.
Pour une image de taille 8 x 8, la moitié des pixels sont concernés par ces discontinuités ((8 x 4)/8 x 8, dans
le cas d’une image de tailles 128 x 128, seulement 3 % ((128 x 4)/(128 x 128)) des pixels sont affectés donc
probléme relativement négligeable. <2 pts>

I1I. Histogramme & opération ponctuelle (5 pts).

1. Donner une fagon de calculer la moyenne, u, et la variance o2 (i.e., le carré de I’écart type)) des

variations des niveau de gris dans une image en utilisant seulement h(1),h(2),...,h(255), les valeurs
de I’histogramme normalisé de cette image. <5 pts>

Réponse

L’histogramme peut étre vu comme une densité de probabilité d’occurrence des niveaux de gris dans
I’image. Le calcul de la moyenne et de la variance est donc immédiat et s’apparente & un moment d’ordre 1
et 2 et s’écrit,

255
po= Yy ih(i),
=0
255
o? = Y (i—p?h(i). <5pts>
=0

IV. Filtrage (20 pts).
1. Trouver le but du filtre g(x,y) qui consiste, sur une image que l’on notera I, en 'opération suivante ;
FiLTRE G = PASSE HAUT(I) + 1

Détailler les calculs qui vous ont amené a votre réponse et trouver grossiérement la réponse fréquentielle
de ce filtre. Donner aussi le nom d’un tel filtre. <13 pts>

2. Trouver le masque de convolution 1 dimension suivant x (4 colonne, 1 ligne) qui réalise une dérivée
troisiéme (i.e., si f(x,y) correspond au niveau de gris de I'image en (x,y), le masque de convolution

3
réalisant %). <7 pts>

Réponse

Appelons h(z,y, le filtre passe haut, I’'opération FILTRE G = Passe HAuT(I) + I s’écrit mathématique-
ment,



g(@y) = flzy)*h(z,y)+ fz,y),
= flx,y)xh(z,y) + f(z,y) * 6(z,y),
= fla,y) = [h(z,y) +(z,y)],
1WF
G(u,v) = F(u,v) X [H(u,v)+1]. < Tpts>

H(u,v) + 1 est le filtre fréquentiel qui sera équivalent a l'opération FILTRE G = PAssg HAUT(I) + L. Ce
filtre laissera passer les basses fréquences et amplifiera les hautes fréquences, il s’agit d’un réhausseur de
contours dont une coupe une dimension & l’allure de la courbe du graphe suivant, <4 pts>

Reponse Frequentielle

2.5

H()
2
/
15
S
T 1
0.5
0

u . <2 pts>

@ Par convolution répétée (d’un masque de convolution associé & une dérivée premiére et d’un masque
de convolution associé & une dérivée seconde), on peut trouver le résultat immédiatement.

[fa)«[af-2f1]=[-1]3]-3]1]

La réponse, | 1]-3[3]-1] est bonne aussi (en considérant cette fois des masques du type
<7 pts>

V. Restauration (10 pts).

Dans le cas de lalgorithme de Tichonov-Miller, I'image restaurée que ’on recherche ( f (x,y)) est vue
comme le minimum de la fonction suivante,

lg(x,y) = h(z,y) * f@,9)* + alle(@,y) « f(z,9)],
ou g(z,y) désigne 'image floue et bruitée, h(x,y) le filtre passe-bas créant la dégradation de floue et ¢(x,y)

représentant ’opérateur laplacien.

1. Indiquer quelle est dans le cas d’une restauration idéale, le minimum de cette fonction d’énergie (rai-
sonner dans le cas de la recherche d’une image f(z,y) constante en niveaux de gris). <5 pts>

2. Indiquer & quoi sert le terme al|c(x,y) * f(x,y)||? dans cette fonction d’énergie. <5 pts>

Réponse

Dans le cas d’une restauration idéale ou optimale, on a f(z,y) = f(z,y). De plus on a g(z) = f(z) *
Y

x
uniforme en niveaux de gris.

h(z) + n(z,y) et afc(z,y) * f(z,y)]|> = 0 dans la cas d’une image f(x,y)



Le minimum de la fonction est donc ||n(z,y)[|?. <5 pts>

2]

Ce terme sert a contraindre le probléme, i.e., & transformer le probléme mal posé en un probléme bien
posé (un résolution unique correspondant a la solution idéale) en éliminant les solutions aberrantes; en
I’occurrence dans cet exemple les images solutions ayant des hautes fréquences. <5 pts>

VI. Markov (15 pts).

La loi de Rayleigh est une loi qui intervient pour modéliser la distribution statistiques des niveaux de
gris associés aux différentes classes (i.e., avec les notation du cours, Py, x_(ys/rs) d’'une image SONAR,
echographique ou plus généralement toute image acoustique. Elle s’écrit,

2
Y Y
Rigia) = % exp(~25),
(y;0) = —Zexp(—5—
et une représentation graphique pour une valeur de « est.

Rayleigh law

14 =2
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1. Donner la fonction d’énergie que ’on chercherait & optimiser dans le cas d’une segmentation marko-
vienne 2 classes. Les niveaux de gris de chacune de ces deux classes se répartissant selon deux lois de
Rayleigh différentes (i.e., avec deux paramétres « différents selon la classe utilisée, i.e., a,, ou s est la
classe du site s). On utilisera le méme terme d’énergie a priori utilisé en cours (pour la segmentation
2 classes gaussienne) et on supposera qu’il y pas de niveaux de gris = 0 dans 'image. <15 pts>

Réponse

On chercherait z,,qp qui minimiserait :

Tmap = argnéin(Z(—lnPyS/XS(ys/:ES))—|—Zﬂ[1—5(xs,xt)])

sES ceC
. In ys yg
= argngn(Z(— — + 502 )+ Zﬁ[l - 5(xs,xt)])
seS Ts Ts ceC

<15 pts>



