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I. Transformée de Fourier (31 pts)1. (a) Soit la fon
tion h(x), dé�nie par,
h(x) =

{
exp(−x) si x ≥ 0
exp(+x) si x < 0Que peut on dire, sans avoir besoin de 
al
uler quoi que 
e soit, sur les propriétés de H(ν) (latransformée de Fourier de h(x)) ? (e.g., éventuelles symétries, fon
tion réelle ou 
omplexe, et
.)<2 pts>(b) Si on 
onvoluait un signal f(x) par h(x), (i.e., si on 
onsidérait h(x) 
omme étant une PSF (PointSpread Fun
tion)). Quelle opération réaliserait on ? (�ltre passe-haut, passe-bande ou passe-bas).Répondre à 
ette question sans 
al
uler quoi que 
e soit, et pré
iser quelle serait l'allure grossièrede |H(ν)|. <2 pts>(
) Cal
uler H(ν) = F [h(x)], i.e., la transformée de Fourier de h(x). <4 pts>(d) Trouver le module et la phase (ou l'argument) de H(ν) (i.e., |H(ν)| et Φ(ν) = arg(H(ν))) ettra
er (grossièrement) l'allure de |H(ν)|. <3 pts>(e) En utilisant les propriétés de la transformée de Fourier et les 
al
uls pré
édents, 
al
uler la TFde (a/2)h(ax) (a > 0) <3 pts>(f) Exprimer la fon
tion Dira
 δ(x) 
omme une limite de la fon
tion (a/2)h(ax) lorsque le paramètre

a tend vers quelque-
hose que l'on pré
isera. <2 pts>(g) En vous servant du résultat pré
édant, retrouver la TF du pi
 de Dira
. <3 pts>Dans 
e raisonnement, on retrouve la TF d'un pi
 de Dira
 par la limite de la TF d'une fon
tionqui tend vers un pi
 de Dira
. Expliquer pourquoi le raisonnement n'aurait pas été bon si onavait 
onsidéré la fon
tion k a h(ax) pour k 6= 1/2. Justi�er votre expli
ation sans vous servir durésultat de la TF de h(ax). <2 pts>2. (a) Soit la fon
tion U(x), dé�nie par,
U(x) =

{
1 si x ≥ 0
0 si x < 0Cal
uler F(U(x)). <2 pts>(b) Soit f(x) la fon
tion solution de l'équation di�érentielle suivante,

−f ′(x) +

∫

f(x) dx = U(x). (1)Que devient l'équation (1) si on lui applique la transformée de Fourier F ? <2 pts>En déduire F (ν), solution de 
ette équation dans le domaine spe
tral <2 pts> puis f(x).<1 pt>3. Cal
uler la transformée de Fourier de
f(x) =

1

1 + x2
. (2)<3 pts>Réponse1.(a) h(x) est une fon
tion 1- réelle et 2- paire, sa transformée sera don
 1- à symétrie hermitienne(i.e., partie réelle paire et partie imaginaire impaire) et 2- réelle pure. En résumé, H(ν) sera une fon
tionréelle et paire. <2 pts>



1.(b) h(x) est une fon
tion qui est toujours positive. Sa TF, 
omme toute PSF ave
 des 
oe�
ientspositives aura don
 l'allure d'un �ltre passe-bas. |H(ν)| sera don
, de plus, une fon
tion dé
roissante etmonotone pour des valeurs de ν 
roissante. De plus limν→∞ |H(ν)| = 0. <2 pts>1.(
) En utilisant dire
tement la dé�nition de la TF,
H(ν) = F [h(x)] =

∫ ∞

0

exp(−x) exp(−2πjνx) dx +

∫ 0

−∞

exp(+x) exp(−2πjνx) dx,

=
−1

1 + 2πjν

[

exp
(
−x(1 + 2πjν)

)]∞

0
+

1

1 − 2πjν

[

exp
(
+x(1 − 2πjν)

)]0

−∞
,

=
1

1 + 2πjν
+

1

1 − 2πjν
,

=
2

1 + 4π2ν2
. < 4 pts >La fon
tion trouvée est bien réelle et paire et monotone dé
roissante pour des valeurs de ν 
roissante 
ommeintuitée pré
édemment.1.(d)Le module d'une fon
tion réelle à valeur toujours positives (
omme 
'est le 
as de H(ν)) est la fon
tionelle même, et la phase d'une fon
tion réelle est la fon
tion nulle, on obtient don
 immédiatement le moduleet l'argument à partir du résultat pré
édent,

|H(ν)| =
2

1 + 4π2ν2
, < 1 pt >Arg (H(ν)) = 0, < 1 pt >.
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<1 pt>1.(e) En utilisant la propriété F [h(ax)] = (1/a)H(ν/a), on obtient immédiatement,
F [(a/2)h(ax)] =

(a/2)(2/a)

1 + 4π2(ν/a)2
,

=
a2

a2 + 4π2ν2
. < 3 pts >1.(f) Pour une valeur de a de plus en plus élevé, on a la fon
tion (a/2)h(ax) = a

2 exp−|ax| (d'intégraleunité) qui tend vers un pi
 de Dira
,
δ(x) = lim

a→∞
(a/2)h(ax). < 2 pts >1.(g) Puis en prenant la TF des deux membres,



F [δ(x)] = lim
a→∞

F [(a/2)h(ax)],

F [δ(x)] = lim
a→∞

a2

a2 + 4π2ν2
,

= lim
a→∞

1

1 + 4π2(ν/a)2
,

= 1. < 3 pts >Dans le raisonnement, �on retrouve la TF d'un pi
 de Dira
 par la limite de la TF d'une fon
tion quitend vers un pi
 de Dira
�. On ne doit pas oublier que la fon
tion doit être aussi d'intégrale unité, 
e qui estle 
as de k a/ h(ax) pour k = 1/2 seulement. <2 pts>2.(a) On a F(U(x)) =
∫ ∞

0
exp(−2πjνx) dx = −(1/2πjν)[exp(−2πjνx)]∞0 = (1/2πjν). <2 pts>Nota : peut se retrouver sans passer par la lim. en disant F(U ′(x)) = 2πjνF(U(x)) = 2πjνF(δ(x)) = 1.2.(b) En utilisant la propriété de la TF sur la dérivée, i.e.,

F [f ′(x)] = 2πjν F [f(x)] et F [

∫

f(x) dx] =
1

2πjν

(
F [f(x)]

)
,on obtient,

−f ′(x) +

∫

f(x) dx = U(x),

−2πjν F (ν) +
F (ν)

2πjν
=

1

2πjν
, < 2 pts >

F (ν)
[1 + 4π2ν2

2πjν

]

=
1

2πjν
,

F (ν) =
1

1 + 4π2ν2
< 2 pts >.Et don
, f(x) = 1

2 h(x). <1 pt>3. F
(

1
1+4πx2

)
= 1

2 exp−|ν|, et par 
hangement de variable, on trouve immédiatement
F

( 1

1 + x2

)
= π exp−2π|ν|.<3 pts>

II. DWT -Dis
rete Wavelet Transform (19 pts).1. Soit le ve
teur 1D, de dimension 8 suivant,
v = [ 3 5 4 8 13 7 5 3 ].Donner la DWT de 
e ve
teur en utilisant la Transformation en ondelette de Haar pour 3 niveaux derésolution (et en donnant les di�érentes étapes de 
al
ul). <6 pts>2. Donner trois appli
ations en traitement d'image de la dé
omposition en ondelette. <4 pts>3. Pour un ve
teur 1D de dimension N , donner le nombre d'opérations que né
essite une DWT (unmoyennage de deux termes ainsi qu'une di�éren
e moyennée 
omptant pour une opération dans lesdeux 
as). <6 pts>



4. En supposant que l'on a implémenté une DWT pour un ve
teur 1D et que le nombre d'opérations poure�e
tuer 
ette DWT sur un ve
teur 1D de dimension N est C(N), donner le nombre d'opérations poure�e
tuer 
ette DWT sur une image de taille N lignes et N 
olonnes pour un nombre de résolution (i.e.,dé
omposition) = 3. <3 pts>Réponse1 Cette dé
omposition fera intervenir trois étape de 
al
ul (23 = 8).
• Étape 1.On prend la moyenne de 
haque pair de 
omposante dans v et on pla
e le résultat dans les quatre premièrespositions. Les quatre autres 
omposantes sont la di�éren
e du premier élément de 
haque pair et sa moyenne.

v = [ 5.66 8.49 14.14 5.66 − 1.41 − 2.83 4.24 1.41 ]. < 2 pts >

• Étape 2.On ne tou
he pas aux quatre dernières 
omposantes et on réitère le pro
essus pour le ve
teur 
onstitué desquatre premières 
omposantes,
v = [ 10 14 − 2 6 − 1.41 − 2.83 4.24 1.41 ]. < 2 pts >

• Étape 3.On ne tou
he pas aux six dernières 
omposantes et on réitère le pro
essus pour le ve
teur 
onstitué des deuxpremières 
omposantes,
v = [ 16.97 − 2.83 − 2 6 − 1.41 − 2.83 4.24 1.41 ]. < 2 pts >21. Compression des données. En ne 
onsidérant que les 
oe�
ients d'ondelettes supérieur a un 
ertainseuil. <1.5 pt>2. En restauration de signal/image (in
luant le �ltrage ou débruitage) en utilisant un �ltrage de 
es
oe�
ients pour 
haque itération d'une te
hnique de restauration pour 
ontraindre (i.e., rendre bienposé) le problème de restauration 
omme on a pu le voir en TP. <1.5 pt>3. On peut utiliser 
es 
oe�
ients d'ondelettes pour 
ara
tériser une texture (pour de la segmentation,ou de la 
lassi�
ation), mais aussi pour lo
aliser des 
ontours, .. et
. <1 pt>3 Le nombre d'étapes ou résolutions a 
onsidérer est log2 N (e.g., 3 = log2 8 dans l'exemple de laquestion 1.). Pour la première étape, N opérations sont né
essaires (N/2 moyennages de deux termes et N/2di�éren
es moyennées), puis N/2 opérations à la deuxième étape, puis N/4 a la troisième étape, et
. (dansl'exemple de la question 1. , la troisième est la dernière étape et N/4 = 2) don
,

2(1 + 2 + . . . + N/2
︸ ︷︷ ︸

log2(N) termes ) opérations < 6 pts > = 2
(1 − 2log2(N)

1 − 2

)

= 2(2log2(N) − 1).4 On applique la TWD sur toute les N lignes de l'image puis sur toute les 
olonnes de l'imagesoit 2N C(N) opérations, puis 2(N/4)C(N/2) opérations (sur toute les N/2 lignes et N/2 
olonnes), puis
2(N/4)C(N/4). (log2 N fois dans le 
as d'une dé
omposition maximale). <3 pts>



III. Opération pon
tuelle (20 pts).1. Une image a un histogramme normalisé pour lequel on est arrivé à trouver la forme analytique suivante
h(r) = 6(r − r2)pour r ∈ [0, 1]. On suppose don
 i
i que r 
orrespond à un niveau de gris (1 
orrespondant au blan
et 0 au noir). Tra
er grossièrement 
et histogramme et pré
iser quelles est la moyenne des niveaux degris de 
ette image qualitativement (i.e., en 
onstatant quelque-
hose sur le graphe) et par 
al
ul.<8 pts>2. Pourquoi h(r) = 3(r − r2) ne pourrait être une 
ourbe d'histogramme normalisé ? <2 pts>3. Déterminer la transformation s = T (r) qui permettrait d'égaliser h(r). <8 pts>4. Perd on de l'information quand on fait une égalisation d'histogramme sur une image numérique ?Justi�er votre réponse. <2 pts>Réponse1.(a) L'histogramme de l'image ressemble à 
ette 
ourbe,
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<3 pts>L'histogramme est symétrique par rapport à l'axe r = 0.5 don
 la moyenne des niveaux de gris de 
etteimage est r = 0.5. On peut aussi le trouver par 
al
ul, <2 pts>
µ =

∫ 1

0

6 (r2 − 6r3) dr = 6 [
r3

3
−

r4

4
]10 = 1/2. < 3pts >2.(b) Par
e que ∫ 1

0
h(r) dr 6= 1 <2 pts>2.(
)

s = T (r) =

∫ r

0

h(r) dr =

∫ r

0

6 (r − 6r2) dr = 6 [
r2

2
−

r3

3
]r0 = 3r2 − 2r3. < 8pts >2.(d) Oui on perd de l'information 
ar 
ertains niveaux de gris peuvent être regroupé pour n'en forméqu'un dans le pro
essus d'égalisation d'histogramme. <2 pts>Nota : En théorie ave
 un histogramme 
ontinu, il n'y aurait pas de perte d'information, mais en pratiqueou tout est dis
rétisé, si.



IV. Restauration (20 pts).On rappelle que dans le 
as d'un modèle de dégradation linéaire tel que g(x, y) = h(x) ∗ f(x, y)+n(x, y),le �ltre (inverse) qu'il faut appliquer a g(x, y) pour estimer f(x, y) au sens de Wiener est,
T (u, ν) =

[

1

H(u, ν)
·

|H(u, ν)|2

|H(u, ν)|2 + |N(u,ν)|2

|F (u,ν)|2

]

,dans lequel |N(u, ν)|2 
orrespond a la puissan
e du bruit (σ2 dans le 
as d'un bruit Gaussien) et |F (u, ν)|2représente la puissan
e du signal que l'on re
her
he.1. Rappeler a quoi sert fondamentalement le terme |N(u, ν)|2/|F (u, ν)|2 au dénominateur de 
e �ltreinverse et quel �ltre aurait-on si 
e terme était nul et quels problèmes ren
ontre 
e type de �ltre (i.e.,
elui pour lequel 
e terme est nul) ? <3 pts>2. Donner une solution simple si on 
onnaît rien sur la puissan
e du bruit, pour utiliser une version simpli-�ée du �ltre de Wiener (qui n'ai toutefois pas les problème du �ltre obtenu lorsque |N(u, ν)|2/|F (u, ν)|2est nul). <2 pts>3. Admettons que l'on 
onnaisse parfaitement la puissan
e du bruit qui dégrade notre image initiale
f(x, y). Soit σ2 
ette puissan
e de bruit. Dans 
ette relation, on peut voir que trouver le �ltre inverseidéal au sens de Wiener, né
essite en
ore de spé
i�er le module au 
arré de la TF de la fon
tion que l'onre
her
he (i.e., |F (u, ν)|2). Donner une version itérative de 
e �ltre sous la forme d'un point �xe (i.e.,une relation du type F [n+1](u, ν) = W (F [n](u, ν)) et dans laquelle l'exposant [] désigne l'itération).<4 pts>4. Quelle est la dégradation de �ou (i.e., le type de forme de PSF) qui soit la plus di�
ile a restaurer.Donner des exemple et justi�er votre réponse. <2 pts> Même question mais 
ette fois 
on
ernant letype de �ou le plus fa
ile a restaurer. Donner au moins un exemple et justi�er votre réponse. <1 pt>5. Quelle est la dégradation de �ou gui soit la plus fa
ile a estimer (si on 
onsidère les méthodes vuesen 
ours). Justi�er bien votre réponse. <2 pts> Même question mais 
ette fois 
on
ernant le type de�ou le plus fa
ile a estimer. Donner au moins un exemple et justi�er votre réponse. <1 pt>6. Dans le TP 3 
on
ernant la méthode itérative de restauration de Figueiredo et Nowak, qui alternedeux étapes (une étape de Landweber et une étape de �ltrage de l'estimée a 
haque itération dans ledomaine des ondelettes). Quel est le prin
ipal intérêt de faire le �ltrage de la deuxième étape ? <3pts> Quel est l'intérêt de le faire dans le domaine des ondelettes et pas dans le domaine de Fourier ?<2 pts>Réponse1 Si 
e terme était nul, on aurait le 
lassique �ltre inverse 
orrespondant a F (u, ν) = G(u, ν)/H(u, ν).Le problème ave
 
e �ltre est que 
et division a numériquement au
un sens pour les valeurs ou F (u, ν) estnulle. Le premier r�le du terme |N(u, ν)|2/|F (u, ν)|2 du �ltre de Wiener permet don
 d'éviter 
ette divisionpar zéro. <3 pts>Nota : Le deuxième r�le est de le faire optimalement au sens du 
ritère d'estimation de f(x, y) 
hoisi parWiener, i.e., au sens de l'erreur quadratique moyenne.2 Il su�t de poser le terme |N(u, ν)|2/|F (u, ν)|2 égale a une 
onstante non nulle (ou une fon
tiondonnée) obtenue après, par exemple, di�érents essais su

essifs. <2 pts>3 En 
onsidérant au tout début du pro
essus itératif que F [0](u, ν) = G(u, ν) (ou 
onsidérer au toutdébut une 
onstante) et,

F [n+1](u, ν) = G(u, ν) ·

[

1

H(u, ν)
·

|H(u, ν)|2

|H(u, ν)|2 + σ2

|F [n](u,ν)|2

]



C'est 
e que l'on appelle le �ltre de Wiener Itérative (un point �xe qui 
onverge très bien !). <4 pts>4 Le �ou uniforme et en fait tous les �ous pour lesquels la TF de la PSF engendre des zéros dans ledomaine spe
tral. <2 pts> Mis à part le �ou engendré par u pi
 de Dira
 !, le plus fa
ile a restaurer estle �ou Gaussien ou tous les autres types de �ou qui n'engendre au
un zéro dans le domaine fréquentiel. <1pt>5 C'est l'inverse. Les plus fa
iles estimer sont les PSF pour lesquels des zéros sont engendres dans ledomaine fréquentiel (
omme vu en 
ours, on peut utiliser fa
ilement 
es zéros pour identi�er les paramètresde la PSF). <2 pts> Le plus di�
ile a estimer est le �ou Gaussien qui n'engendre au
un zéro dans ledomaine fréquentiel. <1 pt>6 Ce �ltrage permet de régulariser la solution. Dans notre 
as, il permet d'empê
her l'estimée de voir
es hautes fréquen
e s'ampli�er d'itérations en itérations et d'obtenir une solution aberrante.<3 pts> Dansles deux 
as il s'agit d'un �ltrage don
 par dé�nition d'une suppression (ou atténuation) de fréquen
es dusignal. Dans le 
as des ondelettes 
ette suppression (ou atténuation) des fréquen
es est fait lo
alement (i.e.,relativement a une position x, y donnée) et non pas globalement 
omme le ferait le �ltrage dans le domainede Fourier et dont l'e�et produit l'e�et de ringing.<2 pts>V. Mis
. (30 pts).1. Supposons que vous ayez a votre disposition plusieurs 
entaines de vues de la ville de Cin
innati prisespar une 
améra de surveillan
e immobile (par exemple une vue prise toute les 1/2 se
onde) (
f. Fig.1).
Fig. 1 � Vues de Cin
innati prise par une 
améra de surveillan
e(a) Quel pré-traitement(s) et traitement(s) devrait-on faire sur 
ette séries d'images �xes pour obtenirune image de la ville de Cin
innati ou il n'y aurait au
un objet en mouvement (i.e., rues et routesdésertes, au
un piéton, et
. ). <6 pts>(b) Supposons que l'on arrive a obtenir une image de la ville de Cin
innati ou il n'y aurait au
un objeten mouvement. On suppose toujours que la 
améra de surveillan
e est �xe. Comment pourraiton utiliser 
ette image pour déte
ter les objets mobiles que l'on peut voir sur 
es deux images(voitures, drapeau, et
.). <2 pts>(
) Supposons que les deux premiers points sont réalisés, quel traitement devrait on faire pour obtenirune mesure qui serait proportionnelle à la densité du tra�
 routier. <3 pts>2. (a) Soit la PSF 1D dé�ni par le signal dis
rétisé suivant,

1

A

[
1 4 6 4 1

]
.Quel valeur A devrait il être ? <2 pts>, Quel type de �ltre réalise t-on si on 
onvolue un signalpar 
ette PSF ? <1 pt> Si A 
onservait la valeur de 1, que 
ela résulterait sur le signal �ltré ?<1 pt>



(b) Si on 
onvoluait une image selon les lignes ave
 
ette PSF 1D puis ensuite si on 
onvoluait lerésultat de 
e �ltrage selon les 
olonnes. A quel PSF 2D 
e �ltrage en deux temps 
orrespondraitil ? <4 pts>(
) Est-
e que des 
onvolution répétées du signal 1D [ 0.5 0.5] peut être utilisé pour obtenir lesmêmes résultats que la 
onvolution ave
 le signal (1/A) [ 1 4 6 4 1 ] ? Si oui 
ombien de
onvolutions su

essives sont né
essaire si non expliquer pourquoi. <4 pts>3. (a) Supposons que vous vouliez faire un système automatique (
ouplé à un mi
ros
ope) de déte
tion dupro
essus de division 
ellulaire (appelé aussi la mitose). Plus pré
isément un appareil automatique
onstituée d'une petite 
améra de surveillan
e 
ouplé à un mi
ros
ope (permettant de prendrepuis de traiter une image telle que 
elle donnée à la Fig. 2 toute les minutes) dont le but de vousavertir automatiquement si une division 
ellulaire a eu lieu (i.e., passage de une à deux 
ellules puispassage de deux à quatre 
ellules puis et
.). Quelle type de traitement et d'algorithmes proposeriez
Fig. 2 � Pro
essus de division 
ellulaire ou mitosevous ?i. Pour extraire le 
ontour des 
ellules. <2 pts>ii. Pour réaliser 
e qu'on vous demande. Justi�ez votre réponse. <5 pts>Réponse1.(a) Pour obtenir automatiquement l'image de la ville de Cin
innati ou il n'y aurait au
un objeten mouvement, on pourrait faire 
omme traitement un �ltre passe-bas temporel et plus pré
isément unmoyennage non pas spatial mais temporel. On peut faire aussi l'équivalent d'un �ltrage médian temporel(qui est en fait un �ltre passe-bas non linéaire) qui aura le même résultat et même sera plus robuste. Dans
e �ltrage temporelle, tout 
e qui bouge est 
onsidéré 
omme du bruit et serait éliminé. Il en résulteraitainsi une image de la ville de Cin
innati ne faisant apparaître au
une voiture (sauf les voitures immobilesqui seraient stationné durant toute la période de la prise de vue). <4 pts>Avant de faire 
e moyennage, on devrait s'assurer après un histogramme mat
hing 
omme pré-traitementqu'il n'y a pas de di�éren
e de luminosité d'une image à l'autre. <2 pts>1.(b) Il su�t de faire une simple di�éren
e entre l'image obtenue pré
édemment dans laquelle il n'y aau
un objet en mouvement (que l'on appelle l'image de référen
e) et une image donnée par la 
améra. Unseuil sur 
ette valeur absolue de la di�éren
e nous permettra de déte
ter les zones mobiles. <2pts>1.(
) Le nombre de pixel 
lassé mobile serait une mesure qui serait proportionnelle à la densité du tra�
routier. <2pts>2.(a) A = 1 + 4 + 6 + 4 + 1 = 16. <2 pts> Filtre passe-bas. <1 pt> Si A = 1, le signal�ltrée aurait une moyenne de niveaux de gris multipliée par 16. <1 pt>2.(b)
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1<4 pts>2.(
) Oui si on 
onvolue [ 0.5 0.5] ave
 lui même, on obtient, [ 0.25 0.50 0.25]. Et en 
onvoluant 
erésultat ave
 [ 0.5 0.5], on obtient [ 0.125 0.375 0.375 0.125 ], puis [ 0.0625 0.25 0.375 0.25 0.0625 ]qui 
orrespond bien à (1/16) [ 1 4 6 4 1 ]. <4 pts>3.(a)1- Un déte
teur de Canny ou un simple seuillage et un amin
issement des 
ontours par morphologiemathématique, permettrait d'extraire les 
ontours de 
haque 
ellule. <2 pts>2- Une possibilité serait ensuite d'utiliser la transformée de Hough sur ses 
ontours ave
 des formes
ir
ulaire ou mieux ellipsoïdale.A l'instant t on relèverait dans la matri
e d'a

umulation le maximum. L'instant de déte
tion de la mitoseserait un autre maximum dans 
ette matri
e d'a

umulation qui serais deux fois plus important. <5 pts>


