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I. Transformée de Fourier (30 pts)1. (a) Soit la fontion f(x), dé�nie par,
f(x) =

{
exp(−x) si x > 0

0 si x < 0Caluler F (ν) = F [f(x)], i.e., la transformée de Fourier (TF) de f(x) et en déduire la TF de
f(3x) et la TF de g(x), dé�nie par,

g(x) =

{
0 si x > 0

exp(x) si x ≤ 0<7 pts>(b) Montrer que l'on peut trouver failement a et b tel que h(x) = exp(−|x|) = f(ax) + f(bx) et endéduire la TF de h(x). <4 pts>() Si on onsidère que le spetre d'amplitude est nulle lorsque son amplitude est inférieure à 1% desa valeur maximale, ave quelle période d'éhantillonnage Te maximale (approximatif) doit onéhantillonner h(x) ? <3 pts>(d) Si on ne respete pas ette fréquene d'éhantillonage minimale, quel est le nom du phénomène quise produit ? Dire onrètement e qui se passe lors de la visualisation de e signal éhantillonnési e phénomène se produit et donner deux méthodes pour résoudre e problème. <5 pts>(e) Par la méthode de votre hoix, trouver le résultat de l'expression i dessous dans laquelle �∗�désigne l'opérateur de onvolution.
f(x) ∗ f(3x). < 4 pts >2. Trouver le résultat de l'expression,

sin πx

πx
∗

sin πx

πx
. < 4 pts >3. Trouver le résultat de l'intégrale suivante,

I =

∫ +∞

−∞

( sinπx

πx

)2
dx.par la méthode de votre hoix. <3 pts>Réponse1.(a) En utilisant diretement la dé�nition de la TF,

F (ν) = F [f(x)] =

∫ ∞

0

f(x) exp(−2πjνx) dx =
−1

1 + 2πjν

[

exp
[
−x(1 + 2πjν)

]]∞

0

=
1

1 + 2πjν
. < 3 pts >Pour aluler la TF de f(3x), on utilise la propriété de dilatation de la TF, i.e., F [f(ax)] = 1

|a| F (ν

a
), ontrouve,

F [f(3x)] =
1

|3|
F (ν/3) =

1/3

1 + 2πjν/3
=

1

3 + 2πjν
. < 2 pts >



Pour aluler la TF de g(x), on peut utiliser aussi la propriété de dilatation tout en s'aperevant que
g(x) = f(−x) et on trouve,

F [g(x)] = F [f(−x)] =
1

| − 1|
·

1

1 − 2πjν
. < 2 pts >1.(b) On a h(x) = exp(−|x|) = f(x) + f(−x), et de ela on en déduit que,

F [h(x)] = F [f(x) + f(−x)] = F [f(x)] + F [f(−x)] =
1

1 + 2πjν
+

1

1 − 2πjν
=

2

1 + 4π2ν2
.<4 pts>1.() On doit aluler |H(ν)|, le module de H(ν), qui n'st autre que la fontion préédente ;

|H(ν)| =
2

1 + 4π2ν2
< 1 pt >

|H(ν)| < 0.02 pour une fréquene de demi-éhantillonage de ν ' 1.58 ou une période d'éhantillonage de
Te <≈ 0.3. <2 pts>1.(d) Ce phénomène est appelé aliasing, repliement de spetre, moiré ou enore sous-éhantillonage.<1.5 pts>Conrètement, e repliement de spetre va réer dans e signal sous-éhantillonné des hautes fréquenesparasites provenant de la somme des hautes fréquenes positifs et négatifs de e signal du au phénomène derepliement spetral. <1.5 pts>Pour résoudre e problème, il existe deux solutions ;1) Éhantillonner à une période d'éhantillonage plus petite. <1 pt>2) Ou �ltrer passe-bas le signal pour que e repliement spetral n'ai pas lieu. <1 pt>(Nota : du oup on introduira du �ou dans les détails de ette image sous éhantillonnée ; e qui est toutde même préférable à l'introdution de hautes fréquenes parasites induisant des artefats sur l'image.)1.(e) Le plus simple est de résoudre ette expression dans le domaine fréquentiel en se servant de equ'on a aluler à la question 1.(a) puis de trouver la TF inverse de ette solution. On a

F
[

f(x) ∗ f(3x)
]

= F [f(x)] · F [f(3x)] =
1

(1 + 2πjν)(3 + 2πjν)

=
1/2

1 + 2πjν
−

1/2

3 + 2πjν
.Et don,

f(x) ∗ f(3x) = F−1
( 1/2

1 + 2πjν
−

1/2

3 + 2πjν

)

= F−1
( 1/2

1 + 2πjν

)
−F−1

( 1/2

3 + 2πjν

)

=
1

2

(
f(x) − f(3x)

)
. < 4 pts >2. On résout ette équation dans le domaine de Fourier.

sinπx

πx
∗

sinπx

πx

F
⇋ Π(ν) · Π(ν)

= =
sinπx

πx

F
⇋ Π(ν) < 4 pts >



3. Trois possibilités. La première utilise la onnaissane de la TF inverse de la fontion que l'on intègre,qui est la fontion triangle △(x).
I =

∫ +∞

−∞

(
sin πν

πν

)2

dν =

∫ +∞

−∞

(
sin πν

πν

)2

exp(−2πjν(x = 0)) dν

= F−1

[(
sinπν

πν

)2]

x=0

= △(x = 0) = 1.Deuxième solution ; remarquer que le résultat de ette intégrale orrespond à la valeur (en x = 0) de lafontion sin πx/πx ∗ sinπx/πx (auto-orrélation de la fontion sin πx/πx) et on trouve,
I =

∫ +∞

−∞

(
sin πν

πν

)2

dν =

(
sinπx

πx
∗

sin πx

πx

)

x=0

=

(
sinπx

πx

)

x=0

= 1.Troisième solution ; on utilise la onservation de l'énergie dans les deux espaes et on a ;
I =

∫ +∞

−∞

(
sin πν

πν

)2

dν =

∫ +∞

−∞

Π(x)2 dx = 1.(Un des trois méthodes donnait <3 pts>)
II. Filtrage (32 pts)1. Soit le �ltre 1D spatial qui réalise, sur le signal unidimensionnel f(x), l'opération suivante,

f(x) − k
∂2f(x)

∂x2
. (1)(a) Trouver l'expression mathématique et l'allure de la réponse fréquentielle (module de la Transfor-mée de Fourier) de e �ltre pour k > 1. <5 pts>(b) En déduire le type de �ltre dont il s'agit pour k > 0, et rappeler (f. notes de ours) quel phénomènee �ltre fera apparaître en rappelant son lien ave le système visuel humain et donner �nalement(à l'aide d'un graphique) son e�et sur un signal 1D en esalier. <5 pts>() Quel r�le joue k (> 0) dans e �ltre ? <2 pts>(d) Si on onsidère le masque de onvolution [1 × 3] (i.e., 1 ligne et 3 olonnes) traditionnellementdonné pour l'opérateur ∂

2

∂x2 , donner le masque de onvolution [1 × 3] qui réalise l'Équation (1)pour k = 1. <3 pts>(e) En utilisant le masque de onvolution [1×3] trouvé à la question préédente (que l'on appelle par lasuite h(x)), utiliser la TF H(ν) =
∑+1

x=−1 h(x) exp (−2πjνx) pour trouver sa réponse fréquentielle<3 pts> et omparer la ave la réponse fréquentielle obtenue à la question (a). Pourquoi esdeux réponses fréquentielles sont elles di�érentes ? Justi�er votre réponse. <3 pts>2. Soit maintenant le �ltre 1D spatial de la fontion f(x) qui réalise l'opération suivante
f(x) + k

∂2f(x)

∂x2
(2)(a) Trouvez l'expression mathématique et l'allure de la réponse fréquentielle (module de la Transfor-mée de Fourier) de e �ltre pour k > 1. <4 pts>



(b) Si on onsidère le masque de onvolution [1×3] (i.e., 1 ligne 3 olonnes) traditionnellement donnépour l'opérateur ∂
2

∂x2 , donnez le masque de onvolution [1 × 3] qui réalise l'Équation (2) pour kquelonque. <3 pts>() En déduire les valeurs de k pour lesquels l'Équation (2) implémente un �ltre passe-bas. <2 pts>(d) A quoi est équivalent le �ltre trouvé en 2.() pour k = 0.25 ? <2 pts>Réponse1(a). La transposition dans le domaine de Fourier ave la onvention f(x)
F
⇌ F (ν) se fait immédiatementet on trouve,

f(x) − k
∂2f(x)

∂x2

F
⇋ F (ν)

[
1 − k(2πjν)2

]
= F (ν)

[
1 + 4kπ2ν2

︸ ︷︷ ︸

H(ν)

]
. < 2 pts >Dans le domaine spetrale, |F (ν)| est don multiplié parla fontion de transfert H(ν) = 1 + 4kπ2ν2, dont le mo-dule est |1 + (4kπ2ν2)|. <1 pt>Ave |H(ν)|ν−→0 −→ 1 et |H(ν)|ν−→∞ −→ ∞. L'al-lure est donné par le graphe i ontre (pour k = 1).<2 pts>
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1.(b) Il s'agit don d'un �ltre rehausseur de ontour. <1.5 pt>Ce �ltre fera apparaître les bandes de Mahs <1 pt> propre au système visuel humain <1 pt> et quifera apparaître omme intensité perçu, sur un signal 1D en esalier, et tout omme le �ltre préèdent uneintensité (omme elle perçue par l'oeil humain) et omme montré dans le graphe i-dessous,
<1.5 pts>1.() Il ontr�lera, proportionnellement à la valeur de k, la plus ou moins ampli�ation ou rehaussementdes ontours. <2 pts>1.(d) On a, en utilisant l'opérateur 1 -2 1 pour ∂

2

∂x2 ,
f(x) − k

∂2f(x)

∂x2
= f(x) ∗

[

δ(x) − 1 -2 1 ]
= f(x) ∗

[1

3
0 3 0 − 1 -2 1 ]

= f(x) ∗ -1 3 -1 .



On trouve don le masque [1 × 3] de onvolution suivant -1 3 -1 . <3 pts>1(e). Si on appelle H(ν) la TFD de -1 3 -1 , on a
H(ν) =

+∞∑

x=−∞

h(x) exp (−2πjνx) =

+1∑

x=−1

h(x) exp (−2πjνx)

= − exp (2πjν) + 3 − exp (−2πjν) = 3 − 2 cos(2πν).
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<3 pts>Cette réponse fréquentielle est elle aussi un rehausseur de ontour mais la TF s'applique ii sur unefontion disrète don le spetre est ii (forément) périodique de période numérique T=1. De plus on doitonsidérer l'e�et de la disrétisassions de l'opérateur dérivé seonde qui explique que �loalement� etteréponse fréquentielle omporte quelques dissemblanes omparativement à la TF fait sur sa version ontinu.<3 pts>Nota : En fait, pour être plus préis, il s'agit bien du même �ltre et on peut le onstater failementar, pour les petites valeurs de ν (prohe de 0), cos(2πν) ≈ 1 − (2πν)2/2 et don H(ν) = 3 − 2 cos(2πν) ≈
3−2× (1− (2πν)2/2) = 1+4π2ν2, identique à la fontion de transfert trouvé à la question 1.(a) pour k = 1.2.(a) On trouve,

f(x) + k
∂2f(x)

∂x2

F
⇋ F (ν)

[
1 − 4kπ2ν2

︸ ︷︷ ︸

H(ν)

]
. < 2 pts >Et, |H(ν)| = |1 − 4kπ2ν2| qui se représente dans le domaine des fréquenes par,
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<2 pts>2.(b)
f(x) + k

∂2f(x)

∂x2
= f(x) ∗

[

δ(x) + k 1 -2 1 ]
= f(x) ∗

[1

3
0 3 0 + k 1 -2 1 ]

= f(x) ∗ k -2k+1 k .On trouve don le masque 1 × 3 de onvolution suivant k -2k+1 k . <3 pts>



2.() Si tous les oe�ient de e masque de onvolution étaient positif, alors la onvolution par emasque se réduirait à un moyennage et on aurait un �ltre passe-bas ; e qui est don le as pour k > 0 et
k < 1/2. <2 pts [Calul Faux/Raisonement Juste > 1 pt℄>2.(d) Pour k = 0.25, on à k -2k+1 k = 1

4 1 2 1 qui est similaire au �ltre Gaussien ou binomialde largeur 3 (et qui est bien passe-bas puisque tous ses oe�ients sont positifs).<2 pts [Calul Faux/Raisonement Juste > 1 pt℄>III. Segmentation & Markov (26 pts).On onsidère une segmentation Markovienne deux lasses dans laquelle on dé�nit la fontion de potentieldu modèle a priori omme suit : Vc(x) = (1 − δ(xs − xt)).1. Si ette fontion potentielle s'applique sur respetivement les liques binaires horizontales et vertiales.Que ela veut il dire physiquement ? (i.e., quel sont les ontraintes modélisées mathématiquement surles formes segmentées que l'on reherhe dans l'image ?). <4 pts>2. En reliant ette fontion potentielle à la probabilité d'avoir une on�guration x d'étiquettes (étiquettepossible �1� ou �0� pour haque site) par la relation PX(x) = (1/Z) exp
(
−
∑

c∈C Vc(x)
)
), trouver lerapport de probabilité PX(x = (a))/PX(x = (b)) où (a) et (b) sont les deux on�gurations suivantes.(a) 0 0 0 00 1 1 10 1 1 10 0 0 0 et (b) 1 1 1 10 0 0 01 1 1 10 0 0 0<8 pts>3. Si on devait aluler non pas un rapport de probabilité omme préédemment mais par exemple laprobabilité PX(x = (a)). Indiquer ombien de fois plus de alul on devrait faire (approximativement)omparativement à la question préédente. Justi�ez bien votre raisonnement. <5 pts>4. Si on avait le modèle ne omportant que des liques horizontales (et don plus de liques vertiales),indiquer quel serait le nouveau rapport de probabilité PX(x = (a))/PX(x = (b)) ? <4 pts>5. Quel est la di�érene majeure entre les deux stratégie de segmentation suivante :(a) Segmentation au sens du MV (Maximum de vraisemblane) + tehnique de morphologie mathé-matique pour �nettoyer la segmentation�.(b) Segmentation Markovienne. <4 pts>Réponse1.Puisque l'on essaie de minimiser une fontion d'énergie, ela veut dire que l'on va favoriser la situationdans laquelle deux étiquettes voisines (dans un 8-voisinage) sont identiques (Vc = 0) et défavoriser lessituations ou deux étiquettes voisines seront di�érentes (Vc = 1). On va don favoriser ses zones de régions(segmentées) homogènes. <4 pts>2.

• PX(x =′′ a′′) = 1
Z

exp
(
−
∑

c∈C Vc(x)
)
) = 1

Z
exp
(
−(16))(16 liques binaires horiz. ou vert. di�érentes)<3 pts>



• PX(x =′′ b′′) = 1
Z

exp
(
−
∑

c∈C Vc(x)
)
) = 1

Z
exp
(
−(24))(24 liques binaires horiz. ou vert. di�érentes)<3 pts>Don, PX(x = (a))/PX(x = (b)) = exp(8) (<2 pts>) et de e fait, ave e modèle la on�guration (a)est exp(8) ≈ 2981 fois plus probable que la on�guration (b).Nota : Ceux qui ont le bon raisonnement ave un nombre de liques deux fois moins grand ont la totalité des points.3.Dans e as, on devrait aluler la fontion de partition Z qui est la somme sur toute les on�gurationspossibles <2.5 pts> (au total Ω = 216 on�gurations possibles pour deux étiquettes et 16 sites dans etteimagette) des probabilités Z =

∑

x∈Ω exp(−Vc(x)). Don 216/2 fois plus de alul que la question préédente,i.e., 215 fois plus de alul. <2.5 pts>4.
• PX(x =′′ a′′) = 1

Z
exp
(
−
∑

c∈C Vc(x)
)
) = 1

Z
exp
(
−(4))(4 di�érentes)<1.5 pts>

• PX(x =′′ b′′) = 1
Z

exp
(
−
∑

c∈C Vc(x)
)
) = 1

Z
exp
(
−(0)) = 1

Z(0 di�érentes)<1.5 pts>Don PX(x = (a))/PX(x = (b)) = exp(−4) (<2 pts>) et de e fait, ave e modèle la on�guration (b)serait exp(4) ≈ 54.6 fois plus probable que la on�guration (a).Nota : Ceux qui ont le bon raisonnement ave un nombre de liques deux fois moins grand ont la totalité des points.5.Dans la segmentation Markovienne la déision au niveau de haque étiquette se fait par étude simultanéede la valeur de vraisemblane + de la valeur de l'a priori. Dans la tehnique segmentation MV + morphologiemathématique la déision de lassi�ation se fait n deux étapes ; l'une après l'autre. <3 pts>De plus dans la segmentation Markovienne, la déision (pour savoir quel est, en un site s, l'étiquette de lasseoptimal), se fait globalement et non pas loalement pour la première stratégie. <1 pts>
IV. Compression et TCD (12 pts).1. Rappeler quelles propriétés à la spetre (obtenu à l'aide d'une TF) d'une fontion paire. <2 pts>2. On dispose algorithmiquement d'une FFT (Fast Fourier Transform) et on voudrait aluler la TCD(Transformée de Cosinus Disrète) de l'image suivante que l'on suppose avoir une longueur et largeurégale à une puissane de deux.Expliquez omment vous pouvez aluler ette TCD à partir de la FFT et dire qu'elles sont les propriétésde es deux transformés qui vous permettent de faire ela (i.e., justi�er votre réponse). <7 pts>3. Quel est don la omplexité algorithmique par ette stratégie du alul d'une TCD d'une image detaille N × N ? <3 pts>



Réponse1.(a) Partie réelle paire et pas de partie imaginaire. <2 pts>1.(b) On se sert du fait que la FFT suppose que l'image à transformée est périodique en x et y (i.e.,ylique) et que la TCD suppose que la transformée de l'image est pair. Don une stratégie serait de rendrepair l'image de départ (ou symétrie miroir) sans hanger la répartition des fréquenes de elles i puis dealuler la FFT ; ela reviendrait à faire sa TCD ; i.e.,TCD ( )

= TF { }

< 7pts >Nota : On omprend bien que l'image rendue paire à la même répartition de fréquene que l'imageoriginale et que puisque elle-i à été rendue pair, sa FFT n'a qu'une partie réelle sans partie imaginaire etest don identique à une TCD. Théoriquement le spetre obtenu en utilisant la FFT est aussi 4 fois plusgrand en taille (il faudrait sous-éhantilloner d'un fateur 2 pour retrouver la même taille que elle obtenu enalulant diretement la TCD) et l'ensemble ds oe�ients obtenus sont auss multiplié par e même fateur.1.() Pour la FFT d'une image de taille N ×N , on a une omplexité proportionelle à N2 log2 N . Pouraluler sa TCD il nous faut don une omplexité proportionelle à 4N2 log2 2N .<3 pts>Nota : En approximation, on peut dire que 'est en N2 log2 N (2pts/3).
V. Mis. (23 pts).

(a) (b) ()Fig. 1 � (a) Image d'un embryon au mirosopie par életrons. (b) Image d'un plateau d'éhes. () Imaged'un objet mystérieux (style �2001 l'odyssée de l'espae�).1. Supposons que vous ayez à votre disposition ette image (f. Fig. 1.(a)) d'embryon obtenue par miro-sopie par életrons (pour les obtenir, un anon à életrons mitraille une surfae à un angle de 45 degré)et que vous deviez extraire les petits grumeaux (petites bosses) pour éventuellement les ompter ou



pour analyser leur déplaement dans une série d'images. Nous pouvons onstater que ette image estsurexposée (oin en haut à droite) et sous-exposée (oin en bas à gauhe). Quels type de tehniques pour-raient éventuellement être utilisé sur ette image pour orriger ette situation de sur et sous-exposition ?<8 pts> .2. Expliquer omment ou par quelles tehniques on peut déterminer les positions des oins dans l' imageFig. 1.(b). <5 pts>3. Imaginer qu'un monolithe noire mystérieux sans auune aspérité et sans auune ouverture visibleapparaisse un jour (de façon mystérieuse !) sur terre. On aimerait avant tout savoir de quoi est faitl'intérieur de e mystérieux ( !) monolithe sans pour autant utiliser une tehnique destrutrie du styledéoupage au laser ou halumeau ! Quel tehnique déjà vu en traitement d'image pourrait être utile ?<5 pts>
(a) (b)Fig. 2 � (a) Image de Lena (b) Image de Lena bruité.4. Voii l'image de Lena et une image de Lena bruitée par du bruit additif Gaussien de variane σ2.Déterminer une tehnique qui permette d'estimer la variane du bruit qui s'est ajoutée à l'image (a)ne onnaissant que l'image bruitée (b). <5 pts>Réponse1.(a)

• Dans l'image de la Fig. 1, on peut onstater que la dégradation de surexposition varie spatialement (i.e.,elle est plus importante en haut a droite qu'en bas a droite et inexistante en bas à gauhe). Le traitement doitêtre don forement adaptatif (i.e./ou spatialement di�èrent) et non pas global (une opération pontuelleet globale sur l'histogramme pourrait donner quelques résultats mais serait peu robuste). Une égalisationou un étirement d'histogramme adaptatif (i.e., quadrillage de l'image puis égalisation ou un étirement pourhaune de es zones arré) est la première hose à laquelle on peut penser. On peut rendre plus robuste etraitement ave des fenestres qui se hevauhe et dont le résultat serait ensuite moyenné.
• Utiliser un traitement qui "detrende" l'image en utilisant un plan de pente est aussi une idée (enpermettant, par une transformation linéaire, de rendre la moyenne des niveaux de gris de haque olonne depixels appartenant au gros globules (embryon) identique).
• On peut essayé si la tehnique d'égalisation d'histogramme adaptatif ave fenêtre se hevauhant nemarhait pas, la même tehnique adaptatif en utilisant non pas une égalisation d'histogramme mais unetehnique d'histogramme mathing en utilisant omme histogramme de référene, l'histogramme obtenu dansune fenêtre entré au milieu de la ellule embryon (don ave auun problème de sous ou sur exposition).
• On pourrait essayer aussi un �ltrage homomorphique.
• Si es traitement ne marhe pas, on peut se demander si la dégradation n'a pas détruit l'informationen haut a droite. Dans le pire des as, il se peut que la surexposition soit si importante qu'elle est détruit



l'information en haut a droite ! (ad qu'il n'existe auun ontraste même dans les niveaux de gris prohe dublan qui permette de retrouver les grumeaux). Dans e as, auun algorithme ne permettra de retrouverette information ! <8 pts>1.(b)
• Déteteur de ontour (par exemple anny) + transformée de Hough qui nous donneraient les di�érenteséquations des droites. Analytiquement ou numériquement l'intersetion de es droites orrespondraient auxdi�érents oins de ette image.
• .... <5 pts>1.()On pourrait réolter les di�érentes oupes de projetion de e monolithes (en utilisant di�érentes radia-tions à di�érents niveaux de fréquene ou des photons, ultrassons ou des partiules traversant le monolithe)et tenter, pour haune de es fréquenes, une reonstrution tomographique 3D (don une méthode nondestrutrie) qui serait la même que elle utilisé pour reonstruire l'intérieur du orps humain. <5 pts>

Pour obtenir peut être a ....1.(d) Si on fait l'hypothèse qu'il existe quelques zones de régions homogène dans ette image alors latehnique la plus simple onsiste à balader une petite fenêtre (par exemple de taille 4 × 4) et de aluler enhaque point orrespondant au entre de ette fenêtre, la variane obtenue des niveaux de gris de l'image.Une estimation du bruit serait alors la plus petite variane obtenues pour les di�érentes valeurs de déalagede ette fenêtre.Nota : En e�et supposons que ette petite fenêtre se ale dans une zone qui, avant d'être bruité par lebruit Gaussien, était homogène, la variane alulé sur ette fenêtre orrespond e�etivement à une bonneestimation empirique de la variane du bruit ajouté sur ette image. <5 pts>Nota : Une méthode plus lourde (mentionné par olusieurs étudiants) onsisterait à utiliser une tehniquede débruitage de l'image et utiliser une di�érene au arré entre l'image bruitée et l'image restorée pourdonner une estimation de la variane du bruit. La méthode est orrete mais beauoup moins robuste quela méthode préédente et la onnaissane du bruit est souvent nééssaire avant toute restoration (souvenezvous du �ltre de Wiener).


