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I. Transformée de Fourier (32 pts)1. (a) Soit F (ν) = F [f(x)] (i.e., F (ν) représentant la transformée de Fourier (TF) de f(x)).Cal
uler par la méthode de votre 
hoix<3 pts>
F [ x2f(x) ](b) Utiliser la relation dé�nie pré
édemment pour 
al
uler la TF de x2 exp(−x) (pour x > 0).<4 pts>2. (a) Soit h(x) la fon
tion (pour x > 0) solution de l'équation di�érentielle suivante

h′′(x) + 2h′(x) + h(x) = exp(−x) (1)Que devient l'Eq. (1) si on lui applique la transformée de Fourier F ?<3 pts>(b) En déduire H(ν), solution de 
ette équation dans le domaine spe
tral puis sa solution h(x), dansle domaine spatial.<4 pts>(
) Comment pourrait on é
rire h(x) si on voulait l'exprimer sous forme de produit de 
onvolutiond'une même fon
tion ?<3 pts>(d) Si on remplaçait le membre de droite de l'Eq. (1) par [

δ(x) − δ′(x)
] (au lieu de exp(−x)), quelleserait à nouveau la solution de 
ette équation di�érentielle ?<5 pts>Nota : On rappelle que δ′(x) ∗ f(x) = f ′(x).3. Retrouver la 
élèbre propriété suivante de la TF

F [ f ′(x) ] = (2πjν)F (ν) (2)en utilisant le fait que 1-) f ′(x) = limǫ→0
f(x+ǫ)−f(x)

ǫ
, 2-) la transformée de Fourier d'une fon
tiondé
alée et 3-) le fait que, quand x → 0, exp(x) ≈ 1 + x.<5 pts>4. Trouver le résultat de l'expression 
i dessous, dans laquelle a et b sont deux réels positifs et ∗ représentel'opérateur de 
onvolution

sin πax

πax
∗ sin πbx

πbx<5 pts>Réponse1.(a)(i) La méthode la plus simple 
onsiste à appliquer la formule de la transformée de Fourier d'une fon
tiondérivée se
onde, i.e.
F [ f ′′(x) ] = (2πjν)2 F [ f(x) ] = −4π2ν2 F (ν)puis d'appliquer la propriété duale pour �nalement trouver



F [ x2f(x) ] = − 1

4π2
F ′′(ν) < 3 pts >(ii) Une autre méthode 
onsisterait à se rappeler (ou en déduire à partir du Nota donné dans l'énon
é)que F [ δ′(x) ] = 2πjν et don
, par la propriété duale que F [ x ] = − 1

2πj
δ′(ν).Compte tenu de 
e fait, on trouve ensuite

F [ x2f(x) ] = − 1

2πj
δ′(ν) ∗ − 1

2πj
δ′(ν) ∗ F (ν) = − 1

4π2
F ′′(ν)1.(b)On trouve fa
ilement (pour x > 0) F [ exp(−x) ] = 1

1+2πjν
(fait en 
lasse ou 
f. Examen de l'année 2005).Don
, en utilisant la relation pré
édemment trouvée

F [ x2 exp(−x) ] = − 1

4π2

( 1

1 + 2πjν

)′′

= − 1

4π2

( −2πj

(1 + 2πjν)2

)′

=
2

(1 + 2πjν)3
< 4 pts >2.(a)

h′′(x) + 2h′(x) + h(x) = exp(−x)
F

⇋ (2πjν)2H(ν) + 2(2πjν)H(ν) + H(ν) =
1

1 + 2πjν
< 3 pts >2.(b)De la relation pré
édente, on en déduit

H(ν) =
1

(1 + 2πjν)3Et en se servant de la question 1.(b), on en déduit que h(x) = 1
2 x2 exp(−x) (pour x > 0) est une des solutionsde 
ette équation di�érentielle. <4 pts>2.(
)

h(x) = F−1
[ 1

(1 + 2πjν)3

]

= F−1
[ 1

(1 + 2πjν)

1

(1 + 2πjν)

1

(1 + 2πjν)

]

h(x) = exp(−x) ∗ exp(−x) ∗ exp(−x) (pour x>0) < 3 pts >2.(d)En se rappelant (ou en déduisant à partir du Nota donné dans l'énon
é) que F [ δ′(x) ] = 2πjν, on a 
ettefois 
i
h′′(x) + 2h′(x) + h(x) = δ(x) − δ′(x)

F

⇋ (1 + 2πjν)2H(ν) = 1 − 2πjνEt, si on revient au domaine spatial
h(x) = F−1

[ 1 − 2πjν

(1 + 2πjν)2

]

= F−1
[ 2

(1 + 2πjν)2
− 1

1 + 2πjν

]

= 2 exp(−x) ∗ exp(−x) − exp(−x) pour x>0 < 5 pts >NOTA 11Si le deuxième membre de l'équation avai été [δ(x) + δ′(x)], on aurait eu
h(x) = F

−1

h 1

1 + 2πjν

i

= exp(−x) pour x>0



3
F

[

f ′(x)
]

=
1

ǫ
lim
ǫ→0

F
[

f(x + ǫ) − f(x)
]

=
1

ǫ
lim
ǫ→0

{

F (ν)
[

exp(2πjνǫ) − 1
]

}

=
1

ǫ
F (ν)

[

(1 + 2πjνǫ) − 1
]et don
 F

[

f ′(x)
]

= (2πjν)F (ν) < 5 pts >4Le plus fa
ile est de télé-porter 
ette expression dans le domaine de Fourier, la résoudre dans 
et espa
epuis revenir dans le domaine spatial, i.e.
sin πax

πax
∗ sin πbx

πbx

F

⇋

1

|a| Π
(ν

a

) 1

|b| Π
(ν

b

)

= =
1

|ab|
sin πcx

πx

F

⇋

1

|ab| Π
( ν

min(a, b)

)dans laquelle c = min(a, b).<5 pts>II. Représentation & Filtrage Spatial (22 pts)1. A�e
ter à l'image représentant un 
iseau, l'un des trois histogrammes représenté 
i dessous en justi�antsommairement votre réponse.
(a) (b) (
)<5 pts>2. En traitement d'image, il existe une multitude de variante de �ltre passe-bas, plus ou moins di�érents.Parmi 
eux-
i, il existe le �ltre que l'on appelle le Filtre olympique qui 
onsiste à faire la moyenne(dans un voisinage 
onsidéré, e.g., une fenêtre [3 × 3]) de toutes les valeurs de niveaux de gris sauf lesdeux valeurs extrêmes (min et max). Dis
uter l'e�
a
ité de 
e type de �ltre (
omparé au �ltre médianet Gaussien) sur une image enta
hée de bruit Gaussien et sur une image enta
hée de bruit sel et poivre.<5 pts>3. Quelle densité de probabilité aurait le bruit poivre et sel ? Tra
er sommairement à quoi il pourraitressembler. Quel est le paramètre qui 
ara
térise l'importan
e de 
e bruit ?<5 pts>4. A�e
ter à 
haque �è
he le traitement (�ltre ou opération pon
tuelle) qui lui 
orrespond parmi lestraitements suivant :(a) Égalisation



(b) Filtre moyenneur(
) Filtre médian(d) Rehausseur de 
ontour(e) Filtre de Prewitt(f) Rehaussement de luminan
e (i.e., ajout d'une 
onstante sur l'image)<7 pts>Nota : Vous n'avez pas besoin de justifier votre réponse, donner seulement la bonne réponse.

Réponse1C'est l'histogramme (b) qui représente l'image du 
iseau. L'histogramme doit être for
ément bimodalpuisque un objet d'une 
ertaine 
ouleur se déta
he du ba
kground. De plus, il existe un peu plus (en pro-portion) de pixels appartenant au ba
kground que de pixel appartenant à l'objet et les niveaux de gris duba
kground ont une varian
e faible (plus faible que 
elle appartenant à l'objet), nous renseignant de 
e faitque le deuxième pi
 de l'histogramme est plus important en hauteur et moins important en largeur que lepremier pi
 asso
ié au pixels appartenant à l'objet. De plus, il existe des niveaux de gris sur l'objet (auniveau des lames) qui se rappro
hent beau
oup du ba
kground nous indiquant que 
es deux pi
s sont trèspro
he l'un de l'autre.<5 pts>2Pour une image enta
hée de bruit Gaussien, 
e �ltre devrait se 
omporter de façon similaire au �ltreGaussien ave
 les mêmes défaut de 
e dernier, lorsqu'on augmente la taille du voisinage ; les 
ontours de-viennent de plus en plus �ou (pour une fenêtre [3×3], le fait de faire une moyenne sur 9 valeurs ou 9−2 = 7valeurs de niveaux de gris ne 
hangerait pas grand 
hose à la préservation des 
ontours de l'image.



Pour une image enta
hée de bruit sel et poivre, il devrait se 
omporter similairement au �ltre médianpour un bruit où les agrégats ne sont pas plus gros qu'un pixel. Par 
ontre lorsque les agrégats de bruits ontune épaisseur supérieurs à un pixel, 
e �ltre devrait se 
omporter 
omme le �ltre Gaussien, 
'est à dire pastrès bien, et rien n'y 
hangerait, même si on augmentait la taille du voisinage.<3 pts | 1 pts | 1 pts><Raisonnement | Taille Voisinage | Taille agrégats >3Deux pi
s plus ou moins large a 
haque extrémité de l'histogramme. <2.5 pts>Le paramètre qui 
ara
térise l'importan
e de 
e bruit est soit :� la proportion des pixels a�e
tée (exprimé en pour
entage, par exemple un bruit poivre et sel de 10%a�e
terait 10% des pixels de l'image).� soit la grosseur des agrégats de 
es ta
hes poivres et sel.<2.5 pts>Nota : L'une ou l'autre des deux réponses donne la totalité des points, les deux réponses ensemble donneraientun BONUS +241. (3-a) Égalisation2. (4-b) Filtre moyenneur3. (2-
) Filtre médian4. (1-d) Rehausseur de 
ontour5. (5-e) Filtre de Prewitt (1 dire
tion)6. (6-f) Rehaussement de luminan
e (ajout d'une 
onstante sur l'image)<7 pts>
III. Représentation & Filtrage Fréquentielle (22 pts)1. (a) Rappeler quelle est la propriété de la Transformée de Fourier (TF) qui permet de dire que lespe
tre de 
et oiseau en 
age (voir �gure (a) 
i dessous) est 
onstitué du spe
tre de l'oiseau plusle spe
tre 
réé par la 
age de l'oiseau (i.e., la su

ession de lignes blan
hes verti
ales équidistantes).<2 pts>(b) Quel spe
tre va 
réer la 
age de l'oiseau dans le domaine spe
tral et s'additionnera au spe
tre del'oiseau ? Plus pré
isément, faire un graphique ou (au 
hoix) donner une expression mathématiquesimpli�ée du spe
tre 
réé par 
ette 
age (représentée par 
ette su

ession de lignes blan
hesverti
ales équidistantes et que l'on supposera d'épaisseur supérieure à un pixel).<8 pts>(
) En déduire le traitement dans le domaine spe
tral permettant d'enlever la 
age de l'oiseau (i.e.,quel est le type de �ltre dans le domaine fréquentiel qui permettrait de retrouver l'image del'oiseau sans 
age).<2 pts>



2. L'image (b) est une image qui a été numérisée sur un journal. Cette image présente un défaut quel'on appelle tramage et qui est en fait une dégradation de l'image 
réée par la répétition d'un motifpériodique haute fréquen
e s'appliquant sur l'image. Dans le 
as le plus simple (et 
'est le 
as i
i), letramage est un peigne de Dira
 en 2D (quelquefois la trame est un peu plus 
ompliquée qu'un simplepeigne de Dira
). L'opération de détramage 
onsiste don
 à restituer les niveaux de gris avant que 
eux
i ne soient a�e
tés par 
ette dégradation.(a) Indiquer un �ltre simple qui pourrait éliminer 
e type de problème. Est-
e que le �ltre médian estapproprié pour restaurer 
e type d'image ? Justi�er votre réponse.<5 pts>(b) A quoi ressemblera le spe
tre de l'image dégradée 
omparativement au spe
tre de l'image nondégradée ?<5 pts>
(a) (b)Réponse1.(a) Linéarité. <2 pts>1.(b)Si on 
onsidère que l'axe des x représente les di�érentes 
olonnes de l'image et l'axe des y, 
elui des lignes,on pourrait donner à la 
age la représentation mathématique suivante ; Suivant y, 
es barres verti
ales sontdes 
onstantes (Cst(y)) et en x on re
onnaît le signal porte de largeur a qui se répète toute les période T(don
 Π(x

a
) ∗ ∐∐T (x)). En supposant la 
orrespondan
e x ⇋ u et y ⇋ νFon
tion Cage = Cst(y) · Π(

x

a
) ∗ ∐∐T (x)

F

⇋ δ(ν) ∗ a sin
(au) · ∐∐ 1

T

(u)

∝ δ(ν) · sin
(au) · ∐∐ 1

T

(u)Le spe
tre de la 
age représente don
 un sinus 
ardinal dont on a pris des valeurs régulièrement espa
ées(de 1/T ) et 
entrée en u (ligne horizontale) et de largeur 1 pixel.<8 pts>< 4 pts pour u | 4 pts pour ν >1.(
)Si on réussit à enlever le spe
tre de la 
age, sans enlever trop de basses fréquen
es qui 
onstituent aussi laforme de l'oiseau, on réalisera le �ltrage qui permettra de retrouver l'image de l'oiseau sans 
age. Ce �ltrageserait un �ltre 
ombinant un �ltre à reje
teur de bande et un �ltre passe-bas dont l'appli
ation sur le spe
trede l'image de l'oiseau ave
 
age ressemblerait à la �gure 
i-dessous.<2 pts><Tous les points pour un bon prin
ipe>



NOTA : Les trois �gures 
i-dessus nous montre le spe
tre de l'oiseau en 
age (on peut voir le spe
tre 
réépar la 
age sur l'axe horizontal) et l'opération permettant d'enlever la 
age dans le domaine spe
tral.2.(a)Une opération simple serait un �ltre moyenneur ou Gaussien <3 pts>.Un �ltre médian ne serait pas approprié pour 
e type de problème 
ar il existe la moitié des pixels quisont dégradé dans l'image. La valeur médiane prise par le �ltre médian serait don
 souvent une valeur de latrame et non un niveaux de gris de l'image. <2 pts>2.(b)Img tramée = Img · ∐∐T=2pixels (ν)
F

⇋ Spe
tre de l'Img tramée = Spe
tre de l'Img ∗ ∐∐ 1

T
=moitié de l'img (ν)La présen
e de haute fréquen
es dues au 
hangement abruptes d'intensités <3 pts>. Plus pré
isément,le spe
tre de l'image tramée se répétera 2 fois en u et en ν 
omparativement au spe
tre de l'image nontramée <3 pts>. On 
omprend bien (question pré
édente don
 pourquoi Un �ltra passe-bas permettra desupprimer 
ette répétition et de retrouver la 
ontinuité des niveaux de gris de l'image originale).

IV. Mis
. (44 pts)1. Expliquer en une phrase à quoi est du le repliement (ou re
ouvrement ou 
hevau
hement) spe
tral etle re
ouvrement (ou 
hevau
hement ou re
ouvrement) spatial.<5 pts>2. On veut faire un �ltrage spatial adaptatif sur une image dégradée par un bruit Gaussien de varian
eégale à σ2 = 100. A quelles valeurs serait il judi
ieux de �xer le seuil de 
e �ltre adaptatif ?<5 pts>3. L'image (a) 
i-dessous est une vraie image SAR (Syntheti
 Aperture Radar ou en français radar à syn-thèse d'ouverture) prise par un satellite de la surfa
e d'un o
éan. L'image est bruitée mais on peut voir
lairement ave
 l'oeil les di�érentes vagues périodique (vue d'en haut) qui apparaissent à sa surfa
e.On vous demande de trouver un système de traitement d'image qui vous permettrait de trouver au-tomatiquement (et de façon le plus robuste possible), à partir de 
e type d'images, la période, ou lalargeur (en mètres) des vagues. (Cette information est importante pour la météo pour savoir si la merest 
alme ou dé
haîné (plus une vague est large, plus elle est haute : information importante aussi pourles surfers !).Essayer d'être le plus pré
is possible et on supposera que la résolution spatiale (= ∆x) ou périoded'é
hantillonage est de 2 mètres et que l'image est de taille 128 × 128 pixels.<10 pts>



4. L'image (b) 
i dessous est une photo de Emmanuel Rudnitsky, dit Man Ray peintre et photographe(mort en 1976). Une de 
es photographie 
élèbre s'intitule le violon d'ingres (1924) et représente laphotographie d'une femme nue assise de dos. Par quelques 
oup de peinture noire, l'auteur s'est amuséeà transformer le 
orps de 
ette femme en violon, (jouant ainsi ave
 l'expression populaire �avoir unviolon d'ingres�, l'auteur révèle à travers son art, l'érotisme de 
e 
orps et sa propre passion pour unde 
es modèle (Ali
e prin dite kiki de Montparnasse)).Donner une te
hnique de traitement d'image qui permettrait e�
a
ement d'e�a
er les deux 
oups depin
eaux de l'auteur (i.e., retrouver la photo telle qu'elle était avant 
es 
oups de pin
eaux).<5 pts>5. Imaginons que l'on ait une image de bruit blan
 Gaussien de moyenne (en niveaux de gris) 128 et devarian
e σ2 = 800, i.e, un bruit qui suit une densité de probabilité Gaussienne N (µ = 128, σ2 = 800).(a) Donner l'intervalle des niveaux de gris dans lequel sera 
ompris 99.5% des pixels ?<2 pts>(b) Si on �ltre 
ette image de bruit par un �ltre moyenneur [3 × 3] et que l'on re
al
ule la moyenneet la varian
e de 
e bruit (sur l'image �ltrée). Indiquer 1) si la moyenne et la varian
e de 
e bruitserait identique, supérieur ou inférieur ? Justi�er votre réponse. 2) quelle serait vraisemblablementune estimation de sa moyenne et sa varian
e ? Justi�ez votre réponse par rapport à 
e qui à été diten 
ours en disant aussi le nom de la propriété qui vous permettra de 
on
lure sur 
ette dernièrequestion.<8 pts>6. L'image (
) est une image satellitaire de la surfa
e de la terre prise par Google earth représentantune 
haîne montagneuse en Amérique du sud. Que proposeriez vous, 
omme traitement simple, pouraméliorer la visibilité des détails de l'image dans 
e qui semble être l'oeil et le sour
il de 
e visage(d'indien ?) pour en savoir plus ? Justi�er brièvement votre réponse.<4 pts>7. Donner (s
hématiquement) la représentation frontière (Boundary representation) du triangle équilaté-ral (Figure (d)) représentant une forme dont les 
ontours ont été préalablement binarisée.<5 pts>

(a) (b) (
) (d)Réponse1Le repliement spe
tral est du à une période d'é
hantillonage trop petite (ne respe
tant pas le théorèmede Shannon).<2.5 pts>



Le repliement spatial existe quant on fait une 
onvolution dans le domaine fréquentiel (don
 en utilisantla TF dis
rète qui implique la périodisation du signal de départ).<2.5 pts>2seuil = 3 σpermettant ainsi de prendre les zones de région homogène �ltrée ave
 une probabilité supérieure à 99.5%.<5 pts>NOTA : La réponse seuil = 2 σ a été 
onsidéré aussi 
omme valable et juste.3Pour identi�er la période des vagues, la façon la plus pré
ise est, dans un premier temps de 
al
uler lespe
tre de 
ette image. Celui 
i montrerait 
lairement deux valeurs maximales de part et d'autre de l'origineque l'on peut fa
ilement trouver automatiquement. La valeur max du spe
tre, 
orrespondant à la fréquen
ede ses vagues se situerait de part et d'autre de l'origine, <5 pts> dans notre 
as à Np = 24 pixels ou 24∆uave
 ∆u, la résolution spe
trale égale à ∆u = 1/(N · ∆x), don
Fréquen
e des vagues =
Np

N · ∆x
ou Période des vagues =

N · ∆x

Np

en mètres < 5pts >

NOTA 1- : Dans notre 
as, on obtiendrait le spe
tre 
i dessus, la valeur de Np = 24 et don
 la Périodedes vagues = 128×2
24 = 10.66 en mètres.NOTA 2- : Après avoir débruité l'image, ave
 un �ltre passe bande 
entré sur les deux valeurs maximalesdu spe
tre (de part et d'autre de l'origine), on pourrait ensuite revenir dans le domaine spatial, puis aprèsbinarisation de 
ette image, et après érosion ave
 un élément stru
turant de plus en plus grand jusqu'à 
eque l'image érodée devienne blan
he. La taille de l'élément stru
turant trouvé dans 
e 
as ave
 le fait que lagrosseur des pixels est, par dé�nition, ∆x = 2m pourrait permettre une bonne estimation de la largeur desvagues.4� Une opération d'ouverture et fermeture (morphologie mathématique) lo
alement et sur l'image enniveau de gris (i.e., sur l'imagette en
er
lant et 
entrée autour de 
haque dégradation [fa
ilementtrouvable puisque 
onstitué de pixels essentiellement noir℄) ave
 un élément stru
turant de grosseursupérieur à la taille de la dégradation appliqué sur l'enveloppe de 
ette image (en niveaux de gris)permettrait �d'enlever� les deux traits noirs fait par l'auteur et permettrait de �retrouver� (dans une
ertaine mesure) les niveaux de gris dans 
ette zone.� De même, un traitement lo
al, du style �ltrage médian ave
 un voisinage (
arré ou 
ir
ulaire) quiserait supérieur à deux fois la grosseur de 
ette dégradation permettrait d'obtenir des résultats derestauration 
onvenable.� La plus simple et peut être la moins e�
a
e restauration 
onsisterait a 
al
uler la valeur moyenne desniveaux de gris autour de 
haque dégradation et remplir la zone noire ave
 
ette moyenne.



<5 pts>5l'intervalle des niveaux de gris dans lequel sera 
ompris 99.5% des pixels serait [128 − 3σ , 128 + 3σ]
= [≈ 43 ≈ 213].<2 pts>Après �ltrage par un masque de 
onvolution moyenneur [3 × 3], la moyenne serait identique (le �ltragepasse-bas doit 
onserver la moyenne de l'image) <1 pts> mais sa varian
e serait plus faible (
ar le bruitmoins important) <1 pts>.Plus Pré
isément, l'é
art type du bruit serait approximativement divisé par√Nb. de 
oe�
ient du �ltre =√

9 (ou sa varian
e divisée par 9) et on trouverait approximativement un bruit distribuée selon N (µ =
128, σ2 ≈ 89), i.e., un é
art type du bruit ≈ 9.4. <4 pts>La propriété d'ergodi
ité permet de rappro
her 
ette expérien
e ave
 
elle sur le moyennage d'ensembled'images enta
hées d'un bruit Gaussien. <2 pts>NOTA : Dans notre 
as, on trouverait pour le bruit généré par l'ordinateur utilisé enTP une valeur de σ 
al
ulée sur l'image filtrée égale à σ = 9.59.6L'information 
ouleur n'étant pas très importante dans 
ette appli
ation, il serait préférable de travaillerave
 l'image des niveaux de gris. Une égalisation d'histogramme serait un traitement qui nous permettraitd'avoir un peu plus de pré
ision au niveau de 
e que sont réellement les 
ontours de 
e soit-disant oeild'indien. Pour visualiser plus de détails dans les 
ontours (représenté par des niveaux de gris sombre), unétirement d'histogramme aux niveaux des zones de niveaux de gris sombre nous permettrait d'avoir un peuplus de 
ontraste des 
ontour et peut être appré
ier plus justement la ressemblan
e de 
e 
ontour ave
 
elled'un véritable oeil.Une transformation linéaire par mor
eaux ave
 une pente plus abrupte pour les niveaux de gris plussombres serait aussi une bonne réponse et améliorerait la visibilité des détails.On pourrait aussi utiliser un rehausseur de 
ontour pour augmenter la visibilité des détails de 
ette image.<4 pts>7
f. 
ours.

<5 pts>


