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I. Transformée de Fourier (28 pts)1. (a) Soit f(x) la fon
tion (pour m > 0) solution de l'équation di�érentielle suivante
m2f(x) − f ′′(x) = δ(x) (1)Que devient l'Eq. (1) si on lui applique la transformée de Fourier F ?<3 pts>(b) En déduire F (ν), solution de 
ette équation dans le domaine spe
tral puis sa solution f(x), dansle domaine spatial, sa
hant que l'on peut fa
ilement trouver dans les tables de transformée deFourier la relation suivante<4 pts> F

[

exp(−|x|)
]

=
2

1 + 4π2ν2(
) Soit la fon
tion g(x), dé�nie par
g(x) =

{

exp(−x) si x ≥ 0
0 si x < 0Cal
uler G(ν) = F [g(x)] (i.e., la transformée de Fourier de g(x)).<3 pts>(d) Si on remplaçait le membre de droite de l'Eq. (1) par [

δ(x)−δ′(x)
] (au lieu de δ(x)), quelle seraità nouveau, pour m = 1, la solution de 
ette équation di�érentielle ?[ Nota : On rappelle que δ′(x) ∗ f(x) = f ′(x). ℄<5 pts>2. (a) Sans 
al
ul, quelles seraient (toutes) les propriétées intéressantes de H(ν) = F

[

h(x)
]

= F
[

x2 exp(−πx2)
]que l'on pourraient déduire à partir des propriétées de h(x) et des propriétés de la transforméede Fourier.<3 pts>(b) Cal
uler maintenant H(ν) = F

[

x2 exp(−πx2)
].<5 pts>3. Cal
uler F[

cos2 x
].<5 pts>Réponse1.(a)

m2f(x) − f ′′(x) = δ(x)
F

⇋ m2F (ν) − (2πjν)2F (ν) = 1 < 3 pts >1.(b)De la relation pré
édente, on en déduit
F (ν) =

1

m2 + 4π2ν2
< 2 pts >Et en se servant du fait que exp(−|x|) F

⇋
2

1+4π2ν2 et de la propriété de 
ontra
tion dilatation de la TF,on trouve



f(x) = F−1
[ 1

m2 + 4π2ν2

]

=
1

2
F−1

[ 1

m2
· 2

1 + 4π2( ν

m
)2

]

=
1

2
· 1

m2
· |m| · exp(−m |x|)

=
1

2m
· exp(−m |x|) < 2 pts >1.(
)En utilisant dire
tement la dé�nition de la TF

G(ν) = F [g(x)] =

∫

∞

0

g(x) exp(−2πjνx) dx =
−1

1 + 2πjν

[

exp
(

−x(1 + 2πjν)
)

]∞

0
=

1

1 + 2πjν
< 3 pts >1.(d)

m2f(x) − f ′′(x) = δ(x) − δ′(x)
F

⇋ m2F (ν) − (2πjν)2F (ν) = 1 − 2πjν

f(x) = F−1
[ 1 − 2πjν

1 + 4π2ν2

]

= F−1
[ (1 − 2πjν)

(1 − 2πjν)(1 + 2πjν)

]

< 1 pt >

= F−1
[ 1

1 + 2πjν

]

< 3 pts >

= g(x) < 1 pt >NOTA :On pourrait raisonner aussi de la façon suivante
f(x) = F−1

[ 1

1 + 4π2ν2

]

−F−1
[

2πjν
1

1 + 4π2ν2

]

=
1

2
exp(−|x|) − 1

2

(

exp(−|x|)
)′

= exp(−x) pour x ≥ 02.(a)
h(x) est réelle et paire, sa TF sera don
 à symétrie hermitienne (partie réelle paire) et sans partieimaginaire. <3 pts>[ NOTA : On peut dire aussi que

• le signal h(x) ne 
omportant pas de dis
ontinuités, on aura un support borné pour H(ν)(BONUS <+1 pts>),
• h(x) étant paire, le 
al
ul de la transformée de Fourier ou de la transformée inverse donnerala même 
hose(BONUS <+1 pt>).
• h(x) étant positive, sa transformée de Fourier aura l'allure d'un filtre passe-bas(BONUS <+1 pts>).℄2.(b)On a la propriété suivante F [ x2f(x) ] = − 1

4π2
F ′′(ν)



que l'on peut aussi retrouver en utilisant l'une des deux méthodes expliquées dans la 
orre
tion del'examen de 2007. On trouve don
 que
F [ x2 exp(−πx2) ] = − 1

4π2

(

exp(−πν2)
)′′

=
1

2π

(

ν exp(−πν2)
)′

=
1

2π
exp(−πν2) − ν2 exp(−πν2)

=
( 1

2π
− ν2

)

exp(−πν2) < 5 pts >3.On se souvient que exp(2πjxνo)
F

⇋ δ(ν − νo) [ propriété duale de δ(x − xo)
F

⇋ exp(−2πjνxo) ℄
F

[

cos2 x
]

=
1

2
F

[

1 + cos(2x)
]

=
1

2
F

[

1
]

+
1

4

(

F
[

exp(2jx) + exp(−2jx)
]

)

F

⇋

1

2
δ(ν) +

1

4

(

δ(ν − 1

π
) + δ(ν +

1

π
)
)

< 5 pts >II. Opération pon
tuelle & Filtrage Spatial (41 pts)1. En traitement d'image, il existe un �ltre que l'on appelle le Filtrage par le max qui 
onsiste à faireles étapes suivantes(a) On 
onsidère le niveaux de gris du pixel à traiter, et d'autre part tous ses voisins. Sur les voisins,on 
al
ul le niveau de gris min et le niveaux de gris max.(b) Si le niveau de gris du pixel à traiter est 
ompris entre le min et le max, alors on le laisse in
hangésinon on le rempla
e par le maxDans le premier exemple (voisinage du se
ond ordre), on rempla
e don
 le pixel de niveau de gris 176par 143 (176 6∈ [100 143]) et dans le deuxième exemple il demeure in
hangé (176 ∈ [100 178]).(a)132 125 132124 176 100143 123 122(b)132 125 132124 176 100178 123 122Dans quelle famille 
e �ltre fait-il partie ? Donner les 
ara
téristiques de 
e �ltre (i.e., expliquer dansquelles 
ir
onstan
es (type de bruit, type d'image) 
e �ltre est intéressant, justi�er votre réponse etdonner le nom d'un �ltre que vous 
onnaissez qui se rappro
he le plus de 
elui-
i.<6 pts>2. On désire 
al
uler le Lapla
ien (∇2) d'une image I(x, y) �ltrée passe-bas par un (masque de 
onvolution[ou PSF℄, f(x, y)), 
'est à dire faire l'opération suivante ∇2
[

I(x, y) ∗ f(x, y)
].Montrer que l'on a l'égalité

∇2
[

I(x, y) ∗ f(x, y)
]

= I(x, y) ∗
[

∇2f(x, y)
]qui montre que l'on peut faire 
ette opération en �ltrant l'image par le lapla
ien du passe-bas.<5 pts>



3. On désire trouver un masque de 
onvolution qui nous permettrait de 
al
uler numériquement la dérivéetroisième d'une image en x (
olonne de l'image). Trouver (une version possible) de 
e masque de
onvolution en justi�ant votre réponse.<5 pts>4. Soit la PSF (point spread fun
tion) suivante : f(x) = exp(−πx
2

σ
) · cos(x)
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En 
al
ulant sa transformée de Fourier et en représentant brièvement sa réponse fréquentielle, trouvéela nature du �ltre obtenu lorsqu'on 
onvolue une image par f(x).<7 pts>5. Dire pourquoi l'opérateur 1 0 -1 est plus robuste que l'opérateur -1 1 si on veut 
al
uler uneapproximation du gradient. En terme de rapport signal (du gradient) sur bruit, quel est une estimation(approximé) du gain gagné si on utilise le premier plut�t que le deuxième (dans le 
as d'une image(ave
 la propriété d'ergodi
ité) enta
hée par du bruit blan
 Gaussien) ?<4 pts>6. Appliquer l'égalisation de l'histogramme de l'image en niveaux de gris dans l'exemple suivant (Fig.(a)). Montrer les détails de vos 
al
uls.<5 pts>

(a) (b)7. Voi
i le début du 
ode en C (
f. Fig. (b)) d'une fon
tion qui réalise une égalisation d'histogramme surune image 
ouleur img. Compléter le pour qu'il soit fon
tionnel.<9 pts>



Réponse1.Ce �ltre (qui s'assure en résumé que tous les pixel à son niveau de gris pla
é dans la gamme de ses voisins)fait partie de la famille des �ltre à opération lo
ale a un voisinage, aussi de la famille des �ltres passe-basqui, tout 
omme le �ltre médian, doit e�
a
ement supprimer (ou fortement atténuer) le bruit �poivre et sel�(dans 
et exemple seulement le bruit �sel� d'épaisseur 1 pixel et de proportion moins de 1/9 pour être pluspré
is, le bruit �poivre� ne serait pas �ltré par 
ette pro
édure), 
'est à dire qu'il adou
it les pixels isolésayant un niveau de gris très di�érent des niveaux de gris de leur voisinage. De plus il aura la parti
ularitéde bien préserver (tout 
omme le �ltre médian) les 
ontours et les détails de l'image. Tout 
omme le �ltremédian, il ne serait pas très e�
a
e dans le 
as d'un bruit Gaussien.<6 pts>2.2 fa
on de le faire(i)Pour alléger la démonstration, raisonnons en laissant tomber la dimension y (le lapla
ien et le passe-bassont symétriques),
∇2

[

I(x) ∗ f(x)
] F

⇋ (2πju)2 · I(u) · F (u)

= =

I(x) ∗
[

∇2f(x)
] F

⇋ I(u) ·
(

(2πju)2 · F (u)
)(ii) La démonstration la plus simple est de dire que 
al
uler le lapla
ien d'une image I(x, y) se résumenumériquement par I(x, y) ∗ l(x, y), i.e. un �ltrage où l(x, y) est la psf (point spread fun
tion) ou masque de
onvolution asso
ié à 
e �ltre (lapla
ien). Don
, le produit de 
onvolution étant 
ommutatif

∇2
[

I(x, y) ∗ f(x, y)
] ∆

= l(x, y) ∗ I(x, y) ∗ f(x, y) = I(x, y) ∗
(

l(x, y) ∗ f(x, y)
)

= I(x, y) ∗
[

∇2f(x, y)
]<5 pts>3.Un masque de 
onvolution asso
ié à une dérivée troisième peut se 
onstruire à partir d'un masque de
onvolution asso
ié à une dérivée se
onde, i.e., 1 -2 1 et d'un masque de 
onvolution asso
ié à une dérivéepremière, i.e., -1 1 , et on trouve 1 -2 1 ∗ -1 1 = -1 3 -3 1 <5 pts>4. exp(−πx2

σ
) · cos(x)

F

⇋

√
σ exp(−πσν2) ∗

(

δ(ν − 1

2π
) + δ(ν +

1

2π
)
)

< 4 pts >

∝ exp
{

−πσ(ν − 1

2π
)2

}

+ exp
{

−πσ(ν +
1

2π
)2

}

< 2 pts >

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

-0.4 -0.2  0  0.2  0.4

F(u) Don
 un �ltre passe-bande. <1 pt>5.Le premier opérateur sera plus robuste 
ar il moyenne l'estimation du gradient (ou de la dérivé) à droitedu signal (donné par le deuxième opérateur) ave
 l'estimation de sa dérivée à gau
he (donné par le deuxième



opérateur 1 -1 ). Ainsi le bruit (blan
 Gaussien) de 
es deux estimations sera moyenné et le rapport signal(du gradient) sur bruit sera plus important. <2.5 pts>En 
onsidérant le signal image 
omme étant ergodique, les moyennes spatiales auront le même e�et surle bruit qu'une moyenne d'ensemble et ainsi le gain gagné (pour deux moyennage) sera approximativementde l'ordre de (
f. 
ours) de √
2. <1.5 pts>6.(i) Si on 
onsidère que l'on a 4 niveaux de gris dans 
et exemple ;

4

16
× 3 = 0.75 6

16
× 3 = 1.125 13

16
× 3 = 2.4375 16

16
× 3 = 3Les trois barres seront don
 dépla
ées aux niveaux de gris suivants 0, 1, 2 et 3 (si on tronque) don
 rien de
hangé ou en 1 (hauteur 6 ; fusion de la première et la deuxième barre)) et la barre 2 et 3 seront in
hangées(si on arrondit).(ii) Si on 
onsidère que l'on a 256 niveaux de gris.

4

16
× 255 = 63.75 6

16
× 255 = 95.625 13

16
× 255 = 207.18 16

16
× 255 = 255Les trois barres seront don
 dépla
ées aux niveaux de gris suivants 63, 95, 207 et 255 (si on tronque) ouen 64, 96, 207 et 255 (si on arrondit).<5 pts>7.

<9 pts>III. Restauration (17 pts)1. Soit g(x, y) une image naturelle en niveaux de gris dégradée obtenue à partir de l'image parfaite (i.e.,sans dégradation) f(x, y) et du modèle de dégradation suivant
g(x, y) = f(x, y) · n(x, y)dans lequel n(x, y) est un bruit blan
 Gaussien suivant une loi normale (i.e., gaussienne) de moyenne

µ = 1.0 et de varian
e σ2 in
onnu, i.e., n(x, y) ∼ N (µ = 1.0, σ2).(a) Indiquer dans quel interval approximatif évolueront les valeurs de n(x, y).<3 pts>



(b) Voi
i une image (don
 g(x, y)) qui a été dégradée par 
e type de bruit.Dans 
et exemple, n(x, y) ∼ N (µ = 1.0, σ2 = 0.02).Quelle est la te
hnique qui nous permettrait de transformer 
ette dégradation multipli
ative enune dégradation additive (N(x, y)) qui s'ajouterait sur une image F(x, y), di�érente de f(x, y)(et qui 
réerait une nouvelle image dégradée que l'on appellera G(x, y)). É
rire le nouveau modèlede dégradation obtenue par 
ette te
hnique.<4 pts>(
) Si on supposait que 
e bruit additif était Gaussien et blan
 (
e qui n'est pas le 
as dans 
etexemple), quel serait une te
hnique qui permettrait d'estimer (grossièrement) la varian
e σ2 de
e bruit N(x, y) additif. Justi�er votre réponse.<4 pts>(d) Trouvez et expliquer une méthode qui permettrait d'estimer (grossièrement) la varian
e σ2 de 
ebruit n(x, y).<6 pts>Réponse1.(a)les valeurs de n(x, y) évolueront approximativement dans l'interval [1.0 − 3σ 1.0 + 3σ]. <3 pts>1.(b)La première 
hose à faire est de rendre 
e bruit multipli
atif en prenant le log népérien (ou un autre log)de tous les niveaux de gris. Du 
oup on se retrouve ave
 une dégradation additif du type
ln g(x, y) = ln[f(x, y)] + ln[n(x, y)]

G(x, y) = F(x, y) + N(x, y)<4 pts>1.(
)(i) Une méthode possible 
onsisterait, pour 
haque pixel, à estimer dans une petite fenêtre W (parexemple de dimension 3 × 3) et 
entrée sur 
e pixel), la varian
e empirique. La varian
e minimale obtenuesur l'ensemble de 
es estimations serait une borne supérieur et une assez bonne estimation de la varian
e de
e bruit. En e�et l'image 
omporte 
ertainement quelques zones homogènes et lorsque W se �xera sur l'uned'entre elle, la varian
e obtenue sur 
ette zone sera une asez bonne estimation de la varian
e du bruit.(ii) Une autre possibilité serait de 
al
uler la DSP (densité spe
tral de l'image bruitée), i.e., |F [G(x, y)]|2puis de trouver σ2 en sa
hant que la DSP d'un bruit blan
 gaussien est une 
onstante σ2 qui s'ajoute (pourtoute les fréquen
es du spe
tre) à la DSP de l'image non bruitée.<4 pts>1.(d)



Le plus simple est peut être de travailler ave
 l'image g(x, y) dire
tement. En 
al
ulant pour 
haque pixelde 
ette image, dans une petite fenêtre (par exemple de dimension 3 × 3) 
entrée sur 
e pixel, la valeur
|max− min|/moy 
ontenue dans 
ette fenêtre (la valeur moy est la moyenne des niveaux de gris dans 
ettepetite fenetre). Pour une zone (initialement) homogène dans l'image (même après être bruitée), 
ette valeur
|max − min|/moy serait plus petite que toute les autres et dans le 
as d'une image sans bruit (puisqu'onsuppose qu'il existe des zones de régions homogènes dans l'image), 
ette valeur |max−min|/moy serait égalà zéro. Dans le 
as de notre bruit multipli
atif |max−min|/moy ≈ 6 σ (
f. question 1.(a)) et don
 une bonneapproximation serait

σ̂ ≈
( |max − min|

6 × moy

)

< 6 pts >[ NOTA : Pour l'image présentée plus haut, on obtient σ̂ ≈
“

|max−min|=54

6×moy=68.22

”

= 0.1319 au lieu d'unevaleur réelle de σ =
√

0.02 ≈ 0.1414 (en prenant des fenêtre d'estimation de taille 3 × 3, soitapproximativement 6.7 % d'erreur d'estimation)℄.
IV. Mis
. (38 pts)1. On vient de réaliser un �ou sur l'image mona (
f. Figure (a)) en pro
édant dans le domaine spe
tralet en utilisant l'algorithme de FFT (Fast Fourier Transform) et un �ltre de moyenne de taille 15× 15.On obtient le résultat montré à droite de l'image mona. Expliquer en justi�ant pourquoi il existe(sur l'image rendue �oue) une sorte de grosse ligne noire sur le 
oté supérieur de l'image (i.e., sur lespremières lignes de l'image �oue).<5 pts>2. On aimerait avoir une estimation de l'angle que fait la tour de pise automatiquement par traitementd'image. Comment pourrait-on faire 
ette estimation ?<5 pts>3. (a) Donner le ve
teur des
ripteur de Fourier d'un 
er
le (i.e., d'une forme 
ir
ulaire parfaite).<2.5 pts>(b) Si on utilise les des
ripteurs de Fourier pour 
ara
tériser une forme (par un ensemble de 
oe�
ientdu spe
tre 1D de la forme représentée en 
oordonnée polaire ave
 une origine du repère au 
entrede gravité de la forme). Qu'obtiendrait-on si on fait le ��ltrage suivant� ?<4.5 pts>i. forme F

⇋ [c0 c1 . . . cn].ii. ? F

⇋ [c0 0 . . . 0].4. (a) Expliquer à quoi sert le pseudo-
oloriage.<4 pts>(b) Expliquer 
e qu'est le 
oloriage (à ne pas 
onfondre ave
 le pseudo-
oloriage) en traitementd'image et expliquer pourquoi 
'est un problème mal posé (vous pouvez l'expliquer en donnantdes exemples).<4 pts>5. Quelle est le r�le du fa
teur de température dans le re
uit simulé ?<4 pts>



6. Dans un pro
essus industriel de fabri
ation de barreaux métalliques, on désire réaliser du 
ontr�lede qualité en �imageant� à intervalles de temps régulier une 
oupe transversale 2D de 
es barreaux.L'imagerie de 
ette 
oupe est obtenue par un pro
édé de tomographie par rayon X (
f. Figure (
)). Ladensité du barreau vaut 1.0 tandis que la densité extérieure est nulle.(a) Déterminer (en une dimension) la proje
tion apparaissant sur le déte
teur de la �gure (
).<3 pts>.(b) Imaginer qu'une bulle d'air se soit introduite lors du moulage du barreau. Représentez 
e défautsur la 
oupe obtenue du barreau et montrer qualitativement 
omment la proje
tion est modi�ée.<2 pts>.(
) En déduire une te
hnique permettant de trouver/déte
ter (et/ou quanti�er) la présen
e de tropde bulles d'air dans le barreau.<4 pts>.
(a) (b) (
)Réponse1.Puisqu'on a utiliser une FFT, l'image mona utilisée dans 
ette 
onvolution est en fait l'image de monase répétant indé�niment en ligne et 
olonne (ou 
ette même image mais toroidale). La grosse ligne noire quel'on voie est en fait le résultat du moyennage des niveaux de gris du haut de l'image (qui sont 
lairs) ave
les niveaux de gris (très noirs) des dernières lignes de l'image.<5 pts>2.(i) Binarisation + Transformée de Hotelling.(ii) Après transformée de Fourier de l'image en identi�ant l'angle α où se trouve des forts 
oe�
ientsspe
traux asso
iées aux hautes fréquen
es (dis
ontinuitées) de l'image. Cette angle α sera perpendi
ulaire àl'angle que fait la tour de pise ave
 l'axe des x (horizontal) ou égale (en valeur absolue) à l'angle que fait
ette tour ave
 l'axe des y (verti
al).<5 pts>3.(a)Dans 
e 
as r(θ) = Cst = surfa
e du 
er
le et don
 R(ν) = s δ(ν) ou s est la surfa
e du 
er
le.

[c0 = s,. . . 0, . . . , 0]. <2.5 pts>3.(b)Le 
er
le 
entré sur le 
entre de gravité de l'objet et de même surfa
e que l'objet.<4 pts>



4.(a)Il sert à transformer une image de niveaux de gris en pseudo-
ouleurs permettant ainsi d'augmenter lavisibilité des détails (résolution) d'une image pour une meilleure interprétation (exemple : pour les imagessatellites ou les images fon
tionnelles SPECT).<4 pts>4.(b)Le 
oloriage 
onsiste à retrouver la 
ouleur originale d'une image à partir de sa version en niveaux degris. C'est un problème mal posé, 
ar il existe une in�nité de 
ouleur qui donneront le même niveaux de gris.<4 pts>5.Il sert à passer progressivement d'une exploration sto
hastique très aléatoire à une des
ente du gradientdéterministe (température nulle) permettant ainsi d'explorer les (et de se sortir des) minimas lo
aux de lafon
tion d'energie que l'on 
her
he à minimiser avant de se positionner sur un minimum global. Lorsque latempérature est nulle, l'exploration se transforme en unw simple des
ente de gradient que l'on appelle aussidans 
e 
as l'algorithme ICM.<4 pts>6.(a)(b)La 
oupe 1D obtenue serait un triangle de largeur D
√

2 et de hauteur D
√

2. Mathématiquement, en 1D,on devrait trouver la fon
tionCoupe 1D = D
√

2 Λ
(

√
2 x

2

) où Λ est la fon
tion triangle
D  2

D  2

Présence d’une bulle d’air <5 pts>Dans le 
as de bulles d'air, on devrait trouver une 
oupe du même style que 
elle représentée 
i-dessus.6.(
)On véri�e la pente de la 
ourbe, on peut aussi 
al
uler l'aire (surfa
e) de 
ette 
ourbe, ou on re
her
hela présen
e et on quanti�e la présen
e de négativité dans la proje
tion parfaite (sans bulle) moins la formere
euillie et
..<4 pts>


