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I. Transformée de Fourier (29 pts)1. Soit une Gaussienne d'é
art type σx et sa TF qui est aussi une Gaussienne mais d'é
art type σν .Estimer à quoi est égale le produit σx σν .<5 pts>2. Trouver la transformée de Fourier de la fon
tion signe (i.e., f(x) = sgn(x)) en utilisant les transforméesde fon
tion(s) déja 
onnue(s). Pré
iser pourquoi on ne peut utiliser dire
tement la dé�nition de la TF(basée sur le 
al
ul intégral) pour mener à bien 
e 
al
ul.<5 pts>3. Soit Π(x) la fon
tion porte (de largeur unité). Cal
uler l'expression suivante : F
{

(

Π(x) ⋆ Π(x)
)′′

}dans laquelle ⋆ désigne l'opérateur de 
onvolution et ′′, l'opérateur de dérivée se
onde.<5 pts>4. Exprimer, en fon
tion de la fon
tion porte Π(x), l'expression suivante : (

Π(x) ⋆ Π(x)
)′<5 pts>5. Montrer que l'on à la relation suivante : δ(αx) = 1

|α| δ(x)<4 pts>6. Soit f(x) une fon
tion absolument intégrable, on 
her
he les fon
tions y(x) satisfaisant à l'équationsuivante (A est une 
onstante)
y(x) −

A

2

[

y(x + 1) + y(x − 1)
]

= f(x)Cal
uler la TF de y(x) et en déduire y(x) sous forme d'une intégrale.<5 pts>Réponse1.Ave
 la 
onvention x
F
⇋ ν, on a montré en 
ours que : 1√

2πσx

exp
(

− x2

2σ2
s

) F
⇋ exp

(

−2π2σ2
x ν2

)or exp
(

−2π2σ2
x ν2

)

= exp
{

−
ν2

2
(

1

2πσx

)2

}

= exp
{

−
ν2

2σ2
ν

} ave
 σν =
1

2πσxOn trouve alors que : σx σν = (2 π)−1 <5 pts>NOTA : On retrouve dans 
ette question, le prin
ipe bien 
onnue de dilatation-
ontra
tion propre à latransformée de Fourier et le résultat est à rappro
her ave
 la relation d'in
ertitude d'Heiseinberg.2.On ne peut utiliser le 
al
ul intégral pour 
al
uler F[ sgn(x)
] 
ar le signal sgn(x) n'est pas à énergie �nie.<1 pt>On va pouvoir néanmoins trouver 
ette TF en utilisant les TFs de fon
tions déjà 
onnues, notamment
elle de la fon
tion porte Π(x), et les propriétés de la TF. En e�et, on a

Π(x) =
1

2

{sgn(x +
1

2
) − sgn(x −

1

2
)
}

⇃↾ F

sin(π ν)

π ν
=

1

2
exp

(

2πj
1

2
ν
)

· F
[sgn(x)

]

−
1

2
exp

(

−2πj
1

2
ν
)

· F
[sgn(x)

]

= F
[sgn(x)

]

·
{1

2
exp (πj ν) −

1

2
exp (−πj ν)

}

= F
[sgn(x)

]

· j sin(πj ν)



don
 : F
[sgn(x)

]

=
1

jπ ν
< 4 pts >NOTA : Puisque la fon
tion sgn(x) est impaire, on retrouve bien une transformée de Fourier qui estimaginaire pure (propriété de symétrie hermitienne).3.

(

Π(x) ⋆ Π(x)
)′′ F

⇋ (2πjν)2
(sin(π ν)

π ν

)2

= −4 sin2(πν) < 5 pts >4.Le plus simple, on peut é
rire que
(

Π(x) ⋆ Π(x)
)′

= Π(x)′ ⋆ Π(x) = Π(x) ⋆ Π(x)′Mais, en s'aidant du 
ours, on peut aussi dire que (et 
ela est aussi valable pour la réponse à 
ettequestion)
(

Π(x) ⋆ Π(x)
)′

= ∧′(x) = Π
(

x +
1

2

)

− Π
(

x −
1

2

)

< 5 pts >

-1 +10

1

-1 +1

-1

+1

-1/2

1/2

f(x) f(x)
,

0 xx

NOTA : On aurait pu, pour 
e dernier résultat, bien sûr, s'aider de la TF :
(

Π(x) ⋆ Π(x)
)′ F

⇋ (2πj ν) ·
sin(πν)

πν
·
sin(πν)

πν
=

sin(πν)

πν
[2j sin(πν)] =

sin(πν)

πν

[

exp(πjν) − exp(−πjν)
]

⇃↾ F−1

Π
(

x +
1

2

)

− Π
(

x −
1

2

)5.Propriété de 
ontra
tion-dilatation : δ(αx)
F
⇋

1

|a|

F−1

⇋
1

|α|
δ(x) = δ(αx) < 4 pts >NOTA : On aurait pu dire que l'intégrale d'un Dira
 est toujours l'unité (
ar il est dé�nit 
omme étant lalimite, quand T tend vers 0 de la fon
tion porte d'intégrale unité et de largeur T ) et retrouver 
ette propriétépar un 
hangement de variable x = α y

∫

δ(x) dx = 1 ⇔

∫

δ(αy) dy =
1

α
=

1

α

∫

δ(x) dx =

∫

δ(αx) dxPar identi�
ation et puisque l'aire est toujours positif, on a δ(αx) = 1

|α| δ(x).



6.On va téléporter 
ette équation dans le domaine de Fourier et trouver la solution dans 
ette espa
e
y(x) −

A

2

[

y(x + 1) + y(x − 1)
]

= f(x)
F
⇋ Y (ν) −

A

2

{

exp(2πjν)Y (ν) + exp(−2πjν)Y (ν)
}

= F (ν)

Y (ν)
(

1 − A cos(2πν
)

= F (ν)

⇔

Y (ν) =
F (ν)

1 − A cos(2πν)Don
 dans notre espa
e, y(x) = F−1
[

Y (ν)
]

=

∫

F (ν)
(

1 − A cos(2πν)
) exp(2πjνx) dν < 5 pts >

II. Opération Pon
tuelle & Filtrage Spatial (42 pts)1. En traitement d'image, il existe une multitude de �ltres spatiales, plus ou moins di�érents. Parmi
eux-
i, il existe le Filtre Géométrique qui 
onsiste à rempla
er le niveau de gris d'un pixel (de
oordonné p = (x, y)) par la ra
ine N -ième du produit des niveaux de gris situés dans son voisinage.Si IF représente l'image �ltrée et I l'image de départ, on a mathématiquement
IF (p) =

(

Πp∈N I(p)
)1/Noù N est l'ensemble des niveaux de gris appartenant au voisinage du pixel p et N désigne le nombre devoisins 
onsidérés. De quelle famille 
e �ltre fait-il partie ? Donner les 
ara
téristiques de 
e �ltre (i.e.,expliquer dans quelles 
ir
onstan
es (type de bruit, type d'image) 
e �ltre est intéressant et e�
a
e.Justi�er votre réponse.<7 pts>2. Soit F (u, ν) = F [f(x, y)] (i.e., F (u, ν) représentant la transformée de Fourier (TF) de f(x, y)).Cal
uler la TF du lapla
ien de l'image f(x, y) en fon
tion de F (u, ν). Nota : rester en 
ontinu.<5 pts>3. On voudrait réaliser le �ltre fréquentiel dont la fon
tion de transfert (ou MTF) est représentée dansla �gure 
i dessous. On désire rester dans le domaine spatial, i.e., faire le �ltrage spatial équivalent en
al
ulant la PSF (Point Spread Fun
tion) asso
ié à 
e �ltre. On va supposer pour simpli�er le 
al
ulque les trois bosses de 
ette fon
tion de transfert sont en fait des fon
tions exp(−πν2) et que 
elles 
isont 
entrées respe
tivement en (− ν0

π ), 0, (ν0

π ) ave
 les proportions suivantes 0.5, 1 et 0.5.(a) Exprimer 
ette MTF par une fon
tion.<4 pts>(b) Cal
uler la PSF de 
e �ltre.<7 pts>(
) Tra
er l'allure de 
ette PSF brièvement.<4 pts>
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4. Les deux images 
i-dessous 
onstituent deux images su

essives extraites d'une séquen
e vidéo danslaquelle on peut voir un bras en mouvement. A partir de 
es deux images, on a pu obtenir l'imagebinaire suivante, où le 
ontour de l'objet en mouvement (le bras) est en blan
.
(a) (b) (
)� Dé
rire l'algorithme qui à permis d'obtenir l'image binaire (
) à partir des deux images pré
édentes.Si 
et algorithme est dépendant d'un seuil, indiquez aussi à quel valeur il serait judi
ieux de �xer 
eseuil (en parti
ulier, on 
onsidérera le 
as où les deux images sont dégradées par un bruit éle
troniquei.e., blan
 et Gaussien de varian
e σ2).<6 pts>5. On dispose d'une séquen
e d'images {It, It+1, . . . , It+n}. Expliquer 
e que va faire le �ltrage suivantSeuilτ ∣

∣

∣
It − Filtre Median{It, It+1, . . . , It+n}

∣

∣

∣Dans lequel |.| est la valeur absolue et la fon
tion Seuilτ (ID) mettra en blan
 tous les pixels de l'image
ID qui sont supérieur à τ . On supposera que, durant les n images prises par une 
améra, il n'y a pasde 
hangement notable de luminosité de la s
ène, que n est de l'ordre de plusieurs dizaines (d'images)et que le temps pour obtenir 
es n images est de l'ordre de plusieurs dizaines de se
ondes.<5 pts>6. Supposons que l'information 
on
ernant la varian
e du bruit éle
tronique produit par la 
améra nu-mérique n'est pas disponible dans la do
umentation de 
elle-
i. Indiquer une pro
édure simple quipermettrait d'estimer grossièrement 
ette donnée ; justi�er votre réponse en trois ou quatre ligne.<4 pts>Réponse1.Ce �ltre va opérer lo
alement à un voisinage ; il fait don
 partie des �ltres à opération lo
ale maisbizarement 
e �ltre va utiliser un produit et non pas une somme pondérée 
omme les autres �ltres à opérationlo
ale vus en 
ours. Notons aussi que, si dans le voisinage 
onsidéré, tous les pixels ont un niveaux de grissimilaire (zone homogène), alors le �ltrage de 
ette zone 
onservera les mêmes niveaux de gris de 
ette zonehomogène. Notons aussi que dans l'espa
e logarithmique, 
e �ltre est un �ltre moyenneur toutsimple. En fait, 
'est 
omme si on 
al
ulait le log de tous les pixels du voisinage 
onsidéré, on réalisaitensuite un �ltrage moyenneur et on prenait ensuite l'exponentiel du résultat. Il s'agit don
 d'un �ltre passe-bas dans l'espa
e log. Mais qu'en est il dans notre espa
e ? Dans l'espa
e log, les valeurs (de niveaux degris) très di�érentes (
omme du bruit impulsionnel de type �sel�) vont être 
onsidérablement atténuées puismoyennées entres elles par le �ltre moyenneur. Le résultat sera don
 un �ltrage intermédiaire entre un�ltre moyenneur et un �ltre médian. Néanmoins, il y aura un problème ave
 du bruit impulsionnel detype �poivre� synthétique puisque le niveaux de gris égale à 0 du pixel dégradé entrainera pour le produitutilisé par 
e �ltre un niveau de gris �ltré toujours égale à zéro. Pour du bruit poivre non synthétique(don
 très bas mais supérieur à zéro ; 
ela devrait poser moins de problèmes). Ce �ltre fait don
 partiedes �ltres passe-bas. De plus pour du bruit multipli
atif, la passage à l'espa
e log, permettra de rendre




ette dégradation additive et ensuite atténuera 
e bruit grâ
e au �ltre moyenneur. Ce �ltre semble don
parti
ulièrement intéressant pour l'atténuation du bruit multipli
atif. <7 pts>NOTA : Voi
i le résultat du �ltrage géométrique (voisinage du se
ond ordre) sur l'image Lena pour unedégradation synthétique du type bruit Gaussien d'é
art type σ = 20 et pour un bruit impulsionnel de type�sel� ave
 une proportion ρ = 10%. Respe
tivement, la �gure 
i dessous nous montre l'image initiale, l'imagedégradée par du bruit Gaussien et sel, puis la restoration asso
iée par le �ltre géométrique.

NOTA : Ce �ltre est 
ensé préserver un peu mieux les 
ontours sur du bruit Gaussien. Sur du bruitimpulsionnel, 
e �ltre sera moins e�
a
e que le �ltre médian.2.
∇2f(x, y) =

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

· f(x, y)
F
⇋

{

(2πju)2 + (2πjν)2
}

F (u, ν) = −4π2(u2 + ν2)F (u, ν) < 5 pts >3.
exp(−πν2) +

1

2

{

exp
(

−π(ν −
ν0

π
)2

)

+ exp
(

−π(ν +
ν0

π
)2

)} F
⇋ exp(−πx2)

{

1 +
1

2
[exp(2jν0x) + exp(−2jν0x)]

}

F−1

⇋ exp(−πx2)
{

1 + cos(2ν0x)
}

F−1

⇋ 2 exp(−πx2) cos2(ν0x) < 4 pts > + < 7 pts >
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<4 pts>4.Si It désigne l'image prise au temps t et It+1, l'image prise au temps t+1, on a vraisemblablement réaliserl'opération Dt = |It−It+1| puis réaliser l'opération de seuillage suivant : Si Dt(x, y) > τ alors Dt(x, y) = 255autrement Dt(x, y) = 0. En 
onsidérant que 
es deux images sont issues d'une 
améra éle
tronique dégradéepar du bruit blan
 et Gaussien d'é
art type σ, il serait intéressant de 
onsidérer pour 
ette opération deseuillage τ = 6 σ (on suppose ainsi que l'erreur en amplitude est au plus de 3 σ pour It et pour It+1, 
e quiest vrai à 99.7% vrai lorsque le bruit se répartie selon une loi normale d'é
art type σ). <6 pts>5.L'opération Istati
 = Filtre Median{It, It+1, . . . , It+n} va 
al
uler une image ou seule les objets immobilessont présent dans l'image résultante Istati
. Tout 
e qui est en mouvement dans les images [t : t + n]sera �ltré ave
 le ba
kground ou ave
 les di�érents objets immobiles de la s
ène. Finalement l'opération :Seuilτ |It − Istati
| permettra d'isoler tout les objets en mouvement dans l'image It qui apparaitront en blan
sur fond noir. <5 pts>6.On isole la région la plus homogène (en niveaux de gris) existant dans une séquen
e d'images (ou mieuxen
ore ; en utilisant les images obtenues par 
ette 
améra en �xant 
elle-
i devant un mur de 
ouleur uni-forme), et la plus grande valeur absolue trouvée entre 2 pixels de mêmes 
oordonnées mais entre 2 
ouplesd'images di�érentes sera de l'ordre de 6 σ (on suppose ainsi que l'erreur en amplitude est au plus de 3 σ pourune image 
omme dans la question 4.). <4 pts>III. Restauration (18 pts)1. Soit g(x, y) une image naturelle en niveaux de gris dégradée par du bruit impulsionnel (ou bruit poivreet sel) d'épaisseur 1 pixel et de proportion ρ. Ce bruit impulsionnel suit une distribution qui pourraitse modéliser mathématiquement par la loi suivante :
b(n) =

1

2T
Π

(n − T
2

T

)

+
1

2T
Π

(n − (255 − T
2
)

T

)dans laquelle n 
orrespond aux di�érents niveaux de gris possible (256 niveaux de gris 
ommençantpar le niveau de gris égal à zéro) et T > 0.(a) Expliquer à quoi est du le bruit poivre et sel et pour quel type de dégradation 
e bruit existe.<3 pts>(b) Tra
er grossièrement la distribution de 
e bruit impulsionnel dans le 
as de la distribution b(n)donnée à la question 1. pour T = 20.<4 pts>.(
) Trouver et expliquer une méthode qui permettrait d'estimer (grossièrement) la proportion ρ de 
ebruit b(n) (
onnaissant T ) sur l'image g(x, y) (en supposant que 
e bruit impulsif est de largeur1 pixel).<6 pts>(d) Si 
e même bruit s'ajoutait sur une image de niveaux de gris 
onstant égal à 128, quel serait lavarian
e de 
e bruit ? Dans 
et exemple, on supposera 
onnu la proportion ρ de 
ette dégradationet on pourra laisser le 
al
ul sous la forme d'une fon
tion du type VAR=F (N, ρ, T ) (N étant lenombre de pixels dans l'image) sans la 
al
uler expli
itement.<5 pts>



Réponse1.aLe bruit poivre et sel (ou impulsionnel ou impulsif) peut être du à la saturation des 
apteurs éle
troniques(défaillan
e d'éléments du 
apteur CCD ou défaillan
e des senseurs ele
troniques), il est 
ara
téristique ausside la dégradation des vieux �lmes ou pelli
ules photographiques. Con
rétement, il 
orrespond aussi au bruitque produirait physiquement des poussières ou des parti
ules �nes sur une pelli
ule, un s
anner ou en
oreque produirait des petits objets par rapport à la taille de l'image ou en
ore une perte de donnée. <3 pts>1.b
0 255

T

1/2T <4 pts>1.
Une stratégie possible serait d'estimer la proportion de pixels dont le niveaux de gris serait soit ; 1℄inférieur à T ou supérieur à (255 − T ) et qui serait, 2℄ par exemple τ% supérieur ou inférieur à la moyenne(ou la médiane) des niveaux de gris situé dans un petit voisinage. La deuxième 
ondition permettrait de nepas 
omptabiliser dans 
ette estimation les niveaux de gris extrèmes appartenant rèellement à l'image nondégradée. <6 pts>NOTA : Voi
i le résultat de notre méthode grossière d'estimation sur l'image Lena dégradée par notremodèle (image de droite). On obtient, pour T = 20 et ρ = 20%, en prenant τ = 25%, une estimation de laproportion donnée par 
ette méthode ρ̂ = 19.0857.

1.dLa varian
e de 
e bruit serait aussi la varian
e de l'image bruitée dont la moyenne serait de 128 
aril y a autant de bruit impulsif entre [0 − 20] et [235 − 255]. Connaissant 
onnu la proportion ρ de 
ettedégradation, on aurait don
 (1 − ρ)% de pixels de niveaux de gris 128 et ρ% de pixels se baladant entre
[0 − 20] et [235 − 255] suivant une loi uniforme. En utilisant la dé�nition statistique de la varian
e, ave
 Nle nombre de pixels dans l'image et X(n), un pixel de niveaux de gris n (n ∈ [0− 255]), µ = 128, la moyennede l'image et P (i), la valeur de l'histogramme normalisée (ou densité de probabilité) de l'image, on aVAR =

1

N

255
∑

n=0

(X(n) − µ)2P (i)



Sa
hant que dans 
ette somme N(1 − ρ) pixels sont à 128 dans une image dont la moyenne est 128 (don
varian
e nulle), et que P (i) = ρ/2T on a don
VAR =
1

Nρ

{

20
∑

n=0

(X(n) − 128)2
ρ

2T
+

255
∑

n=235

(X(n) − 128)2
ρ

2T

}

=
1

2TN

{

20
∑

n=0

(X(n) − 128)2 +

255
∑

n=235

(X(n) − 128)2
}<5 pts>IV. Mis
. (30 pts)1. Expliquer (qualitativement en deux ou trois phrases) 
e qui peut dégrader la résolution d'une image.<5 pts>2. Dans le re
uit simulé, 
omment devrait-on �xer To et Tf (température initiale et �nale) ?<5 pts>3. Quel(s) traitement(s) permettraient de passer de la première à la deuxième image ?<5 pts>

4. Quand on dit que le �ltre passe haut ampli�e le bruit éle
tronique (Gaussien blan
), il s'agit générale-ment d'un abus de language. Comment pourriez-vous re-formuler et re-exprimer 
ette idée ave
 toutela rigueur d'un traiteur de signal.<5 pts>5. Pour le problème de la segmentation Markovienne qui se resoud au �nal 
omme un problème d'opti-misation, quels sont le(s) élément(s) qui feraient en sorte que la fon
tion d'énergie à minimiser seraitplus 
omplexes et 
omporteraient plus de minimas lo
aux (i.e., que le problème d'optimisation seraitrendu plus 
omplexe) ?<5 pts>6. Voi
i une image radiographique du nerf 
ornéen (à gau
he), et l'image obtenue en utilisant un seuillageautomatique après analyse de l'histogramme de l'image pré
edente. On s'aper
oit que, par endroit lenerf n'est pas relié, du à l'impre
ision de la te
hnique de seuillage pré
édente. Quelle serait une ou leste
hniques interessantes et simples, qui utiliserait l'image pré
edente et qui permettrait de relier lesbons segments entre eux pour obtenir une image des nerfs 
ornéens segmentés et possiblement reliéesqui serait plus 
orre
te.



<5 pts>Réponse1Tout 
e qui permet de limiter la visibilité des détails dans une image ou de façon équivalente qui vadégrader les hautes fréquen
es d'une image ; à savoir, tous types de bruits (même 
elui de 
ompression maisaussi 
elui de quanti�
ation et d'a
quisition), de �ous, d'interférenses, de parasites, de défauts de luminosité,un manque de 
ontraste (l'image n'exploitant pas toute la dynamique possible des niveaux de gris) ou unmélange de tout 
a. <5 pts>2
T0 devrait être su�semment élevé pour permettre au début du re
uit simulé qu'au moins 50% (ou aumoins 1/3) des pixels (ou tout au moins, une proportion assez élevé) 
hangent d'états (
lasses ou niveauxde gris) au début de la pro
édure d'optimisation sto
hastique (permettant ainsi une bonne exploration de lafon
tion d'energie).
Tf doit être su�sement faible pour qu'à la �n de 
ette pro
édure d'optimisation sto
hastique, très peu depixels 
hangent d'états (par exemple moins de 1% des pixels, permettant ainsi une stabilisation de la re
her
he(
elle-
i se transformant en un simple ICM ou des
ente du gradient, i.e., une pro
édure d'optimisationdeterministe). La température �nale doit être 
ependant supérieur à 0 pour des raisons mumériques. <5pts>3Érosion-dilatation par un élément stru
turant horizontale de taille supérieure à la largeur des bandesverti
ales.Une deuxième possibilité qui mar
herait moins bien que la morphologie mathématique dans 
e 
as seraitun �ltrage passe-haut vae
 un gradient verti
al. Je préfere don
 la première réponse (
ette deuxième réponsepermet d'obtenir les 2/3 des points de 
ette question).<5 pts>NOTA : BONUS + 1 si on m'a mis 
es deux possibilités.4Plus pré
isement, le �ltre passe-haut va atténuer beau
oup plus le signal (qui s'étend spe
tralementdans les très basses et basses fréquen
es) que le bruit qui lui, lorsqu'il est blan
 (i.e., non 
orrélé), s'étenduniformément sur toutes les fréquen
es du spe
tres. Il en résulte don
 un rapport signal sur bruit de l'image�ltrée passe-haut beau
oup plus faible que le RSB de l'image de départ (i.e., avant �ltrage). Après �ltrage



passe-haut, la varian
e ou l'amplitude du bruit apparait don
 ampli�é par rapport à la varian
e ou l'amplitudedu signal (en fait, le �ltre passe-haut va aussi diminuer la varian
e ou l'énergie du bruit mais 
onsidérablementplus diminuer la varian
e ou l'énergie du signal). <5 pts>5Plus de bruit, plus de 
lasses, des distribution de vraisemblan
e plus rappro
hées. <5 pts>6On pourait utiliser le même raisonnement que 
elui que nous avons utilisé pour le TP de Canny maisappliqué non pas à l'image du gradient mais dire
tement sur l'image radiographique de gau
he. Plus pré
ise-ment, en utilisant un seuil haut τh et un seuil bas τl, après avoir 
al
uler l'angle tangent de 
haque nerf, puispro
éder par seuillage par hystéresis en 
onsidérant dans un premier temps, tous les pixels dont l'intensitéest supérieur à τh 
omme étant un pixel appartenant à la 
lasse nerf (les autres étant 
lassé ba
kground)puis 
lasser ré
ursivement 
omme faisant partie de 
ette même 
lasse nerf tous les pixels voisins et tangentà la dire
tion du 
ontour et supérieur à τl. <5 pts>


