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I. Transformée de Fourier (36 pts)1. (a) Soit la fontion f(x) dé�nie par f(x) = exp(−x) si x ≥ 0 et f(x) = 0 pour x < 0.Caluler F (ν) = F [f(x)], i.e., la transformée de Fourier (TF) de f(x), puis G(ν), la TF de
g(x) = x exp(−x) si x ≥ 0 et g(x) = 0 pour x < 0.<6 pts>(b) Déduire de la question préédente (en utilisant les propriétés de la TF), la TF de g(−x) (lafontion renversés de g(x)).<4 pts>() Traer (suintement) l'allure de la fontion h(x) = |x| exp(−|x|) (∀x) et préiser omment ettefontion peut s'érire à partir de la fontion g(x). En déduire �nalement H(ν), la TF de h(x) ettraer (suintement) l'allure de la réponse fréquentielle H(ν).<6 pts>(d) En vous aidant des propriétés de la TF et de e que vous avez fait préedemment, trouver l(x) laTF inverse de L(ν) = |ν| exp(−|ν|) (∀ ν).<4 pts>(e) Retrouver dans le ours (au milieu du ours) où un �ltre dont la MTF (i.e., la représentationfréquentielle a une forme semblable à) L(ν) = |ν| exp(−|ν|) a été utilisé et pour laquelle, dans etexerie, on a retrouvé l'allure de la Point Spread Funtion (PSF) assoiée.<4 pts>2. Soit f(x) la fontion solution de l'équation di�érentielle suivante

f(x) − f ′′(x) = δ(x)Résoudre ette équation di�érentielle en vous aidant de la TF.<7 pts>3. Considérons que la fontion f(x) soit paire et réelle. Prouver (en utilisant la TF) que pour tout entier
n > 0, on a aussi

∂(2n)f(x)

∂x(2n)
est paireoù ∂n/∂xn désigne la dérivée n-ième par rapport à x.<5 pts>Réponse1.(a)Ave la onvention x

F

⇋ ν et en utilisant diretement la dé�nition de la TF (puisque le signal f(x) està énergie �nie et absolument intégrable), on obtient
F (ν) = F [f(x)] =

∫
∞

0

f(x) exp(−2πjνx) dx =
−1

1 + 2πjν

[

exp
(
−x(1 + 2πjν)

)]∞

0
=

1

1 + 2πjν<3 pts>De plus, on a la propriété suivante
F [ x f(x) ] = −

1

2π j
F ′(ν)que l'on peut aussi retrouver en utilisant l'une des deux méthodes expliquées dans la orretion de l'examende 2007. On trouve don, en posant χ(x), le symbole signi�ant � pour x > 0 �



F [g(x)] = F [ x exp(−x)χ(x)] = −
1

2π j

( 1

1 + 2πjν

)′

=
1

(1 + 2πjν)2<3 pts>Nota : puisque la fontion g(x) = x exp(−x) si x ≥ 0 et g(x) = 0 pour x < 0 est à énergie �nie etabsolument intégrable, on aurait put aussi retrouver ette TF en utilisant diretement la dé�nition de la TF
F [ x exp(−x)χ(x)] =

∫ ∞

0

x exp(−x) exp(−2πjνx) dx =

∫ ∞

0

x exp
[
−x(1 + 2πjν)

]
dx

=
[ −x

(1 + 2πjν)
· exp

[
−x (1 + 2πjνx)

]]∞

0
+

1

(1 + 2πjν)

∫
∞

0

exp
[
−x (1 + 2πjν)

]
dx

=
1

(1 + 2πjν)21.(b)Comparativement à la question préédente, la fontion est inversée (i.e., retournée). Or on sait quel'inversion d'une fontion donne la onjugaison de sa transformée de Fourier (i.e., #
F

⇋ ∗) don
F [g(−x)] = G⋆(ν) =

1

(1 − 2πjν)2<4 pts>1.()On a h(x) = g(x) + g(−x) ave h(x) une fontion dont l'allure est de la forme suivante
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h(x) = g(x) + g(−x) = |x| exp(−|x|) (∀x)

⇃↾ F ⇃↾ F ⇃↾ F

1

(1 + 2πjν)2
+

1

(1 − 2πjν)2
=

2 − 8π2ν2

(1 + 4π2ν2)2
∝

1 − ν2

(1 + ν2)2
= H(ν)<6 pts>1.(d)La fontion L(ν) est réelle et paire don F = F−1 et de e fait

L(ν) = |ν| exp(−|ν|)
F
−1

⇋
2 − 8π2x2

(1 + 4π2x2)2
= l(x)<4 pts>



1.(e)On a utilisé ette MTF en tomographie (slide 18 du hapitre Tomographie) pour réaliser le �ltage passe-haut H1(ν) = ν néessaire à la rétroprojetion �ltrée, mais pour limiter le bruit on multipliait H1 par unefenêtre de Hamming pour obtenir une MTF de la forme H(ν) = |ν| exp(−|ν|).<4 pts>2.Ave χ(x) le symbole signi�ant �pour x>0� et χ(−x) �pour x<0�
f(x) − f ′′(x) = δ(x)

F

⇋ F (ν) − (2πjν)2F (ν) = 1

⇔ F (ν) =
1

1 + 4π2ν2
=

1/2

(1 + 2πjν)
+

1/2

(1 − 2πjν)

⇃↾ F−1 ⇃↾ F−1 ⇃↾ F−1

f(x) = 1/2 exp(−x)χ(x) + 1/2 exp(x)χ(−x)

f(x) =
exp(−|x|)

2<7 pts>Nota : la résolution pouvait se terminer aussi de la façon suivante :
F (ν) =

1

1 + 4π2ν2
=

1

1 + 2πjν
·

1

1 − 2πjν
don f(x) =

[
exp(−x)χ(x)

]
∗

[
exp(−x)χ(−x)

]3.Si f(x) est paire et réelle, F (ν) (i.e., sa TF) est aussi paire et réelle (et inversement), de plus nous avons
∂(2n)f(x)

∂x(2n)

F

⇋ (2πjν)2n F (ν) = (2πν)2n(−1)nF (ν)

(2πν)2n(−1)nF (ν)] sera réelle et paire (omme produit de deux fontions paire) don ∂(2n)f(x)
∂x(2n) sera paire (enplus d'être réel).<5 pts>II. Opérations Pontuelles (29 pts)1. Variane d'une imageQuelle opération pontuelle faut il faire pour qu'une image A de moyenne µA et de variane σ2

A devienneune image de moyenne µA et de variane σ2
B ?Donner un pseudo-ode ou un ensemble de phrases indiquant les étapes algorithmiques à e�etuer.<7 pts>2. Égalisation d'histogrammeDire si l'opération d'égalisation sur une image, en le justi�ant brièvement ;(a) Est une opération qui peut faire perdre à l'image de l'information ou non.(b) Est une opération qui rée de la fausse information (artefats) ou non.() Si une opération d'égalisation sur une image qui a déjà été égalisée à un e�et ou non.(d) Quelles onditions sur l'histogramme d'une image ferait qu'une opération d'égalisation sur etteimage ne perdent pas d'informations.<10 pts>



3. Traitement à faireOn a numérisé six images photographiques d'une même personne, prise à la même distane et sur unmême fond. A ause de légère variations d'élairage de la sène, une seule image numérisée parmis essix photos est bien ontrastée e qui n'est pas le as des autres images numérisées ou le manque deontraste réduit la visibilité de ertains détails. Expliquer quel(s) pourrait être le/les traitement(s) lesplus appropriés que l'on doit faire sur les inq images permettant de faire les orretions nééssairesa�n de leur donner les mêmes propriétés de ontraste que la première image.<5 pts>4. Sous-éhantillonnageSoit la fontion d'intensité suivante
I(x, y) = 128 + 127 ∗ cos(2π(25x + 30y)/128) = 128 + 127 ∗ cos(2π(kxx + kyy))ave kx = 25/128 (25 sommets vertialements (axe des x)) et ky = 30/128 (30 sommets horizontalement(axe des y)) où on dé�nit x omme étant l'axe vertial (ligne) et y, l'axe horizontal (olonne) (f. TP).En sous-éhantillonnant I(x, y) par un fateur trois (en ne retenant qu'un pixel sur trois) en x ommeen y, retrouver par alul le nombre de périodes vertiales et horizontales de ette image résultant dusous-éhantillonnage en utilisant la théorie de l'éhantillonnage.<7 pts>Réponse1.On enlève à tous les pixels la moyenne µA pour que le signal image soit entré en zéro et on multiplieensuite l'amplitude de tous les pixels de l'image par σB/σA. Puis on ajoute à tous les pixels la moyenne µA.Le signal 2D image obtenue aura une moyenne µA et une variane σB .En fait, ela revient à faire omme opération pontuelle, vue en ours, une transformation linéaire aveune pente σB/σA.<7 pts>2.Dans le as très partiulier du ontinue (qui ne nous interesse pas), on ne perdrait jamais d'informationmais dans le as disret (qui nous interesse) :(a) Oui 'est une opération qui peut faire perdre à l'image de l'information ar deux barres d'histogrammepeuvent fusionner en une seule barre. De e fait, une zone ou des détails sont représentés ave des niveaux degris di�érents pourront possiblement, après égalisation, être rassemblés en une zone d'intensité homogène.<2.5 pts>(b) Non, ar deux barres de l'histogramme ne peuvent être frationnés.<2.5 pts>() Cela n'aura plus d'e�et ar l'histogramme aura déjà été étiré le plus possible et eventuellement er-taines barres de l'histogramme auront déjà fusionner. Une égalisation sur une image déjà égalisée ne hangeradon rien. C'est d'ailleur une bonne façon de savoir si, algorithmiquement, son programme informatique réa-lisant une égalisation d'histogramme omporte un bug ou non.<2.5 pts>Nota : En fait ela pourrait hanger un tout petit peu, mais e hangement serait du uniquewment aubruit numérique !(d) Pour que ela soit possible, 2 as :1-℄ il faudrait que toutes les barres de l'histogramme aient soit une proportion supérieure aux nombresde pixels de l'image divisés par le nombre de bins ou soit égale à zéro. Dans e as auune fusion de barrene serait faite (et don auune perte d'information) et les di�érentes barres de l'histogramme ne seraientqu'étirées entre le niveaux de gris min et le niveaux de gris max.2-℄ Histogramme déjà égalisé<2.5 pts>



3.Par exemple ; étirement ou spéi�ation d'histogramme (dont l'histogramme est spéi�é par la premièreimage).<5 pts>4.Une fois sous-éhantillonnée, la fenêtre spetrale pour les fréquenes positives se situe entre les fréquenesnumériques 0 et 1
2

1
3 = 0.16.En x, la fréquene négative du motif spetral entrée sur la fréquene d'éhantillonnage (fe = 1/3) est

1
3 −

25
128 = 0.138 qui se situe dans la fenêtre spetrale du signal sous-éhantillonné et orrespondant à ≈ 17.66périodes en xNota :Une façon de trouver e nombre de période est de remarquer que 0.138 ≈ 17.66/128 en onsidérant laremarque faite dans l'énonée ou en onsidérant que ∆ν = 1/128 = 1/N et que 0.138 = 17.66 ∆ν sahantque la fréquene ∆ν , la plus petite fréquene détetable dans le signal génère une période de la taille del'image et que une fréquene 17.66 fois plus grande génère don 17.66 période dans l'image.<3.5 pts>En y, la fréquene négative du motif spetral entrée sur la fréquene d'éhantillonnage (fe = 1/3) est

1
3 − 30

128 ≈ 0.09896 qui se situe dans la fenêtre spetrale du signal sous-éhantillonné et orrespondant à
≈ 12.66 périodes en y.<3.5 pts>III. Filtrage (29 pts)1. Filtrage éhographiqueLa Point Spread Funtion (PSF) d'une sonde éhographique à la forme paramétrique suivante

h(x, y) = exp
[

−
( x2

2 σ2
x

+
y2

2 σ2
y

)]

· cos(2πf0y)i.e., une fontion (symmétrique en x et y) osinus modulée par une envelope Gaussienne. Trouver laréponse fréquentielle assoiée à ette PSF et traer la suintement dans la diretion des ν ( y⇋ν).<12 pts>2. Filtrage et desripteur SIFTDéveloppé en 1999 par le herheur Canadien David Lowe, les desripteurs SIFT (Sale-invariant featuretransform) est un algorithme (utilisé beauoup en vision par ordinateur) pour déteter et identi�er unensemble de points visuellement aratéristiques (et orrespondant en général à des éléments distintset pertinent) d'une image I(x, y), de la façon la plus indépendante possible de l'éhelle, du adrage, del'angle d'observation et de l'exposition (luminosité). La première étape de l'algorithme est la détetiondes points d'intérêt, dits points-lés et ette étape se fait en herhant, pour di�érentes valeurs d'éhelle
0.5 < k < 1, les minima et maxima de l'opération spatiale suivante :

{G(x, y, kσ) ∗ I(x, y))} − {(G(x, y, σ) ∗ I(x, y))}Dans laquelle G(x, y, σ) orrespond à une fontion Gaussienne d'éart-type σ.En fait de quel �ltre orrespond l'opération spatiale préédente ? Justi�ez bien votre réponse en utilisantpossiblement un raisonement qualitatif.<9 pts>3. Filtrage à seletion de voisinageParmis la multitude de �ltres existants, il existe le �ltre suivant (appelé �ltre à seletion de voisinage)dans lequel on assoie à haque pixel s que l'on désire �ltré, un voisinage arré 5×5 et dans e voisinage



5× 5, 9 sous-domaines Di ou voisinages possibles (de 8 ou 6 pixels), représentés en foné (mais pas ennoir) dans le graphe i-dessous :

Pour haque sous domaines Ds
i , [1-℄ on alule la moyenne et la variane Moys

i et Varsi des pixels. 2-℄On va ensuite reherher le domaine Ds
i où ette variane est la plus faible et [3-℄ on va remplaer leniveaux de gris (ou de ouleur) du pixel s par Moys

i .De quelle famille e �ltre fait-il partie ? Donner les aratéristiques de e �ltre, i.e., expliquer dansquelles ironstanes (type de bruit, type d'image) e �ltre est intéressant et e�ae. Justi�er votreréponse en indiquant aussi le r�le de l'opération alulant la variane de haque sous domaines et laséletion du domaine Ds
i où ette variane est la plus faible.<8 pts>4. FiltrageProuver qu'une image f que l'on onvolue ave un �ltre h dont la somme des éléments est égale à zérodonne une image g dont la moyenne des niveaux de gris est égale à zéro.<5 pts>Réponse1.

• On va se servir d'une part de la relation établie en ours : exp(−π x2)
F

⇋ exp(−π ν2)

• De la propriété de ontration dilatation de la TF : F [f(ax)] = (1/|a|)F (ν/a))
• Sahant de plus que : cos(2πf0y)

F

⇋ 1
2

[
δ(ν − f0) + δ(ν + f0)

]La réponse fréquentielle (ou MTF) assoiée à ette PSF s'érit dans le domaine de Fourier, ave laonvention f(x, y)
F

⇋ F (u, ν)

h(x, y) = exp
[

−
( x2

2 σ2
x

+
y2

2 σ2
y

)]

· cos(2πf0y)

⇃↾ F

H(u, ν) = 2πσxσy exp
[
−2π2(σ2

xu2 + σ2
yν2)

]
∗

[
δ(ν − f0) + δ(ν + f0)

]

= 2πσxσy exp
(
−2π2σ2

xu2
)
·
{

exp
{
−2π2σ2

y (ν − f0)
2
}

+ exp
{
−2π2σ2

y (ν + f0)
2
}}
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Don un �ltre passe-bande.<12 pts>2.La distributivité de l'opérateur de onvolution permet d'érire la relation spatiale utilisée dans les pointsSIFT sous la forme
{G(x, y, kσ) ∗ I(x, y))} − {(G(x, y, σ) ∗ I(x, y))} = I(x, y) ∗

(

G(x, y, kσ) − (G(x, y, σ)
︸ ︷︷ ︸

PSF

)Il reste à savoir quel réponse fréquentielle est assoiée à une PSF qui est la di�érene de deux Gaussiennes(DOG :di�erene of Gaussians), la deuxième étant plus large que la première (0 < k < 1). Or, une Gaussiennedans le domaine spatiale donne une Gaussienne dans le domaine fréquentiel et la propriété de dilatation-ontration de la TF nous permet de dire que ette opération spatiale équivaut à une di�érene de deuxGaussiennes, la première étant plus large que la seonde. Une di�érene de deux Gaussienes dont la seondeest plus large que la première dessine, dans le domaine fréquentiel, une réponse fréquentielle assoiée à un�ltre passe-bande (f. ours)

L'opération spatiale donnée équivaut don à un �ltre passe-bande. Les di�érentes valeur de k font déplaerla bande de fréquene assoiée à e �ltre passe-bande. Plus k de rapprohe de 1, plus la bande de fréquenese déplae vers les hautes fréquenes. Ce raisonnement est à rapprohée de elle que l'on a eu pour le �ltrede Marr-Hildreth (f. slide 26 du hapitre Filtrage Spatiale).<9 pts>



3.Il s'agit d'un �ltre à opération loale moyenneur ave un voisinage seletionné et don, un �ltrepasse-bas (qui serait adaptatif en �ltrant en dehors des zones de transition). On peut s'en onvainre enremarquant, d'une part, que le �ltrage d'une zone homogène dans laquelle tous les pixels ont un niveaux degris similaire, restera homogène ave le même niveaux de gris. De plus, la proédure alulant la varianede haque sous domaines et séletionnant le domaine Ds
i où ette variane est la plus faible permet deséletionner le domaine Ds

i où, vraisemblablement, auun ontour ne passe et don de faire un �ltrage(passe-bas) uniquement en dehors des zones de transitions un peu omme le �ltre adaptatif vu en oursau hapitre Filtage Spatial (slide 11). Ce �ltre semble don robuste au bruit Gaussien et adaptatif en�ltrant en dehors des zones de transition. De plus, il est aussi robuste au bruit impulsionnel et plusgénéralement aux pixels hors norme (outliers) omme eux réés par du bruit impulsionnel. Il semble aussipréserver et même améliorer le ontraste ; les zones avant et après la transition sont plus homogènes.<8 pts>Nota : Voii un exemple d'image �ltré par e �ltre (appelé aussi �ltre de Nagao) (image bruitée par unbruit sel 30% et �ltrée)

4.Sans perte de généralité, on raisonne en une dimension, et le �ltrage spatial ou fréquentiel nous permetd'érire
g(x) = f(x) ∗ h(x)

F

⇋ G(ν) = F (ν).H(ν)Sahant que la valeur moyenne du signal (image) g, f et h sont respetivement G(ν = 0), F (ν = 0) et
H(ν = 0). Si H(ν = 0) = 0 alors G(ν = 0) = 0. Don, si la valeur moyenne du masque de onvolution h estnulle alors la valeur moyenne du signal g est nulle.<5 pts>Nota : Une autre démonstration plus alulatoire mais tout aussi valable onsiste à dire :

g(x) = f(x) ∗ h(x) =
∑

i

∑

j

f(x − i, y − j)h(i, j)et Moyg =
1

N2

∑

x

∑

y

g(x, y) =
1

N2

∑

i

∑

j

∑

x

∑

y

f(x − i, y − j)h(i, j)

=
1

N2

∑

i

∑

j

h(i, j)

︸ ︷︷ ︸

=0

∑

x

∑

y

f(x − i, y − j) = 0

IV. Mis. (32 Pts)



1. Transformée de HadamardPeux t'on appliquer la propriété de séparabilité (vue pour la TFD) pour la transformée de Hadamard ?Justi�er votre réponse.<5 pts>2. CouleurOn demande à un traiteur d'image de réaliser une petite simulation informatique qui permettraitd'a�her la ouleur perçue par le système visuel humain d'une soure lumineuse ST (λ) qui a lapropriété de produire un rayonnement polyhromatique pour di�érentes températures données T .Expliquer e qu'est un rayonnement polyhromatique et expliquer qualitativement omment on pourraitréer ette simulation.<8 pts>3. TextonOn alule le module du spetre d'ume image texturée (de taille N = 128) et, après realage ylique,appliation d'une fontion log pour rehausser les hautes fréquenes) et on trouve le spetre suivant
Dans e type d'image on a l'impression de voir un spetre disrétisé, et plus préisement une fontionspetrale pour laquelle on a pris des éhantillons à des intervales régulièrement espaés de S(u, ν) en
u et en ν, qui sont de l'ordre de ≈ 9 pixels pour ette image dans haune des diretions.Trouver la relation mathématique qui exprime que l'on voit une version disrétisée de S(u, ν) et trouverensuite la longueur moyenne du texton de ette image texturée.<8 pts>4. TrakingOn aimerait implémenter une tehnique de suivi de formes (ou traking) des voitures mobiles irulantdans un parking par orrélation entre les images d'une séquene vidéo (d'une améra de surveillane)et le masque de orrélation de la voiture mobile que l'on à préalablement extrait de la première imagede la séquene vidéo.(a) Énoner quelques tehniques qui permettent de rendre plus robuste ou ontraindre e système desuivi de forme.<5 pts>(b) Sans les tehniques préédentes, pourquui pourrait-on dire que e problème (de suivi de forme)est possiblement mal posé ?<2 pts>



5. Bruit GaussienA quoi est égale la fontion d'autoorrélation d'un signal ne omportant que du bruit blan Gaussienblan d'éart type sigma ? Comment aurait-on put retrouver ela par la onnaissane de la forme deson énergie spetrale ?<4 pts>Réponse1.Oui ar le noyeau de ette transformée est séparable de la façon suivante
(−1)

P

n

i=1 bi(x)ai(u)+bi(y)ai(ν) = (−1)
P

n

i=1 bi(x)ai(u)(−1)bi(y)ai(ν)<5 pts>2.On appelle rayonnement monohromatique un rayonnement omportant une seule longueur d'onde etrayonnement polyhromatique un rayonnement qui en ontient plusieurs ('est à dire un spetre lumineux).<3 pts>La réponse des trois apteurs RVB de notre système visuel humain est donnée par les intégrales
X =

∫

x(λ)ST (λ), Y =

∫

y(λ)ST (λ), Z =

∫

z(λ)ST (λ)

ensuite on onvertit XYZ en RGB ave l'aide des formules ou du diagramme de hromaité.<5 pts>3.



La fontion spetrale S(u, ν) semble disrétisée, 'est à dire que mathématiquement, elle semble se mettresous la forme (ave la orrespondane x ⇋ u et y ⇋ ν) :
S(u, ν) · ∐∐T (u, ν)

F

⇋ s(x, y) ∗ ∐∐1/T (x, y)en posant ∐∐T un peigne de dira espaé de T = 9 pixels en u et en ν, 'est à dire espaé d'une fréquenenumérique de T = 9∆ν = 9/N .La relation préédente montre don que quelquehose (i.e., s(x, y)) visiblement se périodise spatialement(à ause de l'opérateur ∗∐∐1/T ) tous les 1/T = N/9 = 128/9 ≈ 14 pixels (en moyenne) dans haque diretion(N étant la longueur de l'image arrée).<8 pts>Ce que l'on peut onstater si on regarde l'image texturée pour laquelle on avait alulé le module de saTF.
4.(a)Pour ontraindre e problème et le rendre plus robuste, on pourrait re-mettre à jour le masque deorrélation (pour rendre le problème de traking invariant selon la position de la voiture) et délimiter unezone de reherhe autour de la position du masque obtenu à l'image préédente (exprimant le fait que lavoiture ne peut se déplaer plus vite qu'une ertaine vitesse). On pourrait aussi onsidérer un ensmble demasque (orrespondant à la voiture pour di�érentes valeures disrétisées de rotation) et prendre le minima deette serie d'autoorrélation. Une detetion de mouvement permetrait aussi de distinguer parmis les pis deorrélation seulement elui qui est assoié à une zone mobile (et permettrait d'éliminer les solutions abéranteset don ontraindre e�aement e problème).<5 pts>4.(b)Sans es ontraintes, le problème est mal posé ar l'étude de la fontion d'auto-orrélation pourrait exhiberplusieurs pis (un des pis orrespondant à une des voiture garée dans le parking qui ressemble beauoup à lavoiture mobile), don plusieurs solutions. Pour rendre le problème bien posé (une seule solution orrespondantà la voiture mobile), il faut don ontraindre le problème.<2 pts>5Soit b(x), e bruit Gaussien blan. L'énergie spetrale de e bruit blan Gaussien est une onstante deparamètre σ2, don sa fontion d'autoorrélation est un pi de dira pondéré par σ2, en e�et, mathémati-quement

b(x) ∗ b(−x) = σ2 · δ(x)
F

⇋ B(ν) · B⋆(ν) = |B(ν)|2 = σ2<4 pts>


