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I. Transformée de Fourier (39 pts)1. Soit le signal temporel x(t) = 4 sin2(t) et la orrespondane t
F

⇋ ν.(a) Caluler X(ν), le spetre (ou la transformée de Fourier) du signal x(t).<4 pts>(b) Caluler Xe(ν), la transformée de Fourier du signal x(t) éhantillonné à νe = 4/π.Est-e que ette fréquene d'éhantillonnage respete la ondition de Shannon ?<5 pts>2. (a) Soit la fontion temporelle xT (t) représentée i-dessous :
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Soit aussi XT (ν) = F [xT (t)], i.e., la transformée de Fourier (TF) de xT (t). Sans alul, quellesseraient (toutes) les propriétés intéressantes de XT (ν) que l'on pourrait déduire des propriétés de
xT (t) et des propriétés de la TF.<4 pts>(b) Représenter l'allure de x′

T (t), la dérivée de la fontion xT (t) et exprimer analytiquement x′

T (t) àpartir d'une fontion onnue pour laquelle on onnaît sa TF.<4 pts>() En déduire �nalement, à partir d'une propriété de la TF, XT (ν), la TF de xT (t).<4 pts>(d) Que devient (i.e., quel est le nom de la fontion) xT (t) quand limT→0. Déduire des questionspréédentes la TF de ette fontion (i.e., F [xT→0(t)]) et rappeler pourquoi on n'aurait pas pualuler la TF de ette fontion en utilisant diretement la dé�nition de la TF utilisant la formuleintégrale.<4 pts>(e) Déduire de la question préédente la TF de la fontion j
t (où j est l'imaginaire pur).<4 pts>3. (a) Considérons maintenant des signaux spatiaux et montrer que pour n paire :
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} (1)<5 pts>(b) La relation préédente (Eq. (1)) n'est pas abstraite et inutile pour un ours de traitement d'images.En e�et, dans le hapitre filtrage spatial, nous avons présenté le �ltre passe-bande (�ltre deMarr-Hildreth) sur une image omme le résultat, sur elle-i, de deux opérations. La première



est la onvolution de l'image par un �ltre Gaussien et la deuxième omme la onvolution durésultat obtenu par un �ltre Laplaien (modélisant une dérivée seonde). Ave la onnaissane dela relation préédente, on aurait pu obtenir e même résultat d'une autre façon. Laquelle ?<5 pts>Réponse1.(a)
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)<4 pts>1.(b)La disrétisation (tous les Te) dans l'espae primal (temporel ou spatial) est équivalente à une périodi-sation dans l'espae des fréquenes (tous les νe = 1/Te). X(ν) va don se périodiser toutes les fréquenesmultiples de νe = 4/π. Analytiquement on aura don :
Xe(ν) = X(ν) ∗ ∐∐1/Te=4/π (ν)
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)}<3 pts>Oui la ondition de Shannon est respetée ar la fréquene d'éhantillonnage νe = 4/π > 2 · (ν0 = 1/π)ave ν0 = 1/π la fréquene maximale ontenue dans le signal x(t).<2 pts>2.(a)La fontion xT (t) est impaire, sa TF sera don imaginaire pure. xT (t) étant de plus une fontion réelle,sa TF sera don à symétrie hermitienne. Sa TF sera don imaginaire pure et impaire.De plus, le signal étant non périodique, sa TF sera ontinue et xT (t) possédant deux disontinuités (àl'origine), sa TF demandera beauoup d'harmoniques pour reonstruire ette disontinuité e qui se traduirapar un support fréquentiel assez grand (ette dernière remarque sera d'autant plus vraie lorsque T tendravers 0, faisant apparaître une disontinuité pour laquelle la dérivée en e point sera in�nie).<4 pts>
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2.(b)On trouve failement que x′

T (t) s'exprime à par-tir de la fontion porte (appelée aussi fontion ou-verture ou retangle), i.e., :
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)<4 pts>2.()Ave la orrespondane t ⇋ ν, on va se servir dela propriété de dérivation qui stipule que F [f ′(t)] =
(2πjν)F (ν) et bien sur de la relation préédente pour érire :
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πνTqui nous permet de trouver F (ν) = F [f(t)] = F [xT (t)] :
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π2ν2T<4 pts>Nota : A e stade, on peut véri�er que e qui avait été intuité à la question 1.(a) est vraie ; à savoir quela TF de xT (t) est ontinue, imaginaire pur et impair et à grand support fréquentiel.2.(d)Quand limT→0, on retrouve la fontion signe, notée sgn(t) et pour laquelle :sgn(t) =







1 si t > 0
0 si t = 0
−1 si t < 0dont la TF devrait être limT→0
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= F (ν) = 1

πjνEt on n'aurait pas pu aluler ette TF à partir de la dé�nition intégrale sur xT (t) ar elle-i n'est pasarré ou absolument sommable.<4 pts>2.(e)En utilisant maintenant la propriété duale sur la relation préédente, i.e., F [sgn(t)] = 1/(πjν), on trouveimmédiatement F−1[sgn(ν)] = −1/(πjt) et don F [ j
t ] = π sgn(ν).On a don : j
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}<5 pts>3.(b)Si on remplae n = 2 dans la relation de l'Eq. (1) et si on onsidère que f(x) orrespond à l'image et g(x)au masque gaussien. Le �ltre passe-bande (de Marr-Hildreth), qui orrespond au alul de la dérivée seonde(via son masque de onvolution) sur l'image préédemment onvoluée par un masque gaussien orrespondbien à l'opération du membre de gauhe de ette relation.Du oup, l'opération préédente est équivalente aux deux opérations du membre de droite de etterelation, à savoir ; la alul du gradient de l'image (par onvolution, par exemple, ave le masque -1 1 ),puis la onvolution du résultat obtenu par un masque de onvolution qui serait la disrétisation de la dérivée(première) d'une Gaussienne.Nota : De même qu'il aurait été tout aussi équivalent de onvoluer l'image ave la dérivée seonde de lagaussienne.<5 pts>



II. Opérations Pontuelles (18 pts)1. Pour avoir une mesure de ontraste qui soit prohe de la mesure de ontraste de brillane prise enompte par le système visuel humain et que l'on puisse aussi aluler sur des images naturelles etpermettant de quanti�er le rehaussement de ontraste réé par un algorithme, deux auteurs proposentles deux mesures suivantes (pour une image I supposée toroidale de taille N × N et de luminane
f(x, y)) :
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Cl(x, y) (3)ave Cl(x, y) =
fmax(x, y) − fmin(x, y)

fmax(x, y) + fmin(x, y)et fmax(x, y) (resp. fmin(x, y)) représentant l'intensité maximale et minimale ontenu dans une petitefenêtre arrée de taille m × m entrée sur le pixel de oordonnées (x, y).Disuter de l'intérêt et de la pertinene de es deux mesures de ontraste omparativement à la mesurede ontraste habituellement prise en traitement d'images utilisant l'éart type des variations des niveauxde gris dans l'image.<9 pts>

Fig. 1 � Code à ompléter2. Voii le début du ode en C (f. Fig. 1) d'une fontion en langage C qui réalise une spéi�ationd'histogramme de l'image imgin en niveaux de gris sur l'image imgout. Compléter les quatre ou inqlignes qui lui manquent pour rendre le programme fontionnel.<9 pts>



Réponse1Remarquons avant tout que es deux mesures sont loales et moyennées globalement et non globalesomme le alul des mesures de ontrastes vues en ours. Cette propriétée permettra d'obtenir une plusgrande �abilité de la mesure de ontraste.Considérons les deux paires d'images tests que l'on avait pris en ours, à savoir le petit arré de niveauxde gris 0.3 entré sur un fond de niveaux de gris 0.1 omparativement à l'image du petit arré de niveaux degris 0.7 entré sur un fond de niveaux de gris 0.5 (ave la onvention 0-noire et 1-blan) et les deux images deMona, l'une normale et l'autre ave une variation des niveaux de gris moins importante (moindre ontraste)mais possédant néanmoins un (seul) pixel noir et un (seul) pixel blan.Soit aussi C3, la mesure utilisant l'éart type des variations des niveaux de gris dans l'image vue en ourset habituellement utilisée omme mesure de ontraste.
• La première est en fait la norme l2 du gradient alulé globalement sur toute l'image et les mesuresde ontraste C1 et les onlusions que l'on obtiendra sur es deux paires d'images seront les mêmes queelle donnée par la mesure utilisant l'éart type des variations des niveaux de gris dans l'image. Pour lapremière paire d'images, elle donnerait le même ontraste alors que le système visuel humain (SVH) nouslaisse penser le ontraire. De plus, notons aussi que ette mesure (du gradient) aura du mal à distinguer uneimage e�etivement ontrastée d'une image en fait bruitée.
• La deuxième formule de ontraste est la mesure loale moyennée (sur toute l'image) de la (deuxième)formule vue en ours. Elle permettrait, ontrairement à la mesure globale vue en ours, de trouver unemesure de ontraste adéquate pour la deuxième paire d'images (malgré le fait que l'image de Mona pourraitposséder n (seul) pixel noir et un (seul) pixel blan. De plus ette mesure permettrait, pour la première paired'images, d'avoir deux mesures de ontraste qui seraient di�érentes et en aord ave e que pense le systèmevisuel humain. Par ontre, ette mesure serait di�érente pour di�érentes valeurs du paramètre m que l'ondevrait préalablement estimer et demanderait plus de oût alulatoire.Une autre aratéristique intéressante de C2 ; prenons le as deux images de Mona, l'original et elledont la moyenne de l'image est translaté de 0.1 ou 0.2 vers les zones sombres (ave la onvention 0-noire et

1-blan). Ces deux images ont le même ontraste (donné par C3 ou par l'éart type). Or ette mesure C2, àause du terme de division fmax(x, y)+ fmin(x, y) donnera un ontraste plus grand pour la plus sombre desdeux images. Cette propriété est similaire au SVH (à ause du phénomène de saturation) où notre pereptiondu ontraste baisse pour les intensité élevé bien que dans le as du SVH ela se fait logarithmiquement etnon pas linéairement.<9 pts>2Il reste simplement le alul de G−1 puis le odage de la spéi�ité d'histogramme utilisant la fontion
G−1.
<9 pts>



III. Filtrage (35 pts)Filtrage Spatial1. Soit le masque de onvolution 1×3 suivant : 1

4
1 2 1(a) Rappeler pourquoi e masque de onvolution, que l'on appelle souvent masque Gaussien, n'est enfait qu'une approximation de la disrétisation de la Gaussienne.<4 pts>(b) Donner une estimation ou un intervalle d'estimation, exprimée en nombre de pixels, de l'éarttype de la Gaussienne que e masque est ensé approximer.<6 pts>2. Soit le �ltre préédent en 2D : 1

16

1 2 12 4 21 2 1On aimerait implémenter e masque de onvolution non pas logiiellement mais en utilisant les a-paités d'un DSP (proesseur de traitement des signaux) pour optimiser la vitesse de e traitement.On rappelle qu'un DSP implémente (en hardware) que des onvolutions de �ltres moyenneurs (average�lter) de n'importe quelle taille possible (pour des masques moyenneurs pas forément arrés). Indiquerla déomposition de e �ltre puis la propriété utilisée pour son implémentation sur DSP.<6 pts>3. Soit le �ltre passe-bas adaptatif (vue en ours) dans lequel f(x, y) orrespond à une image bruitée pardu bruit Gaussien, g(x, y) l'image débruitée par e �ltre et PB, un �ltre ou masque de onvolutionpassse-bas du style masque Gaussien ou moyenneur et :
g(x, y) =

{�ltre PB[f(x, y)] si |�ltrePB[f(x, y)] − f(x, y)| < seuil
f(x, y) sinon(a) Si on onnaissait la variane du bruit Gaussien entahant l'image f(x, y), quelle serait la valeurdu seuil idéale ?<3 pts>(b) Si on ne onnaissait pas ette variane, omment pourrait-on l'estimer sur l'image bruitée ?<4 pts>() Est-e que ette tehnique serait intéressante si l'image était entahée par du bruit poivre et sel ?Justi�er bien votre réponse.<4 pts>Filtrage Fréquentiel

4. En digitalisant une vieille arte de la surfae de la lune, on a aussi numérisé la ligne blanhe vertialesituée à droite de ette arte et qui devait orrespondre au pli de l'image de ette photo analogique



prise au début des années 60. On aimerait enlever ette dégradation en utilisant la Transformée deFourier (TF).Indiquer d'une part omment ette dégradation in�uenera le module de la TF de ette image et quellepourrait être l'opération fréquentielle permettant d'atténuer ette dégradation.<8 pts>Réponse1.(a)La Gaussienne est une fontion ontinue à support in�nie ; elle ne peut être disrétisée sur un support�nie qu'ave une ertaine approximation. De plus son amplitude, à di�érent intervals (dans le as disret),est approximée sous forme de frations d'entiers.Connaissant l'équation de la gaussienne : ∝ exp(− x2

2σ2 ), l'absisse x permettant d'obtenir une amplitudeà mi hauteur serait x ≈ 1.17σ où σ serait l'éart type de la gaussienne (et une estimation possible de l'éarttype de la gaussienne que e masque de onvolution approxime, omme nous le demande la question suivante,en nombre de pixels, serait don de 1/1.17 ≈ 0.85 pixels). Cependant pour x = 1.17 × 2 = 2.34, l'amplitudede la gaussienne est exp(−(2.342/2)) ≈ 0.064 et non pas 0.0 et pour x = 1.17 × 3 = 3.51, l'amplitude de lagaussienne est exp(−(3.512/2)) ≈ 0.002 et non pas 0.0.Sans fateur de normalisation, une (meilleure) approximation d'une gaussienne (à 1% près) pour un éarttype de σ = 0.85 pixels serait don le �ltre de longueur 5 ou 7 olonnes suivant :0.064 1 2 1 0.064 ou 0.002 0.064 1 2 1 0.064 0.002Nota : Dans le ours, il est dit qu'il faudrait pour approximer la gaussienne (à au moins 1% près), unmasque de longueur (en pixels) 6σ + 1, ii, ela donnerait une longueur de (6 × 0.85) + 1 ≈ 6.<4 pts>1.(b)En fait il existe deux façons d'estimer σ à partir de e masque de onvolution approximant une gaussienne.Ces deux façons nous donneront un interval d'estimation pour e paramètre.
• La première façon est de dire que l'absisse x qui permet d'obtenir une amplitude à mi-hauteur de lagaussienne (∝ exp(− x2

2σ2 )) est x ≈ 1.17σ. Une estimation possible de σ, en nombre de pixels, est don de
1/1.17 ≈ 0.85 pixels.

• Une autre façon d'estimer σ à partir de e masque qui approxime une gaussienne est de dire que dansle as de e masque, pour deux pixels éloignés du entre de e masque, la valeur du masque est 0 et que eladoit orrespondre à 3σ. σ est don supérieur à 2/3 ≈ 0.6 pixels.On obtient don : 2/3 ≈ 0.6 pixels < σ < 0.85 pixelsNota : Une autre démonstration est de dire que l'éart type de la Gaussienne est relié à sa largeurmi-hauteur (FWHM) par la relation :
σ =

FWHM

2
√

2 ln(2)et omme dans notre as FWHM = 2, on trouve σ ≈ 0.85.<6 pts>



2On a : M = M1 + M2 + M3 + M4 ave :
1

16

1 2 12 4 21 2 1 = 1

16

{ 1 1 11 1 11 1 1 +

111 + 1 1 1 + 1 }et on utilisera la propriété de distributivité/assoiativité du produit de onvolution pour dire que (si Iest l'image) :
I ∗ M = (I ∗ M1) + (I ∗ M2) + (I ∗ M3) + (I ∗ M4)Nota -1- : Une autre démonstration (beauoup plus ourte) est de dire que la masque Gaussien estséparable en un �ltre (1/4) { 1 2 1 ∗ 1 2 1 T

} où l'exposant T désigne la transposée et que l'on peutdéomposer failement es deux �ltres en deux �ltres moyenneurs de taille 3 et 1 olonne(s), en notantsimplement que : 1 2 1 = 1 1 1 + 1 .Nota -2- : Ave e que l'on a dit en Nota -1-, on pourrait déomposer 1 2 1 = 1 1 ∗ 1 1 et donre-réer le masque gaussien, ave un DSP, en �ltrant deux fois horizontalement ave 1 1 et deux foisvertialement ave 1 1 T (puis diviser le résultat par la onstante 16).Nota -3- : On pourrait aussi déomposer le masque M en deux �ltres 2 × 2 moyenneurs selon :1 11 1 ∗
1 11 1<6 pts>3.(a)

3 ou 4 σ. Cette erreur orrespondra à une borne supérieure de la di�érene en valeur absolue de l'image�ltrée PB (supposée quasi-débruitée) ave l'image bruitée (par du bruit Gaussien d'éart type sigma. L'erreurfaite entre les transitions �ltrées PB et les transitions bruitées serait beauoup plus grande.<3 pts>3.(b)Une méthode possible onsisterait, pour haque pixel, à estimer dans une petite fenêtre W (par exemple dedimension 5×5) et entrée sur e pixel), la variane empirique. La variane minimale obtenue sur l'ensemblede es estimations serait une borne supérieure et une assez bonne estimation de la variane de e bruit. Ene�et l'image omporte ertainement quelques zones homogènes et lorsque W se �xera sur l'une d'entre elles,la variane obtenue sur ette zone sera une assez bonne estimation de la variane du bruit.<4 pts>3.()Non ar d'une part le PB serait ine�ae sur e bruit impulsionnel quel que soit la valeur du seuil.En e�et, omme le bruit �poivre et sel� rée des pixels dont les niveaux de gris sont prohes de �0� et �255�,le terme |�ltrePB[f(x, y)] − f(x, y)| sera très grand partout et pas seulement aux niveaux des transitionsexistant dans l'image. Du oup, l'algorithme n'est plus adaptatif.<4 pts>



4À ause de ette ligne blanhe vertiale faisant apparaître une disontinuité vertiale, on s'attend àe que le module de la TFde ette image laisse apparaitre une ligne blanhe horizontale entrée dans sonspetre qui orrespondrait en fait à de fort oe�ients spetraux néessaires pour reonstruire l'image avesa dégradation.L'opération fréquentielle qui éliminerait la partie haute fréquene de ette ligne blanhe horizontale dansle spetre de l'image serait don l'opération fréquentielle appropriée permettant d'atténuer ette dégradation.<8 pts>Nota : En appliquant la stratégie mentionnée, on obtiendrait :

VI. Mis. (32 pts)1. Soit une image arrée de taille N ×N pixels. Quelle serait la omplexité algorithmique d'une proédurede détetion d'une ourbe paramétrique dépendante de p paramètres par une transformée de Hough ?<5 pts>2. Supposons que vous deviez estimer la PSF (ou fontion de �oue) d'une voiture en mouvement (prisepar une améra életronique) a�n de pouvoir utiliser ette PSF pour déonvoluer ensuite sa plaqued'immatriulation (a�n de pouvoir lire le numéro qui y �gure). Dans e as de �gure, iter tous lesavantages (en justi�ant bien votre réponse) de posséder non pas une image �oue mais une séquene de
n images données par une améra �xe.<5 pts>

3. Disuter brièvement quelles sont les ressemblanes/di�érenes avantages/inonvénients de la méthodede restauration de Figueiredo et Nowak (FN) vue en TP et elle de Tihonov et Miller (TM) vue enours.<5 pts>



4. Proposer deux méthodes pour �ltrer l'image (binaire) i-dessus a�n de supprimer le bruit et dériverune démarhe permettant d'extraire automatiquement toutes les roix pouvant ontenir la roix duoin inférieur droit.<5 pts>5. Donner le ode en langage C de la fontion RequantifiedColorHistogram(float*** img,float*VtFeatures,int NbBin,int WdthLgth) qui estime l'histogramme ouleur requanti�é normalisésur NbBin bins rouges, NbBin bins verts et NbBin bins bleus de l'image ouleur img de même longueuret largeur : WdthLgth et stoke les valeurs de et histogramme dans le veteur de �ottant VtFeaturesde dimension NbBin × NbBin × NbBin.<7 pts>6. Pour aratériser une texture, On déide de prendre les 43 valeurs de son histogramme requanti�éouleur normalisé omme veteur de aratéristiques. Disuter de l'invariane de ses paramètres.<5 pts>7. Quel est l'avantage de l'espae ouleur LAB que j'ai énoné en ours.<4 pts>Réponse1On doit d'abord parourir l'image de ontour, soit demander une omplexité 0(N2) et pour haun dees points de ontour parourir ensuite une matrie d'aumulation de même taille mais de dimension p(orrespondant au p paramètres disrétisés de la fontion paramétriques), e qui se fait ave une omplexitéde O(Np). En tout don on a une omplexité de O(Np+2).<5 pts>2Je vois deux avantages :
• Le premier avantage est de donner la diretion de la PSF ou fontion de �oue. On sait, puisqu'il s'agitd'un �ou de mouvement, qu'il s'agit d'un veteur de translation pour lequel il faut don estimer son amplitude(en nombre de pixels) mais aussi sa diretion. La diretion sera donnée failement en voyant omment unpoint (par exemple le point le plus à gauhe et en bas de la plaque d'immatriulation) se déplae d'une imageà l'autre. Par ontre, on ne peut estimer l'amplitude du veteur ar le temps d'ouverture du diaphragme dela améra peut être plus petit que le temps existant entre l'aquisition de deux images par la améra.
• Le deuxième avantage est que l'on peut moyenner l'estimation de la PSF obtenue (sur un petit nombred'images, supposant ainsi que le veteur de mouvement ne bouge pas trop durant un laps de temps bref)ou enore moyenner le résultat de la déonvolution obtenu sur l'image It ave elui obtenu sur l'image It+1,

It+2, et.<5 pts>



3Toute les deux sont des méthodes itératives. La fontion de vaisemblane est la même dans les deux as etonduit à une itération de l'algorithme de Landweber. La régularisation est di�érente. Contrairement à TMou la régularisation s'exprime par un terme d'énergie qui défavorise les solutions ayant des hautes fréquenesdans le domaine de Fourier (via la norme L2 du laplaien de l'estimation), la régularisation de l'algorithmede FN se fait en alternant une itération de Landweber ave un denoising dans le domaine des ondelettes.L'avantage de faire un débruitage dans le domaine des ondelettes (plut�t que dans Fourier) est de mieuxonserver les ontours de l'image restaurée et de ne pas introduire de ringing dans la solution (i.e., l'imagedéonvoluée) ar la suppréssion des fréquenes se fait loalement<5 pts>41. Filtrage médian ou ouverture suivie de fermeture.2. Image initiale moins l' image érodée par l'élément.<5 pts>5

<7 pts>6Totalement invariant par rotation, très invariant relativement au bruit qui pourrait s'ajouter sur uneimage naturelle, assez robuste à un fateur d'éhelle pas trop grand, assez peu robuste aux ombres ethangement de luminosité qui pourrait a�eter la texture.<5 pts>7A ause des relations non-linéaires entre L, A et B (qui imite quelque peu le SVH), la distane existanteentre deux ouleurs representera bien la di�érene, perue par le système visuel humain (SVH), existanteentre es deux ouleurs.Dit d'une autre façon, l'espae ouleur LAB permet de mieux représenter les éarts entre les ouleurs queperoivent les yeux humains.<4 pts>


