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I. Convolution & Transformée de Fourier (39 pts)1. Convolution(a) On note dans 
ette question, 1(x) ou tout simplement 1, la fon
tion qui vaut 1 pour tout x. Deplus, ∗ désigne l'opérateur de 
onvolution. Soit f une fon
tion quel
onque, 
al
uler (1 ∗ f)(x)de deux façons di�érentes. La première en restant dans le domaine spatial et la deuxième enexprimant 
e 
al
ul dans le domaine fréquentiel.<8 pts>(b) Démontrer que : ∫ +∞

−∞

(f ∗ g)(x) dx =

∫ +∞

−∞

f(x) dx ·

∫ +∞

−∞

g(x) dx (1)<6 pts>(
) En 
onsidérant les notes de 
ours, 
hapître Transformé de Fourier, (slide 3, 
onvolution 1D defon
tions 
ontinues), retrouver le résultat de (f ∗g)(x) en utilisant pas l'intégration mais seulementles propriétés (de dé
alage et de produit) du Dira
 et le fait que la 
onvolution d'une fon
tionporte (Π(x) ave
 une fon
tion porte a pour résultat la fon
tion Triangle (∆(x)).<6 pts>2. Transformée de Fourier(a) Que peut-on dire des propriétés de F (ν), la TF de la fon
tion f(x) = cos x
x

(sans la 
al
uler).<4 pts>(b) Dans les tables de Transformée de Fourier, on trouve fa
ilement :
F

[ 1

x

]

=
π

j
sgn(ν) (2)dans laquelle j est le nombre imaginaire unité et sgn(x) est la fon
tion signe (égale à 1 pour tout

x > 0 et −1 pour tout x < 0 et égal à 0 pour x = 0).Cal
uler maintenant F (ν), la TF de la fon
tion f(x) = cos x
x

.<7 pts>(
) En utilisant la relation (2) et une propriété que l'on nommera, 
al
uler F[sgn(x)
].<4 pts>(d) En déduire la TF de la fon
tion f(x) = (sgn(x)) cos x.<4 pts>Réponse1.(a)

• En restant dans le domaine spatial, par 
al
ul, on obtient dire
tement :
(1 ∗ f)(x) =

∫ +∞

−∞

1(y) · f(x − y) dy =

∫ +∞

−∞

f(x − y) dy =

∫

−∞

+∞

f(z) (−dz) =

∫ +∞

−∞

f(z) dz =

∫ +∞

−∞

f(x) dxMais le 
al
ul est presque immédiat, en utilisant d'abord, la 
ommutativité du produit de 
onvolution et ené
rivant :
(1 ∗ f)(x) = (f ∗ 1)(x) =

∫ +∞

−∞

f(y) · 1(x − y) dy =

∫ +∞

−∞

f(x) dx<4 pts>Nota : Mais, si on n,aime pas les 
al
uls, on peut aussi raisonnez qualitativement en se souvenant de 
eque fait physiquement la 
onvolution entre deux fon
tions :



Pour réaliser f(x) 
onvolué par la fon
tion 1(x), on doit d'abord retourné 1(x) en 
onsidérant 1(−x) quiredevient 1(x) (
ar la fon
tion est paire), puis pour di�érents dé
alages y de 
ette fon
tion retournée, i.e.,
1(x+ y), i.e., pour 
ette même fon
tion 1(x), qui vaut 1 pour tout x (
f. enon
é), on multiplie 
ette fon
tiondé
alée (qui vaut 1 pour tout x) par f(x) et on intègre le tout pour trouver �nalement la valeur de (f ∗ 1) =
∫ +∞

−∞
f(x) dx pour le dé
alage 
onsidéré y, mais aussi pour n'importe quel autre dé
alage. On obtient don
,quelle que soit la valeur de dé
alage ou quelle que soit la position d'abs
isse de la fon
tion (f ∗1), la fon
tion
onstante de valeur ∫ +∞

−∞
f(x) dx.

• En téléportant la relation (1 ∗ f)(x) dans le domaine fréquentiel, l'expression devient, ave
 la 
orres-pondan
e x ⇋ ν et f(x) ⇋ F (ν) :
1(x) ∗ f(x)

F

⇋ δ(ν) · F (ν) = F (ν = 0) · δ(ν) = F (0) · δ(ν)
(
ar : δ(x − x0) · f(x) = f(x0) · δ(x − x0)

)et par dé�nition : F (ν = 0) =

∫ +∞

−∞

f(x) · exp
(

2πj(ν = 0)x
)

dx =

∫ +∞

−∞

f(x) dxet don
 F (ν = 0) · δ(ν)
F
−

1

⇋ F (0) =

∫ +∞

−∞

f(x) dx = (1(x) ∗ f(x))<4 pts>1.(b)On peut le démontrer de plusieurs façons di�érentes. En se servant de 
e qu'on a fait plus haut (i.e., lafon
tion 
onstante 1(x)) et de l'asso
iativité du produit de 
onvolution :
∫

f ∗ g = 1 ∗ (f ∗ g) = (1 ∗ f) ∗ g =

∫

f · 1 ∗ g =

∫

f ·

∫

gou en utilisant la TF et la 
orrespondan
e f(x) ⇋ F (ν) et g(x) ⇋ G(ν). En e�et, 
haque fois que l'ondoit 
al
uler une intégrale d'une fon
tion 
ompliquée (dont on ne 
onnaît pas la primitive), on peut toujoursrésoudre 
e 
al
ul en le 
onsidérant égale à la TF de 
ette fon
tion en ν = 0, en e�et :
∫ +∞

−∞

(f ∗ g)(x) dx =

∫ +∞

−∞

(f ∗ g)(x) exp[−2πj(ν = 0)x] dx = F
[

(f ∗ g)(x)
]

ν=0

= F (ν = 0) · G(ν = 0)

=

∫ +∞

−∞

f(x) · exp[−2πj(ν = 0)x] dx ·

∫ +∞

−∞

g(x) · exp[−2πj(ν = 0)x] dx

=

∫ +∞

−∞

f(x), dx ·

∫ +∞

−∞

g(x), dx<6 pts>Nota : On peut utiliser aussi la dé�nition de la 
onvolution et don
 exprimer le tout ave
 une doubleintégrale et après quelques manipulations, trouver que l'expression est séparable et arriver au même résultataussi (mais les deux méthodes expliquées plus haut sont plus élégantes et demandent moins de 
al
ul.1.(
)Cela revient à exprimer le 
al
ul de Π(x − 1

2
) ∗ 1

2
Π(x − 1

2
) :

Π(x −
1

2
) ∗

1

2
Π(x −

1

2
) =

1

2
Π(x) ∗ δ(x −

1

2
) ∗ Π(x) ∗ δ(x −

1

2
)

=
1

2
Π(x) ∗ Π(x) ∗ δ(x −

1

2
) ∗ δ(x −

1

2
) (
ommutativité de ∗)

=
1

2
∆(x) ∗ δ(x − 1)

=
1

2
∆(x − 1))



Une autre possibilité est de passer dans le domaine Fourier pour 
al
uler 
ette expression :
Π(x −

1

2
) ∗

1

2
Π(x −

1

2
)

F

⇋

1

2
exp(−jπν)

( sin(πν)

(πν)

)

exp(−jπν)
( sin(πν)

(πν)

)

=
1

2
Λ(ν) exp(−2jπν)

F

⇋

1

2
∆(x − 1)<6 pts>Nota : On peut véri�er que la relation démontrée à la question 1.(b) est vraie dans 
et exemple. En e�et,l'intégrale du résultat de 1

2
∆(x−1) est égal à 1/2 
e qui est bien le produit entre l'aire intégrale sous Π(x− 1

2
)qui est égal à 1 multiplié par l'aire intégrale sous 1/2 Π(x − 1

2
) qui est égal à 1/2.2.(a)La fon
tion f(x) est réelle et impaire, don
 sa transformée F (ν) sera imaginaire pur et impair. On pourraitdire aussi que la fon
tion étant non périodique, son spe
tre sera 
ontinu et aussi que, 
omme la fon
tion

f(x) possède une dis
ontinuité en x = 0, (f(x) tend vers ∞ en x = 0+ et vers −∞ en x = 0−), on s'attendà voir une TF dont le support est très grand (né
essaire pour re
onstruire 
ette dis
ontinuité).<5 pts>2.(b)
(ave
 x ⇋ ν) : f(x) =

cosx

x
= (cos x) ·

( 1

x

)

F

⇋

1

2

(

δ(ν − 1/2π) + δ(ν + 1/2π)
)

∗
π

j
sgn(ν)

F (ν) = −
jπ

2

{sgn(ν − 1/2π) + sgn(ν + 1/2π)
}Comme prévu, F (ν) est bien imaginaire pure, impaire 
ontinue et à grand support dans l'espa
e fréquentiel.<7 pts>Nota : Bien sur, le résultat : F (ν) = π

2 j

{sgn(ν − 1/2π) + sgn(ν + 1/2π)
} est équivalent.2.(
)En utilisant la propriété duale, on a :F−1

[ 1

ν

]

=
π

−j
sgn(x) don
 : F

[sgn(x)
]

=
1

π j ν
= −

j

π ν<4 pts>2.(d)
f(x) = (sgn(x)) · cosx

F

⇋

1

2

(

δ(ν − 1/2π) + δ(ν + 1/2π)
)

∗
1

j π ν

=
−j

2 π

( 1

ν − 1/2π
+

1

ν + 1/2π

)

=
−j

2 π

2ν

ν2 − 1/4π2<4 pts>II. Spe
tre & Aliasing (44 pts)



1. Pour 
ha
une de 
es six images :
(a) (b) (
)
(d) (e) (f)Indiquer sa transformée de Fourier (module) 
orrespondante après avoir fourni une expli
ation.
(I) (II) (III)
(IV) (V) (VI)<15 pts>2. Aliasing I(a) Voi
i S(ν), le spe
tre (module) d'un signal s(t) (ave
 les fréquen
es numériques en abs
isse)

0.1 0.2 νDire si on a é
hantillonné le signal s(t) en respe
tant le théorème de Shannon.<3 pts>



(b) On sous-é
hantillonné par un fa
teur 5 un signal dis
ret s(k) (en prenant un pixel sur 5, dessinerle spe
tre du signal sous-é
hantillonné S•(ν) obtenu après l'avoir justi�é par une expli
ation.<7 pts>(
) En notant S(ν) = M(ν) + M(−ν), respe
tivement le motif spe
tral de droite et le motif spe
-tral de gau
he. Indiquer l'opération mathématique faisant intervenir l'opérateur de 
onvolutionqui permet de passer du spe
tre S(ν) au spe
tre S•(ν) puis l'opération mathématique, dans ledomaine spatial, qui permet de réaliser 
ette même opération.<7 pts>3. Aliasing II(a) Soit la fon
tion d'intensité suivante
I(x, y) = 128 + 127 ∗ cos(2π(16x + 32y)/128) = 128 + 127 ∗ cos(2π(kxx + kyy))ave
 kx = 16/128 (16 sommets verti
alement (axe des x)) et ky = 32/128 (32 sommets horizon-talement (axe des y)) où on dé�nit x 
omme étant l'axe verti
al (ligne) et y, l'axe horizontal(
olonne) (
f. TP-1-).À 
ombien doit-on sous é
hantillonner I(x, y) en x pour voir disparaître le nombre de périodesverti
ales de 
ette image, en utilisant la théorie de l'é
hantillonnage et éventuellement un petitgraphique expli
atif. On rappelle que �sous é
hantillonné� par un fa
teur k 
onsiste à ne retenirseulement un pixel sur k.<7 pts>(b) Si on sous é
hantillonne ave
 le nombre trouvé pré
édemment, que se passera-t-il pour les périodeshorizontales de 
ette image ?<4 pts>Réponse1.On va utiliser dans la suite, la 
onvention x

F

⇋ ν et y
F

⇋ v ave
 y orientée dans le sens des 
olonnes(largeur de l'image) 
roissantes et x, orientée dans le sens des lignes (longueur de l'image) 
roissantes.
• On va pro
éder par élimination. Dans les six images possibles (a-f), on voit qu'il existe trois imagesqui se ressemblent à un fa
teur de 
ontra
tion près en y. On devrait don
 avoir pour 
es trois images, troisspe
tres qui se ressemblent ave
 un fa
teur de dilatation en v près. Ces trois spe
tres sont 
ertainement lesspe
tres (II), (V) et (VI). Sa
hant qu'une 
ontra
tion ⇋ dilatation, on se retrouve don
 ave
 l'asso
iation(d-II), (e-V) et (f-VI) .Nota : On aurait pu être aussi un peu plus pré
is en disant que mathématiquement, le motif blan
 dansl'image s'é
rit Π(x/Tx).Π(y/Ty) ⇋ ∝ sin
(2πνTx) · sin
(2πvTy). On re
onnait le spre
tre en sin
 dans lesimages (II), (V) et (VI).
• On va prendre maintenant la �gure (a), 
elle-
i ne 
omporte que des dis
ontinuités seulement suivantles 4 diagonales. Son spe
tre aura don
 les mêmes dis
ontinuités plus 90 degré 
-a-d, des dis
ontinuités pourles quatre dire
tions diagonales seulement. On a don
 la 
orrespondan
e (a-I) .Nota : On aurait pu être aussi un peu plus pré
is en disant que mathématiquement, le motif blan
 dansl'image s'é
rit Π(x, y) rotationné de 45 degrés ⇋ ∝ sin
(2πνT ) · sin
(2πνT ) rotationné de 45 degrés. On



re
onnaît le spe
tre en sin
 rotationné de 45 degrés dans l'image (I).
• Il reste l'image (b) et (
) dans lesquelles on voit des motifs (plus semblables dans l'image (
) etquelquefois inversé dans (b)) qui se répète en x et y et les deux spe
tres (III) et (IV). Si on se base sur lapropriété que tout 
e qui est périodique dans un espa
e est dis
rétisé dans l'autre espa
e et inversement, onvoit bien que les deux spe
tres (III) et (IV) des su

essions de zones noires et blan
hes. Dans le spe
tre (III),
ette su

ession est plus marquée et doit 
orrespondre à l'image (
) don
 l'asso
iation (
-III) et (b-IV) .Nota : On aurait pu être aussi un peu plus pré
is en disant que mathématiquement, le motif blan
 dansl'image est un 
er
le qui se périodise en x et y. Le spe
tre résultant sera la fon
tion sombrero (vue en 
ours)dis
rétisée en ν et v.<15 pts>2.(a)Le théorème de Shannon est respe
té 
ar les fréquen
es s'annulent avant la fréquen
e numérique ν = 0.5.<3 pts>2.(b)Puisque le signal est dis
ret, le spe
tre est périodique et se répète identiquement à lui-même toutes lesmultiples de la fréquen
e numérique ν = 1 (i.e., en ν = ... − 3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ...) ave
 une parité (puisquele signal est réel et on rappelle qu'on ne peut parler que de fréquen
e numérique, dans 
et exemple, 
ar onne 
onnaît pas la période d'é
hantillonnage de 
e signal). Ce que l'on observe, spe
tralement (i.e., donnépar une TFD) 
orrespond don
 à une petite fenêtre spe
trale de longeur de support 1 
entré autour de lafréquen
e ν = 0, i.e., entre les fréquen
es numérique ν = −0.5 et la fréquen
e numérique ν = +0.5.Lorsqu'on sous é
hantillonne d'un fa
teur 5, le signal, le spe
trel se répetera identiquement à lui-mêmetoutes les multiples de la fréquen
e numérique ν = 0.2 (i.e., en ν = ...− 0.6,−0.4,−0.2, 0, 0.2, 0.4, 0.6, ...) (Teétant 
inq fois plus grande, non plus tous les ν = 1/Te mais à une nouvelle fréquen
e numérique ν′ = 1/5×Te
inq fois plus petite) et on observera le spe
tre du nouveau signal (dans une fenêtre spe
trale de longueurde support 0.2 
entrée autour de la fréquen
e ν = 0, i.e., ν ∈ [−0.1 + 0.1), le nouveau signal dont le spe
treressemblera à :

0.1 0.2 ν<7 pts>2.(
)En utilisant dans la suite, la 
onvention t
F

⇋ ν, on passe du spe
tre S(ν) au spe
tre S•(ν) par unesimple opération de dé
alage dans le domaine fréquentiel, ou par l'opération mathématique, dans le domainefréquentiel et spatial :
S•(ν) = S(ν) ∗ δ(ν − 0.2)

F
−1

⇋ s•(t) · exp(2πj · 0.2t)ou S•(ν) = S(ν) ∗ δ(ν + 0.2)
F
−1

⇋ s•(t) · exp(−2πj · 0.2t)ou S•(ν) = S(ν) ∗ [δ(ν + 0.2) + δ(ν − 0.2)]
F
−1

⇋ s•(t) · 2 cos(2π · 0.2t)



<7 pts>3.(a)On va utiliser dans la suite, la 
onvention x
F

⇋ ν et on va raisonner suivant l'axe des x et pour l'instantave
 le signal I(x, y) (non sous-é
hantillonné). Puisque le signal est dis
ret, le spe
tre est périodique etse répète identiquement à lui-même toutes les multiples de la fréquen
e numérique ν = 1 (i.e., en ν =
...− 3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, ...) ave
 une parité (puisque le signal est réel). Dans notre 
as, on observe don
 deuxpi
s fréquentiels de fréquen
e nu = ±1/8 
entrée sur la fréquen
e ν = 0 et plus généralement deux pi
s defréquen
e nu = k ± 1/8 
entrée sur la fréquen
e ν = k pour tout k entier.

ν0 11/8Lorsqu'on sous é
hantillonne d'un fa
teur k, le signal, le spe
trel se répetera identiquement à lui-mêmetoutes les multiples de la fréquen
e numérique ν = 1/k. Il faut don
 que 
et axe 
oin
ide ave
 la fréquen
e
nu = ±1/8 pour voir ainsi disparaître le nombre de périodes verti
ales de 
ette image. On doit don
 sous-é
hantillonner d'un fa
teur k :

1/k = 1/8 
'est à dire : k = 8<7 pts>3.(b)On va utiliser dans la suite, la 
onvention y
F

⇋ v et on va raisonner suivant l'axe des y et pour l'instantave
 le signal I(x, y) (non sous-é
hantillonné). Le spe
tre est le même que pré
édemment si 
e n'est qu'ilprésente deux pi
s de fréquen
e ν = k ± 32/128 = k ± 1/4 
entrée sur la fréquen
e ν = k pour tout k entier.Si on sous-é
hantillonne par un fa
teur 8, on aura deux pi
s de fréquen
e nu = k/8 ± 1/4 
entrés sur lafréquen
e ν = k/8 pour tout k entier qui vont aussi se 
onfondre ave
 l'axe où le spe
tre se périodise et 
elaaura pour e�et de voir ainsi disparaître le nombre de périodes horizontales de 
ette image.En résumé, si on sous é
hantillonne d'un fa
teur 8, 
ette image en x et en y, on obtiendra une imagetoute blan
he.<4 pts>III. Filtrage Spatial (20 pts)1. Soit l'image 
i-dessous dégradée par un défaut de transmission par ligne qui génère des pertes d'in-formation sur 
elle-
i se traduisant sur l'image par quelques segments de lignes horizontales noiresd'épaisseur 1 pixel et de taille (horizontale) variable.



(a) Trouver parmi les �ltres proposés, le �ltre spatial qui vous semble le plus adéquat pour restaurer(par �ltrage spatial) 
ette image dégradée par 
e défaut de transmission par ligne. Justi�er bienvotre réponse. S'agit-il de :
1

3





1
1
1



 ou 1

2





1
0
1



 ou 1

3
1 1 1 ou 1

2
1 0 1 ou 1

9

1 1 11 1 11 1 1 ou 1

8

1 1 11 0 11 1 1<5 pts>(b) On aimerait 
al
uler la fon
tion de transfert en module (ou réponse fréquentielle) H(ν) du masquede 
onvolution suivant :
h(x) =

1

2





1
0
1



Sans 
al
uler de TF, énumérer toutes les propriétés que possède H(ν) à partir des propriétés dela fon
tion dis
rète h(x). En utilisant la TFD, 
al
uler puis tra
er sommairement l'allure de saréponse fréquentielle (module). Interpréter l'allure de 
ette réponse fréquentielle. De quel type de�ltre (passe-bas, passe-haut, Passe-bande, et
.) s'agit-il ? Quel e�et aura 
e �ltre sur une imagenaturelle (non synthétique) ?<10 pts>2. (a) Comment se serait 
omporté un �ltrage médian fa
e à une telle dégradation ? Dire et justi�erquelle aurait été la taille idéale de 
e �ltre médian pour 
ontrer au mieux une telle dégradation.Expliquer les di�éren
es obtenues entre un �ltre médian de taille optimale, la stratégie optimaletrouvée à la question 1.(a) et un �ltre passe-bas traditionnel du type moyenneur.<5 pts>(b) Dire aussi, fa
e à 
e type de dégradation (défaut de transmission) et les propriétés de 
elle-
i,
omment on pourrait améliorer un �ltrage médian traditionnel pour le rendre plus e�
a
e pour
e type de dégradation ?<5 pts>Réponse1.(a)Du fait que les lignes sont d'épaisseur un seul pixel, il est plus judi
ieux, dans 
e 
as, de ne pas teniren 
ompte, dans 
e �ltrage spatial, du niveau de gris du pixel 
entral qui est dégradé. De plus, les lignesétant horizontales, on é
arte d'emblée les �ltres horizontaux (ou 
onstruit ave
 un �ltre horizontal 
ommeles �ltres spatiaux proposés 2D) qui moyenneront lo
alement, dans 
es zones dégradées, que des valeurs deniveaux de gris erronés.



Il ne reste que le �ltre 3 × lignes (verti
al) suivant : 1

2





1
0
1



 qui permettra de bien restaurer 
ette image.<5 pts>Nota : On peut véri�er que 
e �ltre 
onservera bien la moyenne de l'image, 
e qui est le 
as puisque lasomme de ses 
oe�
ients est égale à un.On peut voir 
e �ltre 
omme une simple interpolation linéaire entre la ligne du haut et 
elle du bas pourestimer, au sens de 
ette interpolation d'ordre 1, les niveaux de gris de la ligne du milieu.1.(b)Tous les 
oe�
ients de 
e �ltre sont positifs, 
'est don
 un �ltre passe-bas qui ne 
hangera pas la moyennede l'image (
ar 
e masque est normalisé ave
 une somme de 
oe�
ients égale à un). De plus la MTF H(ν)sera réel et pair, 
ar le masque de 
onvolution est pair et réel.<2.5 pts>Ave
 x
F

⇋ ν, F(h(x)) = H(ν) =
+∞
∑

x=−∞

h(x) exp (−2πjνx) =
+1
∑

x=−1

h(x) exp (−2πjνx)

=
1

2
[exp (2πjν) + exp (−2πjν)] =

1

2
[2 cos(2πν)] = cos(2πν)<4 pts>Le spe
tre est périodique puisque le signal dans le domaine spatial est dis
ret et il se répète tous les 1/Te =

1/∆x = 1 (fréquen
e numérique puisque à au
un moment, on ne 
onnaît la période d'é
hantillonnage). Don
un support de 1 dans le domaine spe
tral est su�sant. Comme on est intéressé à voir (mathématiquement)l'allure spe
trale de 
ette MTF 
entré en 0, une réponse fréquentielle sur [−0.5, 0.5] est satisfaisante. Le tra
éde |H(ν)| nous donne :
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Le �ltre obtenu est un �ltre passe-bas jusqu'à la fréquen
e numérique ν = 0.25 (pour laquelle cos(2πν =
1/4) s'annule. Après, on peut 
onstater que le �ltre 
omporte un très gros lobe se
ondaire qui fera en sortede ne pas atténuer beau
oup les fréquen
es numériques très élevées voire même pas du tout �ltrer (�.e.,atténuer) les fréquen
es numériques ν = 0.5 (|H(ν = 0.5)| = 1.Pour une image naturelle (non synthétique), on sait que le spe
tre est 
on
entré dans les basses oumoyennes fréquen
es (< 0.25 ou spe
tre 
on
entré dans la première moitié du support fréquentiel de longueurtotale 0.5). Le �ltre se 
omportera don
 
omme un �ltre Passe-Bas éliminant les hautes fréquen
es en lignes(
'est-à-dire les dis
ontinuités 
omme des lignes horizontales noires d'épaisseur 1 pixel 
réées par un défautde transmission par ligne).<3.5 pts>



Nota : Comme 
ela a été pré
édemment dit, 
e �ltre va laisser passer les hautes fréquen
es ν = 0.5 sansles atténuer. Une fréquen
e numérique de ν = 0.5 
orrespond 
on
rètement à une période numérique de
T = 2 pixels (une fréquen
e physique de ν = 0.5 fe 
orrespondant à une période physique de T − 2 Te et i
i
Te = ∆x = 1). Don
 le �ltre va laisser passer toutes les dégradations, sans les atténuer, de fréquen
e ν = 0.5ou de période T = 2 pixels en y. Une telle dégradation de période T = 2 pixels en y pourrait être donnéepar deux lignes noires horizontales espa
ées de un pixel :

image image image image

image image

image image

Apres Filtrage avec 

1/2  0
1

1et dans 
e 
as, on voit bien que notre �ltrage laisserait passer une telle dégradation. On voit don
 (et on
omprend aussi), dans 
e 
as, les limites de notre �ltre h(x) qui ne doit pas être 
onfronté a des défauts deligne séparés d'un seul pixel.2.(a)Le �ltrage médian, qui a la propriété d'éliminer les valeurs abérrantes aurait bien fon
tionné pour 
e typede dégradation.Considérant la dégradation de l'image, la taille idéale de 
e �ltre médian serait de 3 × 1, i.e., 3 lignes et
1 
olonne puisque la demi-taille (verti
ale) de 
e �ltre est supérieure à la moitié de la taille (verti
ale) de ladégradation 
onsidérée dans notre 
as.Après avoir éliminé la valeur aberrantes de la dégradation, le �ltre médian aurait 
hoisi la valeur médianesur trois valeurs de niveaux de gris dont une est la valeur abérante noire don
 aurait pris entre les deuxniveaux de gris non aberrants, 
elui qui aurait été le plus petit, 
ontrairement au �ltrage de la question 1.(a)qui aurait fait un moyennage de 
es deux valeurs.Un �ltrage passe-bas aurait été désastreux 
ar il aurait rendu �oue les 
ontours de 
ette image tout enlui donnant une valeur (moyenne) plus sombre a proximité des dégradations de 
ette image.<5 pts>2.(b)On pourrait-on améliorer le résultat du �ltrage médian et prendre en 
ompte intelligemment le fait quedans le 
as d'une image dégradée par un défaut de ligne, les pixels a�e
tés par 
ette dégradation ont unniveau de gris nul en ne �ltrant (
'est-à-dire en prenant la valeur médiane) que pour les pixels dont le niveauxde gris nul (i.e., la dégradation). Cette te
hnique qui utilise un a priori intelligent sur le type de dégradationpeut être utilisé aussi ave
 le �ltre optimal trouvé à la question 1.(a).<5 pts>IV. Restauration & Tomographie (18 pts)1. Une image satellitaire ASTER (Advan
ed Spa
eborne Thermal Emission and Re�e
tion Radiometer)est une te
hnique d'imagerie permettant d'obtenir les températures de la surfa
e de la terre à partird'un satellite. Ces images sont dégradées par la présen
e de nuages dont la présen
e peut se modéliser(en première approximation) 
omme un problème de dégradation multipli
ative de la forme :

I(x, y) · Nuages(x, y)



Fig. 1 � Image ASTER ave
 nuage et sans nuageoù Nuages(x, y) est l'image des nuages et I(x, y), l'image ASTER non altéré par les nuages.On aimerait d'une part trouver une pro
édure (supervisée) qui nous permet d'enlever 
es nuages maison aimerait aussi ré
upérer 
ette image de nuage. Proposer une te
hnique permettant de le faire etjusti�er votre stratégie.<7 pts>2. TomographieOn désire réaliser le 
ontr�le industriel d'un pipeline (i.e., un tuyau en a
ier d'une 
ertaine épaisseur)servant aux transports du pétrole. Pour 
ela, on réalise l'imagerie d'une 
oupe transversale 2D de 
etuyau par un pro
édé de tomographie par rayons X pour di�érents angles de proje
tion.
(a) Esquissez grossièrement une des proje
tions obtenues et expliquer 
omment on pourrait devinerla présen
e d'une bulle d'air dans le tuyau métallique (l'intervalle supposé métallique entre > R1et < R2) à partir d'une seule proje
tion. Est-
e-que une seule proje
tion permettrait de devinerla forme de la bulle et sa position pré
ise dans le tuyau ?<5 pts>(b) Montrez, sans 
al
ul, que si le tuyau ne présente au
un défaut, une seule proje
tion permet lare
onstru
tion exa
te de f(x, y).<3 pts>(
) À partir de votre 
onnaissan
e du théorème de la tran
he 
enrale de Fourier, que peut-on dire dela TF d'un objet qui à une symétrie de révolution 
omme 
e tuyau ?<3 pts>Réponse1.



On peut utiliser le prin
ipe du �ltrage homomorphique qui nous permettra d'une part de séparer l'in-formation des nuages, de l'image des températures de la surfa
e de la terre à partir de sa transformée Logpuis, par un �ltre passe-haut ave
 le seuillage approprié (que l'on peut trouver manuellement), pour se dé-barrasser de 
eux-
i en remarquant qu'il 
orrespond à une image très basse fréquen
e, beau
oup plus bassefréquen
e en moyenne que l'image. Une transformée de Fourier inverse puis une transformée en espa
e EXP,permettrait de se débarrasser de ses nuages qui sont don
 vues, dans 
ette stratégie, 
omme une dégradationmultipli
ative très basse-fréquen
e (
omme l'était un défaut d'illumination, 
f. 
ours). Ne pas oublier, quel'espa
e Log devrait se faire algorithmiquement par l'opération log(1 + Niveau de gris) pour éviter de seretrouver ave
 le logarithme d'un zéro, et que, en dernière opération, on devra re
aler l'image entre 0 et 255,
ar l'opération du �ltre passe-haut aura né
essairement fait disparaitre à l'image sa 
omposante d'intensitémoyenne.Pour trouver ensuite l'image des nuages, une di�éren
e entre l'image obtenue pré
édemment et l'imagedégradée ave
 nuage permettraientt de trouver la forme des nuages. Pour rendre plus robuste 
ette opération,une spé
i�
ation d'histogramme entre les deeux images pourrait être réalisé.<7 pts>Nota : Si on avait eu une séquen
e d'images ASTER, un �ltre médian temorel aurait été une stratégie pourtrouver l'image I(x, y) et ensuite par une simple opération pon
tuelle, l'image des nuages. Mais seulementdans le 
as d'une séquen
e d'images !2.(a)
Si le tuyau était sans défaut de bulle d'air, toutes les proje
tions devraient avoir la forme de la 
ourbenoire et on pourrait deviner la présen
e d'une bulle d'air en faisant la di�éren
e de 
ette proje
tion ave
 
elleobtenue sur un autre tuyau (de même épaisseur), la présen
e d'une di�éren
e indiquerait la présen
e d'unebulle d'air et 
e
i pourrait se faire à partir d'une seule proje
tion.Néanmoins, une seule proje
tion ne permettrait pas de deviner la présen
e d'autre bulle d'air dansl'épaisseur du tuyau ou si il n'y a qu'une bulle de sa forme ni de sa position pré
ise (on peut néanmoins avoirune idée de sa taille en une dimension). Pour avoir ses deux informations une re
onstru
tion tomographiqueest né
essaire.<5 pts>2.(b)Oui par
e que l'objet étant à symétrie radiale, toutes les proje
tions seraientt identiques.<3 pts>2.(
)La TF possedera aussi 
ette même propriété (symétrie radiale, i.e., invarian
e par rotation passant parl'origine).<3 pts>



V. Mis
. (14 pts)1. L'appli
ation du TP no2 sur l'image du léopard de la Fig.(a) donne l'image de potentiel (b) puisl'image des 
ontours (
) (pour un seuil de τ = 0.90).On aimerait dé�nir une stratégie ou un gradient qui nous permette, non plus, de dé�nir une 
arte depotentielle permettant de visualiser la séparation entre deux régions de niveaux de gris di�érents maisqui permet de visualiser la séparation entre deux régions texturales di�érentes et qui produise une 
artede potentielle 
omme 
elle donnée en (d).Quelle stratégie proposez-vous ? et donnez les limites de votre stratégie (dans sa 
apa
ité à distinguerdeux textures di�érentes).<7 pts>
(a) (b) (
) (d)2. Considérons la stratégie permettant de 
ara
tériser des pixels appartenant à di�érentes zones texturéesdans une image et basée sur le 
al
ul d'attributs 
ara
téristiques (features) 
al
ulés à partir des niveauxde gris (ou de niveaux de 
ouleurs) 
ontenus dans une petite fenêtre 
entrée autour du pixel.Expliquer pourquoi, on n'utilise pas les niveaux de gris (ou les niveaux de 
ouleurs) 
ontenus dans
ette petite fenêtre pour 
ara
tériser la texture et expliquer ensuite que serait, dans le 
adre de 
ettestratégie, les problèmes si la fenêtre prise était trop grande ou bien trop petite ?<7 pts>Réponse

Nw

s=(x,y)

21

3

4

1Une stratégie possible serait de 
al
uler, pour 
haque pixel s de
oordonnée s = (x, y), un gradient de texture, 
'est-à-dire une me-sure impliquant une di�éren
e dans la dire
tion des 
olonnes x et unedi�éren
e dans la dire
tion des y (lignes) qui serait 
al
ulé, puisqu'onpeut 
al
uler des attributs de textures seulement dans une petitefenêtre (à partir de quelques niveaux de gris, i.e., un minimum dequelques 16 niveaux de gris) sur une fenêtre 
arrée de taille Nw×Nw(Nw = 7 par exemple), lo
alisé aux 
oordonnés (x − (Nw/2), y),
(x + (Nw/2), y), (x, y − (Nw/2)), (x, y + (Nw/2)) (i.e., respe
tive-ment, dans la fenêtre numéro 1, 2, 3 et 4) et par une formule dedi�éren
e entre 
es ve
teurs d'attributs de textures utilisant n'im-porte quelle norme, par exemple, du type : [

|h3 −h4|1 + |h1 −h2|1
](norme 1, dans 
et exemple). On peut utiliser n'importe quel ve
-teur d'attributs de texture regroupant n'importe quel attributs detexture vue en 
ours. Dans notre exemple, nous avons utilisé, pour h, l'histogramme requanti�é de 
ouleur/niveaux de gris (sur 53 bins en RVB ou 5 bins en niveaux de gris) obtenu sur 
ha
une des fenêtres numéro

1, 2, 3 et 4. On 
onsidère don
 dans 
et exemple, qu'une texture est bien dé�nie (et est bien dis
riminante)par un ve
teur d'attributs quanti�ant le mélange de 
ouleurs ou le mélange de niveaux de gris existantdans 
elle-
i. On pourrait 
ependant avoir deux textures di�érentes adja
entes possédant le même ve
teur



d'attributs regroupant le même histogramme requanti�é de niveaux de gris sur 53 bins. Dans 
e 
as, on nepourrait, dans 
et exemple, distinguer 
es deux textures. Cela 
onstitue la limite de 
ette méthode dans sa
apa
ité à produire un potentiel fort en s = (x, y) lorsque le pixel s se trouve à l'interse
tion de 
es deuxtypes de textures.<7 pts>Nota : En résumé, il fallait dire �estimer un ve
teur d' attributs de texture sur des petites fenêtre de tailleraisonnable 
entrées sur 
haque pixel, et 
al
uler la di�éren
e entre 
es ve
teurs pour des fenêtre adja
entes(au sens d'une norme) pour avoir en 
haque pixel un gradient de texture�.2Les niveaux de gris (ou les niveaux de 
ouleurs) prise dans une petite fenêtre 
entrée autour du pixelà 
ara
tériser en terme de texture ne sont pas des attributs assez invariants (en terme de rotation, fa
teurd'é
helle, défaut d'illumination, bruit, et
.).La fenêtre devra être ; d'une part, assez grande ; pour permettre d' avoir une estimation robuste de 
esattributs 
ara
téristiques et invariants mais tout de même assez petite pour ne pas multiplier les 
han
esque 
elle-
i 
hevau
he trop souvent deux régions texturales di�érentes pour 
haque pixel à 
ara
tériser.<7 pts>Nota : Dans le 
adre de notre problème, on pourrait ajouter que la taille de la fenêtre ne doit pas êtreplus petite que la taille du texton de la texture à 
ara
tériser. Dans l'exemple du léopard, 
ette fenêtre nedevrait pas être plus petite que la grosseur de la ta
he noire du léopard 
ar le texton 
ara
térisant la texture�peau de léopard� in
lue une ta
he noire et un bout de pelage plus 
lair.


