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TRANSFORMEE DE FOURIER
NOMBRES COMPLEXES (RAPPEL)

Imaginaire

a Reelle

(a,b) «4» a+ jb 4» Rcosa+ jRsina

‘ Notation : exp(ja) = cosa +jsina, j?>=-1

a+ jb= Rcosa+ jRsina = Rexp(ja)

R = Va®+b? Amplitude

a arctan(b/a) Phase

Propriétés

a4 jb= Rexp(ja) a—jb= Rexp(—ja) Conjugué
Ry exp(j0) * Roexp(ja) = RiRoexp (j(6 + «)) Multiplication

di(Rexp (ja)) = jRexp (jo) Dérivée
«@

Notations Complexes des Fonction sinus et cosinus

cosz = %( exp (jz) 4 exp (—jz))
sine = %j(exp (o) — exp (=jz))




TRANSFORMEE DE FOURIER
CONVOLUTION 1D -FONCTIONS CONTINUES-

400
‘(./‘ )@ = [ f(Dgla—t)dt
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TRANSFORMEE DE FOURIER
NOTION DE SPECTRE & SERIE DE FOURIER (1)

NOTION DE SPECTRE
e Signal sinusoidal de fréquence fo » f(z) = ccos(2r fox)
(c est I'amplitude du signal et T'= 1/fo, sa période)

Notation complexe b f(2) = 5(exp (27] for)+exp (—27j fox))

Spectre physique
: - 0 OJ—
S \ ) 4
oslf [ o
0 \ / \ / Spectre mathématique
os \\ // \\ //
* c/2
s \ /
2 1 05 0 05 1 fo 0 +,“, f
f(x) Spectre

e Si T — oo, (fo—0)

. |e a

x I f

o f(z) = a+ £(exp (2mjfox) + exp (—2mj fox))

Spectre
c/2

a

0 fo f




TRANSFORMEE DE FOURIER
NOTION DE SPECTRE & SERIE DE FOURIER (2)

SERIE DE FOURIER
Soit f(z), un signal périodique de période T'=1/fq

f(x) Spectre
co2
/\/ ,\/\ c1
T=l/fo | |02 c3
|
0 x " fo f1 f2 f
fz) = %-I—ZAncos(anfom)—i—Zanin(Qﬂnfoz)
) 11,,:1 n=1
A, = 7/ f(x) cos(2mnfoxr)dr n>0
T Jo
5 [T
B, = —/ f(x)sin(2rnfox) dz n>0
T Jo

<=> f(z) = i Cpcos(2mn fox + 0n) + Co/2

n=1

B,
ol Cp=+\/A24+ B2 et 0,=arctan (A")
n

Spectre de raies

e (/2 «» Niveau moyen du signal
e fo «4» Le fondamental

e nfo «4» Les harmoniques




TRANSFORMEE DE FOURIER
NOTION DE SPECTRE & SERIE DE FOURIER (3)

|Preuve de : Asin(kz) + B cos(kz) = C'sin(kz + 0) |

Asin(kz) + Bcos(kz) =

m(\/ism(kx) + \/7COS(M)) (1)
2 2
; A B —
Puisque, (W) +<\/W> 1
) A _ B _
Il existe un 6, tel que, 7@ cosf et 7@ sing

Ainsi, on obtient,

(1) <=> VA?+ B?(cosbsin(ka) + sin 6 cos(kz))
<=> Csin(kz+0)

avec C = /A2 + B? (Amplitude)
et 6 =arctan(B/A) (Phase)

Exemple :
NI 3l
o AN ANI ANV




TRANSFORMEE DE FOURIER
NOTION DE SPECTRE & SERIE DE FOURIER (4)

Série de Fourier de |I'onde carrée 1D
¥

1

-1

fz) = % + Y Ancos(2rnfor) + Y Busin(2mn fox)

n=1 n=1

__4(sinz  sin3z | sin5z sin(2p+ 1)z
f(@—ﬂ( 1 + 3 + 3 +...+ p+1 + ...
¥ -
1 -
4 oy ‘
=T p X
. o 4 sin3x  sinSx “« .
= sin g e 2L BROE
= R T 3 5 Za

Note :

Signal impair «» constitué de fonctions sinus

Signal discontinu «» demande une infinité d’harmo-
nigues pour une bonne reconstruction

Signal a moyenne nulle «» Ay =0




TRANSFORMEE DE FOURIER
NOTION DE SPECTRE & SERIE DE FOURIER (5)
FORME COMPLEXE D'UNE SERIE DE FOURIER

» Plus facile de manipuler des exponentielles complexes
que des fonctions trigonométriques

f(z) = Z Cp cos(2mnfor + 0n) + Co/2

n=1

= (% (exp (2 fow) exp (0.) + exp (~2mjn for) exp (0 ))) + Co/2

n=1

=Z (D,, exp (2mjnfox) + D exp (—27rjnfow)> + Co/2
n=1

avec D, =% exp (j0n) =21(A,—jBn),¥n>0 et Do=%.

D,, «a» Coefficients de Fourier, généralement complexes.
Pour les signaux réels, on montre que «» D} = D_,

n=+o0

flz) = Z D,, exp (2mjnfor)

n=—oc

1
D, = =(A,— 3By
2( JBn)

T T
= %/O f(=) cos(2mn fox) dw 7j%/(J f(@)sin(2mn foz) dx

R

/ " (&) exp (~2minfor) de
0

Représentation des D, :
Parties réelles et parties imaginaires «» (ay,,by,)
Modules et arguments «» (¢, 6,)




TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER 1D (1)

Un signal non périodique » lim signal » spectre continu

T—oc0

oo
‘]‘—[f(f)] =F@)= /7 f(x)exp (—2njvz)dx veIR

00

o
F(v)exp (2mjvz) dv

o0

‘f*luw =@ = |

ol x coordonnée spatiale
et v coordonnée spectrale

» Continuum de fréquences harmoniques

R[F()] + i Z[F(»)] = R() + ()

F(v) =
F() = |[F()|exp[j® )]
Spectre d’amplitude : [F(v)| = \/R(¥)? + I(v)?
Phase : d(v) = arctan(]{c((l;)Q

Principe du filtrage :
» Modification de la phase et du spectre d’amplitude

d'un signal




TRANSFORMEE DE FOURIER

TRANSFORMEE DE FOURIER -CAS PARTICULIER- (2)

a) ‘f est paire » F(v) est rée||

+oo
F(w) = /7 ) f(z)(cos2nvz — jsin 2rvx) dx

Or les fonctions z — f(z) cos2nvz et z — f(z)sin2rvz

sont respectivement paire et impaire. Donc,

+oo ~+o0
/ f(z) cos2nvzdr = 2/ f(z) cos2nvz dx
— 0

o0

+oo
et, / f(z)sin2rvedr =0

oo

b) |f est impaire » F(v) est imaginaire pure

oo
Cette fois, on a, / f(z) cos2nva der =

—00

c) ‘f est réelle » symétrie hermitienne|

R[F(v)] est paire et Z[F(v)] est impaire

d) ’f est paire » ]—‘=f—1|

flz) = F=F1->F@)
Fv)—F=F"1=> f(z)

0
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TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER -EXEMPLE- (3)

Fonction “Porte”

fi(x)

N@)=1 s |z/<3

Nx)=0 si |z[>3
-112 0 1 x
r+o00 1/2
F(v) = / f(z)exp (—2mjvz)de = / exp (—2wjvz) dx
e _1/2
_ 1 . 1/2
= _27rj1/ [exp (—QTrJVz)} Zip
1
= —— [exp (=mjv) —exp (wju)}
2mjv
1
= ————[cos(av) — jsin(wv) — cos(rv) — jsin(mv)]
2mjv
sin
F(v) = ﬂ =sinc(v)
v
TF de la fonction porte
15
1
05
0
05
3 2 1 0 1 2 3

11




TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER -EXEMPLE- (4)

Fonction impulsion

Soit la fonction My(z), définie par,

I

2 s x| <

1 T =
Nr(z) = —N (f) -

AT 0 si |z >

(7 (7)) ="

Lorsque T — 0O, la limite obtenue, qui n'est pas une
fonction, est appelée distribution de Dirac et noté §

F) =1

NS

(Sl

fx)

1(x)

siT->0

qn T4 |0 T4 g, N

12




TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER -EXEMPLE- (5)

| Fonction Gaussienne

Soit f(z) = exp (—mwa?)

F(v)

7|

+oo
/ exp (—7z?) exp (—2wjvz) dz
—o0

oo
exp (—mv?) exp (7?) / exp (—wz?) exp (—2mjva) do

oo
exp (—m?) / exp (—m(z + jv)?) dz

+oo
exp (—mv?) / exp (—mw?) dw
J—co

exp (—mv?)

spatial

/

S

(w =z + jv)

spectral

1 a? 2 2 2
—exp(——)} = exp (—27\' o°v )
202

V2ro

13




TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER -PROPRIETES- (6)

o0 +oo
F(u):/ f(z)exp(—2mjvz) de & f(z):/ F(v)exp (2mjvz) dv

F — F~1 en échangeant,

f en F
z en v
joen —j

» Toute proprieté de F est donc vraie pour F~! en
tenant compte de cette transposition

1. Linéarité
Si F(f) =F et F(g) =G,

| FOJ +1g) = AF + G

FHF +pG) = Af + pg

2. Transformée de f(ax)

Flf (ax)] = ﬁF(g)

3. Transformée de f(x-xo0)

| FIf(z — 20)] = exp (—2jmvao) F(v)

FHE(v - wo)] = exp (2wjvox) f(x)

14




TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER -PROPRIETES- (7)

La transformée d’'une porte décalée est

sin
‘}"[I_I(a: — x0)] = exp (—2jmvzo) X sy
TV
Plus généralement, on a
1 T — xQ sin T
F[fl‘l( )] =exp (—27j X
7 7 p (—2mjvao) T

Si T — 0, on en déduit, en posant

. 1 T — T
om0 =y (5)

i.e., la distribution de Dirac translatée en zo. On obtient

‘]:(5,,,) = exp (—2mjvro) ‘

fx)

1/T ~

xo0

xo0

xo0-T/2 xo+TI2 *

15




TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER -PROPRIETES- (8)

4. Transformée de f'(x)

| FIf @) = 2jmv F(v)

De méme, pour F~ 1, FYUF'(v)] = —2jnz f(x)

Plus généralement, si f(")(z) existe et posséde une TF,
FIfM @) = @jm)"F(v) et FHFMW)] = (—2jm2)"f(x)

-TF de la fonction triangle A(z)-

e =n(e+3)-n(e-3)

flx)
1
1 o‘ +1  x x

i 1 1
2jrv F(v) = SInﬁ[exp (7271']'1/(77)) — exp (7277]'1/(7))}

kg 2 2
2jrv F(v) = sinmv X 2j sinwv

Fly) = (sin 7'r1/)2
v

16




TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER -PROPRIETES- (9)

5. Transformée du produit de convolution

Produit de convolution :

+00
(fr9)(@) = / Fge — 1) dt

On démontre que si F(f) = F et F(g) = G alors,

F(fxg)=FxG
De la méme facon pour F~!, on a,

FYUF«G)=fxg

F
*  —> X
o
X =k
-Exemple-
sinmvy2
FiA@) = ()
. w .
f[A(L)] _ SIHWUXSIHTFU
e e’
sin
or, FN@)] =
TV
donc, A=T=xMN

17




TRANSFORMEE DE FOURIER
PERIODICITE ET ECHANTILLONNAGE (1)

Note sur la distribution de Dirac
1 x
§(z) = lim —n(—) = lim N
(I) T7—0 T T T—0 T(z)

On définit de la méme facon

_ . 1 x — xo
o= =y 20 5)

T
Propriétés
f(@)s(z) = f(0)d(x)
f(@)d(z —z0) = f(zo)d(z —z0)
f(x) d(x-x0)=f(x0) 5(x-x0)
fx)
ol §@-r0) * ol *

J@)*5 = f()
J(@)* 6z, = f(z—20)
Flf(z) exp(2jmroz)] = F(v—wo)

f(x) *&(x-x0) =f(x-x0)

0 S-x0)  * ol ¥

18




TRANSFORMEE DE FOURIER
PERIODICITE ET ECHANTILLONNAGE (2)

Peigne de Dirac

On appelle “peigne de Dirac”, la distribution noté III (),

définie par
n=+o00

W(z)= Y oz—n)

n=-—o0

W (x)

Le peigne de Dirac est invariant dans la TF

n=-+oc n=-4oc

.7-'(_2 6(m7n)) Z §(v—m)

n=—o0
Dans le cas d'un peigne de période T

n=+00 n=+o00

.7:< Z é(I—nT)) :% Zké(y_%)

n=-o0 n=-—c

1 (%) F

T T 2T 3T x T ?1/T2/T

19




TRANSFORMEE DE FOURIER
PERIODICITE ET ECHANTILLONNAGE (3)

Transformée de Fourier d’une fonction périodique

Soit f(z) une fonction périodique, de période T = Qu—”

définie par la fonction “motif” fo(z)

{fo(w)=f(ac) si zeA
fo(z)=0 si z¢gA

flx)
fo
x0 x0+T x
I
A
n=+o0 n=-+o0
F@ =Y folw—nT)=fo@)s Y. 6z~ nT)
En appliquant la TF
1 =Ee n
Fv) = Ro)x 7 ;@ 5(1, - %)
n=too n n
F = gy o _
Q) =T O(T) 5(" T)
n=-co n 1
soit, F(v) = n 5( - —) avec ¢, == F (
(v) ";006 v T c 7 fo

» Spectre de raies

20

n

T

)




TRANSFORMEE DE FOURIER
PERIODICITE ET ECHANTILLONNAGE (4)

Transformée de Fourier d’une fonction échantillonnée

On peut représenter une fonction f échantillonnée avec
la période d’échantillonnage T.

n=+o0 n=+oco
f@ Y To@-nT)= Y T.f(nT.)6(z —nT.)

En appliquant la TF, on obtient

n=+o0 n=+4o00
J:(f(z) n;x T.6(x — nTe)) = F(v)=* ,L;x (S(V - %)
n=+o0 n
= X -7
= G
G(v)
F(v)
-vo 0 vo 1/Te v
2vo

21




TRANSFORMEE DE FOURIER
THEOREME DE SHANNON

G(v)
F(v)
-vo 0 vo 1/Te v
2po

On peut “isoler” F(v) en multipliant par
F(v) = G(v) x n(L)
2vp
d’'ou, en appliquant F-1!
n=-+o0

B : sin 2mvox

f@ = ;x Te f(nTe) 6(z —nTe) » ——
n=-+o0 sin 2mvo(z — nTe)

f) = ; T fnT) — oy

Ainsi la fonction f dont la TF a pour support [—uvo, o]
est parfaitement déterminée par {f(nT.)},cz dés que

T. <

1
2vo

22




TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER 2D (1)

doo  ptoc
Flf(z,y)] = F(u,v) = / \ / \/(ar,y) exp (—27j(uz + vy)) dedy

oo oo
FAF, )] = f(a,y) = / ) / " F(uv) exp (2mj(uz + vy) dudv

ol z,y coordonnée spatiale
et u,v coordonnée spectrale

Fuv) = R[F(u,)] + i Z[F(u )] = R, v) + I (u, )

F(u,v) = |F(u,v)|exp[jP(u,v)]

R

Spectre d’amplitude : |F(u,v)| =/ R(u,v)? + I(u,v)?

Spectre de puissance : |F(u,v)|? = R(u,v)? + I(u,v)?

23




TRANSFORMEE DE FOURIER
TRANSFORMEE DE FOURIER 2D -EXEMPLE- (2)

Fonction “Rectangle”

flxy
102,

12

x‘/
{f(may):”(%y):l si o <3 lyl<3

f(xz,y) =N(z,y) =0 sinon

oo oo
F(u,v) = / / f(z,y) exp (—27j(ux + vy)) dedy
Joo J-o
1/2 1/2
= / exp (—2mjuz) dz / exp (—2mjvy) dy
Jo12 Jo1/2
__sin(wu) sin(wv)
- T T
= sinc(u,v)
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