Notes de cours Informatique théorique - I
(version 1.9, 17/05/17)

S.V.P. ME SIGNALER TOUTE FAUTE DE FRAPPE, GRAMMAIRE, ORTHOGRAPHE OU LOGIQUE; LES
FAUTES DE LOGIQUE VOUS APPORTENT DES POINTS SUPPLEMENTAIRES POUR LA NOTE FINALE.
TOUTE SUGGESTION D’UNE MEILLEURE TRADUCTION D’'UN TERME ANGLAIS SERA EGALEMENT BI-
ENVENUE.

Convention 1 Les variables non explicites i, j, k,n,m, etc. sont des entiers non-négatifs.
Définition 1 Un alphabet, noté 33, est un ensemble fini non vide de symboles ou lettres.

Définition 2 Soit 3 un alphabet. Un mot sur X est défini récursivement par
1. Le mot vide, noté €, ne contenant aucun symbole, est un mot.
2. Pour tout a € X, a est un mot.

3. Stu=ai...a, et v=>01...b, sont des mots, alors la concaténation de u et de v, notée uv et
définie par uv = ay ...anby ... by est un mot.

La longeur du mot u = ay ...ay, notée |u| est n, le nombre de symboles de u.

Pour mieux comprendre, regardons une maniere équivalente de définir les méme concepts.
Définition 3 Soit ¥ un alphabet. On définit, pour k € N,

o Y ={a...ap:a; €Xi=1,...,k};

o ¥* = UpenXF.

Les éléments de ¥* sont des mots sur ¥. Siw € ¥F, on dit que w est de longueur k; on note |w|
la longueur de w. Le mot vide, ¢, est le seul élément de X° - ¢’est l'unique mot de longueur 0.

Définition 4 Un langage L sur X est une partie de ¥* (i.e. L C X*).
Définition 5 Soit ¥ un alphabet et soit L, L1, Ly des langages sur . On définit
1. Le complément de L, L=*\L={weX*:w ¢ L};
2. La concaténation de Ly et Lo, L1 - Lo = {uv:u € Ly, v € La};

3. La k-éme puissance de L, L* récursivement par

(a) L% = {e};
(b) L¥ = L-L*1 pour k > 0;

4. La fermeture (cloture)de Kleene, L* = UpenL”.

Exemple 1 Soit un alphabet ¥ et soit un langage L sur 3. Alors
e '=L . L°={w:uelvel’y={w:uelv=cl={ues*:uel};
o )-L=L-0=0;
o {¢}-L=L-{e} =L.



Définition 6 Un automate fini déterministe, AFD, M = (Q,%,0,s, F) est défini par

e (), un ensemble fini d’états;

Y, un alphabet (ensemble fini) de symboles ou lettres;
e ):(Q XX — Q, une fonction de transition;
e s €, un état intial;

e ' C Q, un ensemble d’états acceptants.
Souvent, g est utilisé plutot que s pour I’état initial.

Définition 7 Soit M = (Q,%,4,s,F), un AFD, et soit w € ¥* w = ajas...a, a; € X pour
1 = 1,...,k, £k € N. Un calcul, aussi appelé une exécution, de M sur w est une suite {ri}fzo
(k = |w|) d’états telle que

1. rg =s;
2. ri =06(ri—1,a;) pouri=1,... k.

Définition 8 Soit M = (Q,%,0,s, F), un AFD. Soit §:Q xT* — Q Uextension de § aux mots sur
>, définie par

1. 3(q,5) = q pour tout q € Q;

2. 6(q,ua) = 86(5(q,u),a), pour u € X*, a € .

C’est-a-dire, S(q,w) est I’état dans lequel se trouve M apres avoir lu w, en commencant dans 1’état
g. On voit que {T‘i}f:o est un calcul de M sur w = ay...a si et seulement si r, = s et pour tout
i, 1 <i<k,o(s,a1...a;) =r;.

Définition 9 Le langage reconnu ou, mieuz, décidé, par M = (Q,%,0,s, F) est le langage L(M) =
{w e ¥*: §(s,w) € F}.

Définition 10 Un langage L sur un alphabet ¥ est régulier ou rationnel sl existe un AFD M tel que
L=L(M).

On note la classe des langages réguliers L.

Définition 11 Deuz automates finis My et My sont équivalents si L(My) = L(Ma).

Les lemmes suivants devraient étre assez clairs. On les prouve surtout pour I'exercice.

Lemme 1 Soit M = (Q,%,6,s,F), un AFD, g € Q et u,v € X*. Alors 6(q,uv) = 6(5(q,u),v).

Démonstration. On fait une récurrence sur la longueur de v. Siv =¢, AA(q, ue) = 6(q,u)
Siv=uaxa, €Y ae §(qu)=0(gura) = 8(6(qux),a) = 6(6(0(q,u),),a)

3(8(q.u), v).

Lemme 2 Soit M = (Q,%,6,s, F), un AFD, et soit T, un alphabet. Alors il existe un AFD M’
(Q,XUT,d, s F') équivalent.

O |l



Démonstration. En choisissant un état p € @Q, on met Q' = Q U {p}, s’ = s, F/ = F et on définit

5(q,a) = 0(q,a) sigeQ,aeX
’ P sinon

Bien qu'il soit clair que L(M) = L(M’), prouvons-le, c’est-a-dire, prouvons que d(s,w) € F si et
seulement si &'(s,w) € F' = F.

Soit w € (X UT)*, disons w = ay ...an, a; € XU pour i =1,...,n. Soit k = max{i: aj,as,...,a; €
¥}. On a que 3'(s,a1...aj) = 5(3,@1...%) € Q pour 1 < j < k (par induction: si j = 0, §'(s,¢) =
s = 5(3,5) € Q; pour j > 0, en supposant - 'HI - 5/(3,(11 c.Gj1) = S(S,al ...aj—1) € Q, on obtient
8 (s,a1...a;5) =& (0(s,a1-..a5-1),a;) = 8(d(s,a1 ...a;_1),a;) € Q, par définition de &").

Il en découle que si k = n, &'(s,w) = d(s,w) et donc 6(s,w) € F exactement quand §'(s,w) € F' = F.
Sik < n,ary; € I'\E. En posant 5'(5,@1 ...a) =q € Q,onaque 5’(5, aj ...agags1) = 0'(q, ap41) = p.
Mais &' (p,u) = p pour tout u € (X UT)* (on pourrait faire une induction pour le prouver, mais on
s’en passe), donc si w contient un symbole de I"\ X, S/(S,’LU) ¢ (@, donc 5’(5, w) € F. Ceci termine la
preuve. 0

Exercice 1 Prouvez que pour tout langage régulier il y a un nombre infini d’AFD le reconnaissant.
Lemme 3 Soit Ly, Lo deux langages réguliers. Alors L = L1 U Lo est régulier.

Démonstration. Soit M; = (Qi, X4, 4, Si, F;) un AFD qui reconnait L;, ¢ = 1,2. Construisons un AFD
M =(Q,X%,6,s, F) qui reconnaitra L. Sans perte de généralité (grace au lemme 2), on peut supposer
que ¥ = X; = ¥y. Pour le reste, mettons Q = Q1 X Q2, s = (s1,52), F = (F1 X Q2) U (Q1 x F»).
On définit 6((q1, q2),a) = (61(q1,a),d2(qa, a)). Nous vérifions que 6(s,w) € F si et seulement si soit
Sl(sl,w) € Fi, soit 82(82,71)) € F,. En effet,

A~ ~

5(s,w) = (61(s1,w), dy(s2,w)) € F = (F| x Q2) U (Q1 x Fy)

si et seulement si soit Sl(sl,w) € Fy, soit 52(52,11)) c . O

Exercice 2 Prouver qu’avec les définitions de la prewve du lemme 3, §(s,w) = (61(s1,w), d2(s2, w)).
Lemme 4 Soit Ly, Lo deux langages réguliers. Alors L = L1 N Ly est régulier.

Exercice 3 Prouver le lemme 4.

Le lemme suivant est également utile.

Lemme 5 Soit Ly, Ly deux langages réguliers. Alors il existe deux AFD M; = (Q;, %, 0, Si, F}),
i=1,2, tels que L(M;) = L; et Q1 N Q2 = 0.

Démonstration. Puisque les deux langages sont réguliers, il y a des AFD M/ = (Q},%;,0}, 5, F)),
i = 1,2, tels que L(M]) = L;. On définit M; en posant Q; = Q) x {i}, s; = (s},i), F; = F! x {i}
et 6;((q,4),a) = (6(g,a), ). Tl est facile de voir (par récurrence) que d;(q,w) = (8}(g, w),7) pour tout
w € ¥F et done que &;(s;, w) = (0)(s},w),i) € (F! x {i}) = F; si et seulement si 8/(s}, w) € F/. 1l est
évident que Q1 N Q2 = 0. O

En ramassant Lemme 2 et Lemme 5 on obtient

Lemme 6 Soit Ly et Ly deux langages réguliers. Alors il existe des AFD M; = (Q;, %, 0i, Si, F}),
i = 1,2, avec le méme alphabet tels que Q1 N Q2 =0 et L(M;) = L;.



Exercice 4 Prouvez ce lemme.

Un des résultat les plus important est le théoréme suivant au nom bizarre. Il permet de démontrer
qu'un langage n’est pas régulier.

Théoréme 1 (PUMPING LEMMA, LEMME DU POMPISTE, LEMME DE GONFLEMENT ) Soit L un langage
régulier sur un alphabet . Alors il existe une constante p € NZ° (longueur de pompage) telle que
pour tout mot w € L, |w| > p, il existe x, y, z € ¥* vérifiant

1. w=uxyz;

2. |zy| < p;

3. lyl > 0;

4. wy'z € L pour touti >0 (i un entier).

Démonstration. Soit M = (Q,%,0,s,F) un AFD tel que L(M) = L. Soit p un entier, p > |Q|.
Soit w = ajaz...a, € L (a; € ¥) un mot de longueur au moins p et soit {r; o le calcul de M
sur w. Puisque n > p > |Q)|, les états {r;}_, ne peuvent pas étre tous distincts. En fait, il existe
0 <k<l<|Q <ptels que rp = r;. Pour les fixer, prenons comme [ le plus petit entier tel
qu’il existe un k < [ avec 1, = ry (i.e. on choisit le premier état dans l'exécution de M sur w
égal & un état déja visité — ceci arrive sirement au plus tard pour | = |Q]|). Bien évidemment,
kE <1 <|Q| < p. Posons maintenant x = ay...ax, ¥y = agy1...0;, 2 = ai41...a0,. On a alors
ro=0(r,y) = 6(ri,yt), i €N, 0(s,x) = ry =1 = 0(s,xy) et 0(ry,2) = r, € F. On en déduit
(lemme 1) que 8(s, zy'z) = 6(8(s, z),y'z) = 6(r,y'z) = 8(8(r1,y%), 2) = (r1,2) = r, € F pour tout
entier non-négatif i. De plus, par le choix de z,y,z, w = xyz, |[zy| =1 <pet |yl =1 —k > 0. Donc
les x,y, z vérifient les conditions du lemme. O

Soulignons encore une fois que jamais ce théoreme ne peut démontrer qu'un langage est régulier.

Vu les restrictions imposées par le résultat précédent, on peut bien se demander comment élargir
la classe de langages décidables par une de nos machines. Un premier essai introduit la notion du non
déterminisme.

Définition 12 Un automate fini non-déterministe, AFN, M = (Q, X, 4, s, F) est défini par

e (), un ensemble fini d’états;
e X, un alphabet (ensemble fini) de symboles ou lettres;

e §:Q x (ZU{e}) — 29, une fonction de transition (rappel : 29 est Uensemble des parties de
Q);

e 5 € (@, un état intial;

e ['C Q, un ensemble d’états acceptants.

Soit M = (Q,%,0,s,F), un AFN. On défini, pour tout ¢ € @ et tout £ € N, I'ensemble Fy(q)
d’états accessibles a partir de ¢ par des transitions spontannées en k étapes et 'ensemble F(q) d’états
accessible par des transitions spontannées a partir de q :

L. Eo(q) = {q};

2. Eiy1(q) = Ex(q) U (Upep, (q9(p; €)) pour k € N;



3. E(q) = U‘;?:'alEk(Q) = U2 o Er(q) = UgenEr(q) ={p€ Q:3k €N, 3Ipy,...pr € Q tels que py =

4, Pk =D, €t Piy1 ed(piae) pouri:O?"'ak_l}‘

Les bornes viennent du fait que si aucun nouvel état n’est ajouté a Ey(q), Ex(q) = Ei(q) pour tout
[ > k, et que si on ajoute les états un a un, cela prends |Q| — 1 étapes pour épuiser Q.

Avec ceci on peut définir, pour X C @, 'ensemble d’états accessible par des transitions spontanées
a partir des états de I'ensemble X : E(X) = UyexE(q). Notons que pour tout X C Q, E(E(X)) =
E(X).

Définition 13 Soit M = (Q,%,6,s, F), un AFN. Soit § : Q x ©* — 29 Uextension de § auz mots
sur %, définie par

>

1. 6(q,e) = E(q) pour tout q € Q;

2. 5(q,ua) = Upes(%u) Ures(p,a) 5(T,€) = Upeé(q,u) Ures(p,a) (1), pour u € ¥, a € X.

C’est-a-dire, ) (g, w) est 'ensemble de tous les états dans lesquels peut se trouver M apres avoir lu
w, en commengant dans I’état q.

Exemple 2 5(q, a) = UpES(q,&) Ure&(p,a) E(T) = UpeE(q) Ureé(p,a) E(?")

Maintenant on peut définir le langage reconnu par M comme L(M) = {w € £* : §(s,w) N F # 0}.
C’est-a-dire, ay...ar, = w € L(M) (a; € ) si et seulement si il existe un £ € N et une suite
{ri}k o, i €Q, telsquerg=s, 1, € F et iy € 8(7“i,(li+1), 1=0,...,k—1.

On peut aussi définir une exécution de M sur w = aj ...ag - ¢’est une suite {ri}ézo, >k, r€Q,et
une suite {ij}g’?zo, 0 <ij <1 telles que 99 = 0, 7,41 € 0(7i;,aj41) et 741 € 6(ri, €) quand 7 ¢ {ij}§:o~

Soient Larp et Larn les classes de langages reconnus, respectivemment, par des automates finis
déterministes et nondéterministes. On a que Lr = Larp, par définition de régulier. Prouvons que
Larp = Larn. Pour cela, il faut deux lemmes.

Lemme 7 Pour tout AFD M = (Q,%,9,s, F) il existe un AFN M' = (Q', %', 9, s, F') équivalent.

Démonstration. On définit M’ en mettant Q' = Q, ¥' =%, ' =s, F' = F, §(q,a) = {d(¢,a)}. On
a alors que 5’(q,€) = {q} = E(q) pour tout ¢ € @, car il n’y a pas de transitions spontanées. Ceci
permet de montrer (par récurrence) que ¢ (g, w) = {6(¢,w)}. En effet, pour w = ua, on a 5’(q,ya) =
Upegl(q#)UrE(S’(p,a)E(r) = Upeél(qm)ureé’(p,a) {’I”} = Upeg/(q,u){a(pv a)} = Upe{S(q7u)}{5(p7 a)} = {5(5((]7 u)? a)}
(le passage de p € 5’(q, u)ape {3((], u)} est par 'hypthese de récurrence). On conclut que 5(3, w) € F
si et seulement si &'(s,w) N F’" # 0 et donc w € L(M) si et seulement si w € L(M"). 0

On voit, encore une fois, que prouver des “évidences” demande du travail. . .

Lemme 8 Pour tout AFN M = (Q,%,4,s, F) il existe un AFD M' = (Q', %', 9, s, F') équivalent.

Démonstration.

On définit M’ par : Q' = {E(X) : X € 29} (rappel : 29 est 'ensemble des parties de Q),
Y=%=EFE({s}),F'={XeQ : XNF#0}let (0:Q x¥X— Q)

§(X,a) = quxg(q, a).

Avec ceci on a, par définition, §(X,e) = X = E(X) et ¢'(X,ua) = &(8'(X,u),a) et on prétend que
(X, w) = Ugexd(q, w). On le prouve, comme d’habitude, par récurrence.



o Siw=e¢, §'(X,e) = B(X) = Upex B(q) = Ugexd(g.);
e Siw=ua, ueX* aecYetd(X,u)= quxé(q,u), alors

8/(X7 UCL) = 5,(5/(X5 ’LL), CL) = 5/(UCIGX(§(Q7 U), a) = UqGX UpES(q,u) 8(1)7 CL) =
= Ugex Upcsiqu) Ures(pa)E(r) = quXg(q’ ua) = quXS(Qa w).

En particulier, §'(s', w) = §(s, w) et donc &'(s',w) € F’ si et seulement si (s, w)NF # 0, par définition
de F'. O

Remarque 1 La preuve ci-haut donne les détails de la partie the construction of M obviously works
correctly du livre de Sipser (p.56). Notons que la raison pour utiliser Q' = {E(X) : X € 29} plutét
que Q' = 29 comme dans le livre est technique : on a besoin de définir 5 de maniére cohérente,
t.e., on a besoin d’avoir S(X,e) = X dans Uautomate déterministe. Ceci ne serait pas le cas si on
prenait Q' = 29. Le livre évite les détails et, en particulier, la fonction 5, donc il peut faire la preuve
“évidente”. Ceci dit, la preuve du livre est ce que l'on appelerait plutét une esquisse d’une preuve.

Théoréeme 2 L = Larp = LAFN

Démonstration. Ceci est une conséquence directe des deux lemmes précédents. O
Les AFN nous permettent de prouver que L - Ly € L quand L1, Lo sont réguliers.

Lemme 9 Soit Ly et Ly deux langages réquliers. Alors L1 - Lo € L.

Démonstration. Pour ¢ = 1,2, L; est régulier, donc il existe un AFD M; = (Q;, %, d;, 84, F;) tel
que L; = L(M;). Par le lemme 6 on peut supposer que X1 = Yo = X et Q1 N Q2 = 0. Soit
M= (Q1UQ2,%,0,s1, Fy), avec § définie par

{01(q,a)} sige Qr,aeX
d(g,a) =< {o2(q,a)} siqgeQr,aeX
{s2} sige Fl,a=¢

11 est facile de voir (prouvez le!) que M se comporte comme M; tant qu’il n’est pas dans un état
acceptant de M7, auqel cas il peut choisir de transférer le controle a Ms. Donc M accepte exactement
les mots sur ¥ qui sont des concaténations d’un mot de Ly et un mot de Ls. O

Exercice 5 Reprouvez le lemme avec des AFN plutét que AFD.
Exercice 6 Prouvez que si L est un langage régulier sur X, alors L* l’est aussi.

Il y a une autre maniere de définir la méme classe de langages qui a I'agréable propriété de rendre
certaines preuves beacoup plus faciles (et d’autres presque impossible!).

Définition 14 Soit X un alphabet. Une expression réguliere sur X est définie récursivement :
1. 0 est une expression régquliére;
2. € est une expression réguliére;
3. a est une expression réguliére pour tout a € 3;

4. si Ry et Ry sont des expressions régquliéres alors (Ry - Rg) est une expression réquliére;



b.

6.

si Ry et Ry sont des expressions réguliéres alors (Ry + R2) est une expression réguliére;

si R est une expression régquliére alors (R*) est une expression réguliére.

Exemple 3 Soit ¥ = {ab,b,c,d}. Alorse, 0, e+, €-0, a, (((a+D)-(c-a))*) sont des expressions
réguliéres.

Convention 2 Soit ¥ un alphabet. On adopte des conventions (abrégés) suivants:

On omet les parenthéses et le symbole de concaténation quand ’expression n’est pas ambigue. Par
exemple, on écrit (abc)+ (a+c)c plutot que (((a-b)-¢)+((a+c)-c)) ou (((a-(b-¢))+((a+c)-¢)));

La concaténation a précedence sur la somme. Par exemple, on écrit abc + (a + ¢)c pour (abc) +
(a+o)c;

Pour ¥ ={ay,...,an} on écrit X pour a; + az + . ..an;

Pourn € N et uw € ¥* on écrit u™ pour uu...u (n fois). Par extension, si R est une expression
régquliére, on peut se permettre des abréviations comme (L(R))*.

Comme avec les automates finis, on définit les langages associés aux expressions régulieres. Avec
la définition récursive d’une expression réguliere, ceci est bien plus simple que les définitions corre-
spondantes pour les automates finis.

Définition 15 Soit X un alphabet et soient R, R1, Ro des expressions régulieres sur 3. L’ensemble
décrit par R ou le langage représenté par R L(R) est défini récursivement par :

1.

Svo o e

6.

Si R =0, alors L(R) = 0;

Si R =c¢, alors L(R) = {e};

SiR=a,acy, adors L(R) = {a};

Si R = (R1 + R2), alors L(R) = L(R1) U L(Ry);
Si R = (Ry - Ro), alors L(R) = L(Ry) - L(R»);
Si R = (Ry)*, alors L(R) = (L(Ry))*;

On va prouver qu'un langage est régulier si et seulement si il est décrit par une expression réguliere.
Il nous faut deux lemmes.

Lemme 10 Pour tout une expression réquliére R sur un alphabet X, L(R) est un langage régulier.

Démonstration. On procede par récurrence sur R. L’alphabet sera ¥ dans chacun des cas. Dans
chaque cas on dit comment construire un AFN Mp tel que L(Mpg) = L(R)

1.

2.

3.

Si R =0, alors L(R) = 0 et 'automate Mg = (Q,X, 4, s, F') est défini par Q = {s}, F =0, et
d(s,a) = s pour tout a € ¥;

Si R = ¢, alors L(R) = {c} et 'automate Mr = (Q, %, 6, s, F') est défini par Q = {s,p}, F' = {s},
et d(s,a) = d(p,a) = p pour tout a € ¥;

SiR=a,ac€ X, alors L(R) = {a} et 'automate Mr = (Q, %, 9, s, F') est défini par Q = {s,p, ¢},
F={q}, et 6(s,a) = q, (s, ) = 6(¢,y) = 6(p,y) = p pour tout z,y € X,z # a;



4. Si R = (R1 + Ry), alors L(R) = L(R1) U L(R2) et, par ’hypothese de récurrence, les deux
langages sont réguliers. Par le lemme 3, L(R;) U L(R2) est un langage régulier;

5. Si R = (R;1- Rg), alors L(R) = L(R;) - L(R2). Ce dernier langage est régulier par le lemme 9 car
L1 et Lo le sont par ’hypothese.

6. Si R = (Ry)*, alors L(R) = (L(R1)*; ce langage est régulier par l'exercice 6 et 1’hyptheése de
récurrence.

Lemme 11 Soit L un langage régulier sur 3. Alors il existe une expression réguliere R sur X telle
que L(R) = L.

Démonstration. Soit M = (Q, X%, 6, s, F') que l'on sait existe. Soit Q = {qo,q1,...,qn} avec s = gp. On
s’en servira pour construire une expression réguliere qui décrit L(M) = L en |Q|+1 étapes. A la k-eme
étape on produira, pour chaque paire d’états (g;, g;) (une paire est ordonnée et les deux états peuvent
étre égaux), une expression réguliere Rfj qui décrit ’ensemble de mots permettant de passer de ¢; a g;
sans passer par un état numéroté plus que k. Plus formellement, Rfj est I'expression réguliere telle
que L(Rfj) ={w=ay...a, € X*: 5(qi,w) =gj et pour 1 <t <m, 5(qi,a1 coeai—1) € 4{qoy -5k}
Notons que la description formelle montre le sens de “passer par”: il faut entrer et sortir.

On commence par K = —1. On a que L(Ri_jl) est 'ensemble de mots permettant d’aller de
¢ a gj en ne passant que par des états dans {qo,...,q—1} = 0, c’est-a-dire, directement. Donc
L(R;") = {a € ¥ : 6(gi,a) = ¢;} et R}' = +oesis(qai—q,0 = +{a € ¥ : 6(qi,a) = ¢;} (voir la
remarque apres la preuve).

Supposons que nous avons déja les Réj pour I = —1,..., k. On a alors que

k+1 k k k + k
Rij+ - Rij + Ri(k;—i—l) ) (R(k+1)(k+1)) ) R(k+1)j

car pour aller de ¢; & ¢; en passant uniquement par les états dans {qo, ..., qr+1}, on peut soit ne pas
passer par l'état g1 (i.e. on lit des mots dans L(Rfj)), soit passer par qp.1, mais alors on peut
décomposer tout w sur lequel 'exécution de 'automate sur passe par qx41 en partie délimitées par les
passages par qx+1. Ceci donne (1) les mots qui meénent de ¢; vers g1 pour la premiére fois (i.e. des
mots dans L(Rf(kﬂ))), (2) les mots menant de gxy1 & g1 sans passer par {qx+1, - .., qn}(i.e. les mots
dans L((Rl(“k 1)k Jr1))*), car on peut y passer autant de fois que 1’on veut une fois un passage existe), et
(3) les mots qui permettent d’aller de gx+1 & g; en ne passant que par les états dans {qo, ..., qx} (i-e.

les mots dans L(R?k Jrl)j). En mettant le tout ensemble, on obtient ’expression voulue. Le fait que

L(Rf;rl) ={w=ay...am €3 : 0(q;,w) = gj et pour 1 <t <m, 6(giyar .. ar—1) € {qos- -, Qur1}t}}
suit par récurrence. Il est (ou doit étre) clair que l'exécution de M sur w € L(Rfjﬂ) ne passe par
aucun état numéroté plus que k+ 1, par construction. Le reste suit car 6(q, uv) = §(d(q, u),v), comme
on a vu déja.

On construit donc les expressions régulieres Rfj pour i,j € {0,...,|Q|} et k ={-1,0,1,2,...,|Q|}
et ceci de maniere & ce que w € L(Rfj) si et seulement si & (gi,w) = g; et aucun état intermédiare de
exécution de M sur w n’est numéroté plus que k. On conclut que L(R};) = {w € X* : 6(¢;, w) = g;}-

En particulier, w € L si est seulement si 3(qg,w) € F, c’est-a-dire, il existe un j tel que ¢; € F' et
w € L(Rp;). Mais alors
L = L(+;:q;er Riy)

et I'expression réguliere recherchée est
n
+j5Qj€FR0j

ce qui termine la preuve. O



Remarque 2 Dans la preuve nous avons utilisé la notation R = +j;qjeFjo. Ceci est une notation
utile car elle remplace

Soit F' = {qi,, Giy, - - - i, y- Alors R = Ry, + Rg;, ...+ Ry, .

L’économie d’expression est encore plus grande dans la formulation tFaes:6(gi,0)=q; 0 Plutol que
Soit {a1,...,ar} ={a € ¥ :(qi,a) = q;}. Alors Ri_j1 =a;+as+...+a,.

o, strictement, on devrait indexer les a en plus de numéro par les paires des états!

Chaque fois que ’on construit un automate fini déterministe, on peut - devrait - se poser la question
est-ce qu’il y a un AFD équivalent avec moins d’états?. On va donner une méthode pour répondre a
cette question. On se rappelle les notions suivantes.

Définition 16 Soit X un ensemble.

e Une relation binaire R sur X est une partie de X x X. On écrit souvent xRy (parfois x ~gy)
pour (x,y) € R.

o Une relation binaire R sur X est une relation d’équivalence si elle est
— réflexive : xRx pour tout x € X;
— symétrique : si zRy alors yRx;

— transitive : si xRy et yRz alors zRz.

e Soient x € X et R une relation d’équivalence sur X. La classe d’équivalence de x, noté [z|r est
Pensemble {y € X : zRy}.

e Une partition de X est une famille 11 = {X,; };er de parties de X, I un ensemble d’indices, telle
que Uier X; =X et X, N X; =0 pouri,jel, i#j.

Exercice 7 Soit X un ensemble et soit R une relation d’équivalence sur X. Prouvez que [x|r = [y|r
si et seulement si tRy.

Exercice 8 Soit X un ensemble et soit I1 une partition de X. Prouvez que pour tout X,Y € 11 soit
X=Y soitXNnY =0.

Lemme 12 Soit X un ensemble.

1. Soit R une relation d’équivalence sur X. Alors les classes d’équivalence de R forment une
partition de X.

2. Soit {X;}ier une partition de X. Alors R, définie par xRy si et seulement si il existe un i € I
tel que x,y € X;, est une relation d’équivalence et ses classes d’équivalence sont exactement les
ensembles X;, i € I.

Démonstration.

1. On prend I = X. Il est clair que X = Uzex{z} = Uzex[z]r car x € [z]g pour tout z € X. Par
Iexercice 7, [x]r = [y|Rr si et seulement si 2Ry. Si [z]|r # [y]r alors [x]gr N [y]r = 0, car sinon, il
y aurait un z € [z]g N [y|r et, par transitivité et symétrie, on aurait que xRy, donc [x]|r = [y]r.
Donc les classes d’équivalence de R partitionnent X.



2. D’abord, pour tout € X, x appartient un des ensembles X;, ¢ € I. On a alors zRx (réflexivité).
Si x et y appartiennent & X;, alors xRy et y Rz, par définition (symétrie). Si z et y appartiennent
a X; (zRy) et y et z appartiennent & X; (yRz), alors ¢ = j et et z sont dans X;, donc zRz.
Pour les classes d’équivalences, on a que [z]p = {y € X : zRy} = {y € X 1y € X, tel que = €
Xi} =X,
O
La derniere idée dont on a besoin sur les relations d’équivalence est celle de raffinement. Une
relation d’équivalence R sur X partitionne I’ensemble X, c’est-a-dire, elle découpe le gateau X en

morceaux. Si une autre relation d’équivalence E' découp X de maniere & ce qu’elle ne découpe que le
morceaux déja obtenus par R, on dit que F raffine R. Formellement:

Définition 17 Soit X un ensemble et soient R, E deux relations d’équivalence sur X. On dit que E
raffine R si pour tout v € X, [z]g C [z]r

De maniere équivalente, E raffine R si pour tout x,y € X, xRy quand zEy.

Soit M = (@, 2,0, s, F) un AFD. Soit R); la relation d’équivalence sur ¥* définie par (z,y) € Ry
sid (s,x) = ) (s,y), c’est-a-~dire, a partir de I’état initial on arrive au méme état en lisant = et en lisant
y. Bien évidemment, si (z,y) € Ry, alors pour tout z € ¥*, alors 5(8,:1:2) = 5(s,yz). On vient
de prouver que Rjs est une relation d’équivalence invariante a droite (voir plus bas). On peut dire
plus: le nombre de classes d’équivalence de Rjs est égal au nombre d’états de M. En effet, les classes

A~

d’équivalence de Ry sont tout simplement Cy, g € Q, avec Cy = {x € £* : d(s,z) = ¢}.
Définition 18 Soit X un alphabet et R une relation d’équivalence sur ¥*. On dit que

1. R est invariante a droite si quand xRy pour x,y € ¥*, alors pour tout z on a xzRyz;

2. R est d’index fini si le nombre de classes d’équivalence de R est fini.

On peut définir une autre relation utile sur X*. Soit L C ¥*. Définissons Ry, sur ¥* en disant que
(x,y) € Ry, si pour tout z € ¥*, xz € L si et seulement si yz € L. Celle-ci est également invariante
a droite car si (z,y) € Rr et w € ¥*, alors pour tout z € ¥* on a que z(wz) = (zw)z € L si et
seulement si y(wz) = (yw)z € L. Les classes d’équivalence de Ry, sont donc [z] = {w € ¥* : (z,w) €
Rr} = {w € ¥*|zz € L si et seulement si wz € L pour tout z € 3*}.

Exercice 9 Prouvez que Ry et Ry, sont des relations d’équivalence et vérifiez que les classes d’équivalence
sont celles décrites plus haut.

Quand L est régulier, la relation Ry, nous donne un moyen de construire I’automate fini déterministe
unique M}, ayant le nombre d’états minimum et tel qe L(M) = L. La base de la construction est le
théoreme suivant.

Théoréme 3 (Myhill-Nerode) Soit ¥ un aphabet et L C ¥*. Alors les énoncés suivants sont équivalents:

1. L est un langage régulier;

2. L est la réunion de (certaines) classes d’équivalence d’une relation d’équivalence sur X* invari-
ante a droite et d’index fini;

3. la relation Ry est d’index fini.

Démonstration. On prouve (1) = (2) = (3) = (1).
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e (1) = (2)
On a prouvé ceci plus haut: soit M un AFD tel que L(M) = L. Alors la relation Ry; est
invariante a droite, d’index fini, et on a que L = Uger[z] = UgerCy.

° (2) = (3)
Nous prouvons que toute relation E vérifiant (2) raffine Ry. Puisque le nombre de classes
d’équivalence (I'index) de F est fini, le nombre de clases d’équivalence de Ry, 1'est aussi (F a au
moins autant de clases d’équivalence que Ry). Soit donc E un relation d’équivalence vérifiant
(2) et soit z,y € ¥* tels que zFy. Pour tout z € ¥*, zzFyz (car E est invariante & droite),
c’est-a-dire,zz et yz appartiennent a la meme classe. Donc xz € L si et seulement si yz € L,
c’est-a-dire, (z,y) € RL.

e (3) = (1)
Nous allons définir un automate fini déterministe My, tel que L(My) = L. Pour z € ¥* mettons
[z] = [z]g,. Soit My, ={Q,%,0,s, F} défini par
Q= {[z] : x € ¥*}
s = [¢]
F={[z]:x €L}
o([2], a) = [xd]

Il nous reste a prouver que la définiton est bonne et que L(M) = L. Pour la premiere partie, si
[z] = [y] alors zz € L si et seulement si yz € L pour tout z € ¥*. Donc pour tout a € ¥, zaz € L
si et seulement si yaz € L, et alors [za] = [ya]. Pour la deuxiéme, on observe (prouvez-le!) que
5([z],y) = [xy] pour tout z,y € ¥*, et donc d(s,w) = 6([e],w) = [w]. On a alors que w € L(M) si et
seulement si [w] € F si et seulement si w € L. O

Le théoréeme nous permet de construire 'automate minimal pour un langage régulier. Un automate
fini déterministe M = (Q, X, 4, s, F') est minimal si aucun autre AFD équivalent M’ = (Q', %, ¢, s', F')
n’a moins d’états, i.e. si |Q] < |Q’|. On dit que M est minimal pour L si L(M) = L et M est minimal.

Définition 19 Soit M = (Q,%,4,s, F) et M' = (Q',%,0', s, F') deuzx automates. On dit que M et
M’ sont isomorphes s’il existe une bijection ¢ : Q — Q' telle que ¢(s) =s', F' ={¢(q) : q € F} et
pour tout a € X et tout ¢ € Q on a §'(#(q),a) = ¢(6(q,a)).

Ceci est une maniere formelle de dire que la seule chose qui change entre M et M’ sont les noms
des états (c’est ¢ qui change les noms). Il devrait étre claire que deux automates isomorphes sont
équivalents (acceptent le méme langage).

Exercice 10 1. Pourquoi faut-il insister sur ¢(s) = s’ et F' = {¢(q) : ¢ € F}? Donner des
exemples ot l'un ou l'autre est absent, le reste est vérifié, et les automates ne sont pas isomorphes.

2. Est-ce que la définition suivante est équivalente a la définition 199 Prouvez votre réponse.

Définition 20 Soit M = (Q,%,0,s,F) et M' = (Q',%,d',s, F') deux automates tels que
L(M)=L(M'"). On dit que M et M’ sont isomorphes s’il existe une bijection ¢ : Q — Q' telle
que pour tout a € ¥ et tout ¢ € Q' on a §'(p(q),a) = ¢(6(q,a)).

Théoréme 4 Soit L un langage régulier sur l'alphabet . Alors l'automate fini déterministe M,

construit dans la preuve du théoréme de Myhill et Nerode est I’AFD minimum pour L et il est unique
a lisomorhisme preés.
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Démonstration. Soit My, = (Qr,%,dr, s, F) 'automate construit dans la preuve de “(3) = (1)”
du théoréeme de Myhill - Nerode. On a vu dans la preuve de “(2) = (3)” du théoreéme 3 que si une
relation E vérifie (2), alors elle raffine Ry. On en déduit que si M = (Q, X%, 4, s, F') est un automate
qui accepte L, alors |Qr| < |Q|. Si M est un automate minimum, alors |Qr| > |Q|, donc |QL| = |Q)|,
et on vois facilement que pour tout ¢ € @ il existe un mot w, € ¥* tel que 5(s,wq) = ¢ (sinon ¢ ne
peut jamais étre atteint, donc il ne sert a rien, et 'automate obtenu de M en enlevant ¢ accepterait
toujours L mais avec moins d’états que My, ce qui n’est pas possible).

Il faut maintenant exhiber une bijection ¢ entre Q) et Q) telle que pour tout a € ¥ et tout ¢ € () on
a dr(4(q),a) = ¢(6(q,a)). On définit ¢ : Q — Qr par ¢(¢) = [wy]. La fonction est bien définie: si

(s, wy) = 5(s,w;) alors [wy]r, = [wg]r,- De plus, ¢ est surjective car pour u € ¥*, [wg(s u)] = [u] et
¢(3(s,u)) = [u]. Puisque |Qr| = |Q|, ¢ est une bijection!. Pour terminer, on observe que pour tout
a €3, 01(6(q),a) = 0L([wg]r, a) = [wqa]L = ¢(0(s,wqa)) = #((g, a)). D

11 est instructif de réfléchir au fait qu'un isomorphisme est une relation a deux sens (en effet, c’est
une relation d’équivalence sur la classe des AFD). La bijection ¢ : Q@ — @, doit avoir un inverse,
disons ¢! =9 : Qr, — Q qui est également un isomorphisme. Mais si on fait ce qu’il faut, c’est-a-
dire, si on définit ¥ ([w]) = 5 (s,w), prouver que la définition est bonne et que ¢ est un isomorphisme
demande un peu plus de travail. Ce travail vaut la peine car il explique pourquoi 'algorithme de
minimisation d’un AFD marche. Faisons le.

Soit M = (Q, %, 4, s, F') un automate minimum qui décide L. Soit u,v € X* tels que [u]r, = [v]R,,
mais q, = d(s,u) # 4(s,v) = ¢,. Sans perte de généralité, soit g, # s. Alors automate M’ =
(Q. 2.8/, F') défini par @ = Q\ {g}, F' = F\ {go}. &' = 5, et

5(g.a) { d(g,a) si 6(q, a) # qv

Gy, Sinon.

Ce nouvel automate décide L mais a un état de moins, ce qui contredit la minimalité de M. Pour
voir que L = L(M) = L(M’), on se souvient que [u] = [v], c’est-a-dire, uz € L si et seulement si
vz € L pour tout z € £*. On a alors que &' (qu,z) € F' si et seulement si §'(qy,2) € F' pour tout
z € ©*. En en déduit que pour z,y tels que 6(s,z) = gy et §(s,y) = qu, [z] = [y] = [u] = [v] et que
§'(s', @) = qu = 6(s',y). En effet, M’ est obtenu & partir de M en identifiant ¢, et g, (et en enlevant
les transition partant de ¢,). Puisque M’ meéne & une contradiction, il ne peut pas exister. On en
déduit que dans M, on a g, = 8(8,u) = 5(3,1}) = q, pour u,v tels que [u] = [v]. Ceci prouve tout de
suite que ¥ est bien défini.

Pour voir que t est un isomorphisme : ¢(0.([w],a) = ¥([wa)) = d(s,wa) = §(8(s,w),a) =

S(yp[w), a). O

Ce que l'on vient de prouver peut servir a trouver un automate détermniste minimum pour chaque
langage régulier. Nous avons vu comment faire si le langage L est donné : les classes d’équivalence de
Ry, deveinnent les états de 'unique AFD minimal My. Avec un peu de réflexion, on peut minimisier
un AFD donné.

Soit M = (Q,%,6,s, F) un AFD donné et soit Ry la relation d’équivalence sur ¥* induite par M
(rappel : uR v si 6(s,u) = 6(s,v)). Nous avons vu dans la preuve du théoréme 3, (2)==(3), que — en
particulier — Ry, raffine Ry, i.e. toute classe d’équivalence de Rjs (que 'on peut identifier a un état
de M) est contenu dans une classe d’équivalence de Ry, (état de My ). Afin de minimiser 'automate,
il faut alors identifier (dans les deux sens du mot) les états de M correspondant & une méme classe de
R;. Comment faire?

La question devient : comment peut-on décider si deux classes de Ry (états de M) appartiennent
a la méme classe d’equivalence de R;? Un peu de notation d’abord. On va écrire p = ¢ si on a

'Un lemme & prouver si vous ne le connaissez pas : Soient X,Y deur ensembles finis avec | X|=|Y|. Si f: X — Y
est injective ou surjective, elle est bijective. Notons que ceci n’est pas vrai si les ensembles sont infinis.
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5(p, ) € F' si et seulement si 5(q, z) € F pour tout z € ¥* (donc pour toute paire de mots u, v tels
que d(s,u) = p et d(s,v) = q on aura 6(s,uzx) € F si et seulement si 0(s,vz) € F pour tout z € L*,
ie. uRpv).

Commme souvent, il est plus simple de décider si p # ¢ car pour cela il suffit de trouver UN mot x tel
que 3(p, x) € F tandis que 5(q, x) ¢ F (ou inversement). Soit z = ay ...ag. Si, sans perte de généralité,
5(p,x) € F et 6(q,z) € F, alors bien évidemment, pour tout 1 < i < k d(p.ai...a;) # 6(q,ay .. .ay)
(car 5(5(p,a1 ), Qg1 .- ag) € F et (5(6(q, ap...a;), ;1 -..ax) € F). En fait, 1 implication va dans
les deux sens. On conclut que p Z ¢ si et seulement si il existe un mot z € X* tel que 5(1), x) #
S(q,x). En particulier, puisque M est fini, p #Z ¢ si et seulement si 5(p, x) # 5((1, x) pour un x € ¥*,
]:1:\ < |Q|. L’observation clé est que si p # ¢ parce que x = aj...ax est tel que 3(p,x) € F et

0(q) ¢ F (sans perte de g enerahte) alors pour tout 1 < ¢ < k, 5(p,a1 coeap) # 5((], aj ...a;) parce
que 5(5(p, at...Qa;), Q41 ... Q) = (5(p, x) #£ S(q,x) = 3(5(q, aj...a;),a;y1...a;). On renverse donc la
procédure. D’abord, pZqgpourp € Fetqge @\ F. Ensuite, sip’ #¢ et 6(p/,a) =p € F, 6(¢,a) =
g€ Q\ F pour un a € ¥, alors p’ # ¢/. En général, si pour deux états p/, ¢’ il existe un a € ¥ tel que
6(p';a) #6(q, a), alors p' # ¢'.

Ceci donne un algorithme de minimisation. Supposons que l'automate M = (Q,%,d,s,F) a
Q ={q,q1,---,qn—1} et s = go. Puisque les états inaccessibles a partir de s (i.e. les états ¢ tel que
S(S,w) # q pour tout w € ¥*) ne servent a rien, on peut les enlever et travailler uniquement avec
les états accessible. On supppose dans la suite que pour tout ¢ € @ il existe un w, € X* tel que

8(8, wq) =4q.

Exercice 11 Comment enlever les états inaccessibles? Donnez un algorithme qui prend en entrée un
AFD M = (Q,%,0,q0, F) et donne en sortie un AFD M' = (Q', 2,8, qo, F') équivalent et tel que pour
tout q € Q il existe un wy € X* tel que 6(qo, wq) = q. Pourquoi qo reste?

Supposons toujours que @ = {qo,...,qn—1} avec s = qp. La version naive de 'algorithme est toute
simple. On ne prends pas en compte la symétrie de = et Z afin de simplifier la suite.

Pour ¢; € F et ¢; €EQ\F, ¢;Zqj et ¢; Zq
Pour £k =0..n—1 faire
Pour 1 =0..n — 1 faire
Pour j =0..n —1 faire
Pour tout a € X faire

Si 0¢i,a) # 6(gj,a) alors ¢; # qj

Les paires d’états équivalents peuvent alors étre identifiés pour en faire un seul. Pour faire plus
pratique, on peut prendre un tableau T'[0.. n — 1,0..n — 1] initialisé & = partout et faire tourner
I’algorithme pour remplacer certains = par #.

Pour ¢ =0..n —1 faire
Pour j=14+4+1..n—1 faire
Si gi€F et gy ¢ F alors T[i,j] « #
Si qi¢ F et gj € F alors T[i,j]+ #

Pour k=0..n —1 faire
Pour 1 =0..n —1 faire
Pour j =0..n —1 faire
Pour tout a € ¥ faire

Si 6gi,a) # 6(gj,a) alors g; # q;

13



Pour obtenir 'automate minimal, il suffit de définir, pour tout ¢ € {0,...,n — 1}, Q; = {¢; €
@ : ¢; = ¢;} (I'information nécessaire est dans T') et un nouvel automate M* = ({Q; : i € {0,...n —
1}7 275*7Q07 {Ql - qi S F}) ou 5*(Q27a> - Q] tel que 5(%7“) - qj

Exercice 12 Prouver que 6* est bien définie et que L(M™*) = L(M)

Exemple 4 Soit M = (Q,%,0,s,F) 'AFD défini par ¥ = {a,b,c}, Q = {qo,.-.,q38}, s = qo, F =
{quq47Q8} et

al bl c

do | 91|41 | G5
q1 | 492 |96 | 46
q2 | 4347143
q3 | 44438 |40
d4 | 95|41 | q1
d5 | 9692 | 46
de | 47 43|43
q7 | 48| 4o | 44
ds | 95| 41|95

Dans le tableau suivant on met dans la case (i,j) soit rien, si les états q; et q; peuvent étre
équivalent (i.e. si on ne peut pas les distinguer par un mot sur ), soit k,x si a la k—éme itération on
a, pour un v € XU {e}, 0(qi,x) = qi, d(q;,x) = q; et g # qjr, i.e. sila case ', j' n’est pas vide. On
commence par linitialisation, itération 0, pendant laquelle on remplit les cases (i, j) telles que g; € F
et gj AnF ouq; € F et q; € F. On fait au plus |Q)| itérations car si deux états peuvent étre distingués
par un mot u € X*, ils peuvent l’étre par un mot de longueur au plus |Q| — 1. On peut, bien sir,
arréter avant - si apreés une itération le tableau n’a pas changé, il ne changera plus jamais. Il n’est
pas nécessaire de remplir le tout, les cases (i,j) avec j > i sont suffisantes (les états acceptants sont
en gras)

et soit L =L(M).
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l,al|0,¢
2,a|l,a0,¢
0,10,¢e
O,ell,alla 0,¢e
1,a|0,e(2,a l,al|0,¢
2,all,a 0, ¢ 2,a|1,a]0,¢
0,10,e10,¢ 0,10,e]0,¢
o123 /4]5 6 7|8

Conclusion: qo = qs = qs, q1 = q5, 2 = q¢, q3 = q7 € l'automate minimal est

O DN W | U Oy I Q0
=
™M

al bl c

do =44 = 48| 41|41 |41
q1 = (g5 q2 42| G2
"R=q | BB
d3 = g7 do | 9o | 90

1l est instructif d’observer de prés ce que l'on vient de faire. On sait que

e La relation Ry; raffine la relation Ry, c’est-a-dire, si deux mots sont équivalents sous Ry, ils
le sont sous Ry, .

o Les états de M peuvent étre identifiés aux classes déquivalence de Ry; : q correspond a la classe
[u] telle que (s, u) = q.

e Les états de l'automate minimal pour L sont les classes déquivalence de Ry, .

e Si deux classes déquivalence de Ry; sont des parties de la méme classe déquivalence de Ry, les
états correspondants peuvent étre identifiés.

e Deuz états q et p de M sont distincts (ne peuvent pas étre identifiés en un seul) s’il exist un mot
u € X* tel que 6(q,u) € F et é(p,u) & F (ou inversement).

Ce que nous avons fait, c’est de trouver des u € ¥* qui permettent de différentier des états de M. On
peut les trouver dans le tableau en concatenant les lettres indiquées dans les cases.

— dans les cases avec 0, ¢, le mot recherché est simplement €;
— dans les cases avec 1,a, le mot est ac = a’
— dans les cases avec 2,a, o doit chercher plus loin, mais dans notre cas c’est simple, le mot sera aa.
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Voici comment (exemple). Les états gs,qe sont différents car 6(gs, a) = gs, 0(gs,a) = q7 et
0(g6,a) = q7 & F,0(q7,a) = qs € F. Donc 6(qs,aa) = q7r € F et §(gs,aa) = qs € F.

Exercice 13 FEcrivez un algorithme pour trouver les mots qui disniguent les états différents d’un AFD
en utilisant un tableau comme celui de l’exemple.

16



