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Symmetric eigenvalue decomposition
Pour A symétrique :

A= Q,xnNQ"
I, A=diag(\1, ..., \n),

@ Colonnes de Q sont les vecteurs propres orthogonaux entre
eux
@ )\; sont les valeurs propres

@ Onordonne \1 > X\ > ... >\,



x'Ox > 0,x#0
Equivalent a toutes ses valeurs propres positives, i.e.

AMM>X>.>0, >0

o A quoi correspond la décomposition d'une conique
C=0NQT?

@ Dans quel(s) cas C est définie positive ?
@ Semi-définie positive ?



Pour une matrice carrée :

Anxn = QnxnRnxn, QTQ = [, R triangulaire supérieure droite

Pour une matrice rectangulaire :

Anxp =[Q1 Q2] [75] , 01'01=1,0"% =1,

Q; € RnXp’ Qs € Rnx(n—p)’R c RXP

Utile pour :

@ Systeme d’équations sous-déterminé,

@ Décomposition RQ de la matrice de caméra
@ Auto-calibrage affine

«O0)>» «Fr « =) 4

Pour une matrice carrée :

Ansn = RuxnQnxns QTQ = [, R triangulaire supérieure droite

@ Calculable a partir d'une QR (essayez-le!)

@ Q est une matrice de rotation, ou presque.



Décomposition en valeur singuliere : SVD

Définition
Singular Value Décomposition
=
Amxng — umxrz(vnxr)
UUT =1, vyt =|
Y = diag(o1,...,00)

o1 >0 >..>0,>0
@ 0; valeurs singuliéres
@ u; colonnes de U vecteurs singuliers gauches

@ v, colonnes de V vecteurs singuliers droits

@ r est la Rang de A (prochaine diapo)

Décomposition en valeur singuliere : SVD

On peut réécrire le tout :

r
A= E o;0;V;
=1

Lien avec décomposition symmétrique des valeurs propres : pour
A=UTVT
ATA=vsuTusy’ =vp?y’

@ AT A est définie positive

Donc les valeurs singulieres au carré de A sont les valeurs propres

de AT A

La SVD est tres, tres utile en Vision!




Utilité de la SVD : Rang d'une matrice

Définition
Le maximum entre :
@ Le nombre de colonnes linéairement indépendantes

@ Le nombre de rangées linéairement indépendantes

Vérifiable par le nombre de valeurs singulieres non-nulles

Utilité de la SVD : Pseudo-inverse

(ou inverse de Moore-Penrose)
Définition

La pseudo-inverse de A,,,x, = ULV est donnée par :

Al =vEiy’
Propriétés :
x* AATA= A
o ATAAT = Al

o (AAT) = AAT
o (ATA)* = ATA

@ On peut calculer £f efficacement

-1

Si le rang de A est plein (=m), AT = (ATA) " AT




Utilité de la SVD : Pseudo-inverse

Pour une matrice diagonale :

0 pour D;; =0
Dy { 0 pour Dy
D;;”" sinon.

@ Si les colonnes sont linéairement indépendantes :
ATA =1
@ Si les rangées sont linéairement indépendantes :
AAT =1
@ Si les colonnes et rangées sont linéairement indépendantes :

Al =471

Utilité de la SVD : Moindre carré linéaire

Définition
Optimiser
argmin || Ax — b||

@ On utilise la pseudo-inverse

A'b
Mais attention, il y a plusieurs facon de calculer Af dans ce cas :

@ Formule directe
* SVD



Utilité de la SVD : Systeme linéaire homogene

Définition

Optimiser

arg min || Ax|[sujet a la contrainte |[|x|| =1
X

@ La contrainte est nécessaire puisque le minimum serait x =0

Pour A =UXVT Le vecteur singulier droit correspondant a la plus
petite valeur singuliere (derniere colonne de V)

Utilité de la SVD : Systeme linéaire homogene

|

Pourquoi ?

x| = uzy x|
= |[ZV'x|  puisque Uz = ||z]

On renomme y = VTx, notre nouveau probleme est :

Vil =yl =1

|Dy || sujet a

et comme D est diagonale avec éléments ordonnées en ordre
décroissant, la solution est

y=(0 .. 0 1)’
et donc notre solution pour x est
VO .. 0 1)T puisque VYT = |

i.e. la derniére colonne de V



-A — £nxn£T

avec L est triangulaire inférieure

@ Décomposition LU symétrique

Utile pour :

@ Calibration de caméra
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Pour A,,x.» symétrique définie positive on peut la factoriser :
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Optimisation

Définition

L'étude des problemes pour lesquels nous voulons minimiser ou
maximiser une fonction réelle par un choix de valeurs réelles ou
entieres dans un certain ensemble

@ "un certain ensemble” référe a certaines contraintes.

o Egalités, Inégalités
o Un élément qui satisfait aux contraintes est dit faisable



x* est dit minimum global de f si

f(xT) < f(x)

x* est dit minimum local de f s'il existe ¢ tel que

Vx ta. lx— x| < 6, F(x") < f(x)
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f(0z + (1 —0)2") < 0f(z) + (1 —0)f(z))

@ Plusieurs de nos problémes sont convexes

Un seul minimum (global) qu’on peut "facilement” trouver '

Voir : Stephen Boyd and Lieven Vandenberghe, " Convex Optimization” - = - . .~

argmin || Ax — b||
X

(pseudo-inverse)

arg min || Ax||sujet a la contrainte ||x|| =1
X

(SVD)

arg min || Ax|[sujet a la contrainte |[|x||=1 et ||Cx|| =0
X

(2 SVD)

etC «O>» «F»>» «Z» «E>» = Q¥



Systeme d'équation linéaire : Régression linéaire

300

1] a0 100 150 200 250 300 330

FI1G.: nttp://www.le.ac.uk/bl/gat/virtualfc/Stats/regression/regri.html

Systeme d'équation linéaire : Régression linéaire

Définition
Yi = a+ fu; + e — e; =v; —a+ Pu;
Optimisation
- 2
arg min ;
g mir Ze
2
ui U1
argmin ||| V- — argmin || Ax — b|[3
g o : : 3 : g ! 2

X

A b

Up | N>~ Un 5
——




Erreur algébrique

Idéalement, on devrait minimiser la distance des points a la ligne.

@ Probleme non-linéaire (voir plus loin)
@ Approximation linéaire : erreur algébrique
o Distanceen Y

Fitted value

T Residual

Estimation de polynéme

m
) .
Yi = oo+ Q1u; + ... +apu +e; =e; + g QU

(3

Optimisation
argminE e?
(67) -
(2
v
2
1w ... uf? Y1
m a1
. 1w ... uj Y2 . )
argmin || | . . _ e — arg min || Ax — b||3
(e . . . . ) . X
o
1w oo Wl " Yn
A 2

(Erreur algébrique)



Calcul de conique

Définition
b d
a = < U;
2 2 i
2 2
(ui Vi 1) % c % v; | = au;+du;+-bu;v;+cv; +evi+f+e; =0
a 2 ¢ 1
2 2
Optimisation
arg min E e?
ab,cde,f "
1
(@)
2 2
Uy U1 U1V (%1 U1 b
U% (1) U2V ’U% (%)
: c : 2
arg min _ L d — arg min || Ax||5 pour||x
a,b,c,d,e,f X
U2 Up  UpU, V2 v, \;/
A

Systeme homogene

Pourquoi ne pas fixer e.g. f = 17 Résoudre :

arg min
a,b,c,d,e

U1
U2

Un

U101
U202

UnUn

U1
v2

Un

@ Pourquoi pas a ou b ... erreur algébrique

QO QUL O SR

@ Remplacer un systeme homogeéne pour une régression est utile

si A est creuse (sparse)



Calcul d’'homographie : méthode linéaire algébrique

Nous avons une relation d'une plan a 'autre :

p x Hq
ou bien
ap = Hq, Vo
On a en fait un systéme a trois équations :
0 0 0 —Pp3q1  —P3Gq2  —P3G3 D241 DP2q2 P2q3
P3q1 P3q2 D343 0 0 0 -p1q1 —p1g2 —p1gz| H=0
—p2q1  —P2Gq2  —P2G3  P1q1 P1q2 D143 0 0 0
A

H = (h1, ha, h3, ha, hs, he, b, hg, hg)

(avec la troisieme équation redondante.)
Avec plusieurs correspondances, ceci est un systeme linéaire
homogene :

| AHJ?

et I'erreur est ||¢||?, avec ¢ = AH

Normalisation des données

Pourquoi normaliser les données ?
Exemple :

(1,1), (20, 400), (100, 700), (400, 800), (700, 1000) etc.

Polynome du 4e degré :

(1 1 1 1 1
1 20 400 8000 160000
A= |1 100 10000 1000000 100000000

1 400 160000 64000000 25600000000
|1 700 490000 343000000 240100000000 |




La normalisation sert a améliorer la stabilité numérique

Il faut faire les étapes suivantes :

@ S = V2

@ A : moyenne des X; — AX;
mean ||AX;||

o o w
ow o
V)
= DD

@ En 3D : le facteur d'échelle est s =

V3
mean || AX; ||
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Fonction non-convexe

@ Plusieurs minimum locaux

Méthode analytique

Parfois possible mais :
@ Presque jamais
@ Souvent numériquement instable

Polynéme a une variable

f(x) = Z a;xt

Minimum lorsque

of
= — = 0
9(z) = 5=
On cherche les racines de g(x) Pour f du degré 4 : la premiere
racine de g est

a3 24apay —9a§ 4

- 4ay
622/3a, \?/—54a§+216a2a4a3—432a1 a§+\/4(24a2a4—9a§)3+(—54a§+216a2a4a3 —432a; a%)z

3 3 2
\/754ag+216a2a4a3 —432a a‘21+\/4(24a2a479a%> +(—54a3+216aa4a3—432a13)

122ay




Méthode analytique

@ Souvent on préfere une solution numérique

Polynome a une variable :
Mathematica :

deg = {0, 1, 2, 3, 4, 6, 7};
Random[] Power[x, #] & /@ deg;
eq = Plus @@ %

flx_1 = eq;

Roots[f[x] == 0, x]

Méthode itérative

@ Part d'un point xg
@ Converge vers un minimum local

@ |l faut donc xq le plus proche possible de x*

Typiquement en vision :
@ Solution sous-optimal, formulation convexe — xg

@ Raffinement non-linéaire



@ Fixer tous les parametres sauf 1.

@ Minimiser le probleme simplifié pour cette variable.

Recommencer pour un autre parameétre.

Facile a implémenter

Chaque itération est rapide si peu de paramétres (typiquement
2 parametres)

@ Convergence lente

Fonctions non-dérivables (aucune dérivée a calculer)

«O0)>» «Fr « =) 4

Matrice 1 x n

Vf(x)=Df(x)"

Vecteur colonne n x 1 des dérivés dans chaque dimension

«O>» «4F»r « Z)» «



Hessienne

Dérivée seconde de f : R — R

DV(x) = V2 (x)y; = 1)

2 =
J 8331833]

Matrice symétrique n x n (puisque I'ordre de différentiation n’est
pas important)

@ Si définie positive — minimum local
@ Si définie négative — maximum local
@ Si valeur propre positive et négative — col (saddle point)

@ Sinon, aucune conclusion possible

Descente de gradient

Approximation du premier ordre

fx+v)~ f(x+v)=f(x)+Vf(x)'v

Dgtep = argmin f(x +v)
Astep — —tVf(X)
donc:x = X+ tAgep

o Vf(x)"v dérivée directionnelle de f dans la direction de v
@ Descente si négative

@ ¢ peut étre = 1 ou calculé par une méthode de recherche
linéaire (line search)

@ Choix du systeme de coordonnée est important



Descente de gradient

Newton

A I'origine : une méthode pour trouver les racines d'une fonction.
Définition
@ Minimise un approximation locale du second ordre

@ Invariant a un changement de coordonnée affine

flox+v) = 7) + V() TV + 23 V21 ()

Astep — —VQf(ZC)_IVf(I)

~n

By = argmvinf(x—l—v)




Autres méthodes

Il y a des méthodes plus sophistiquées

@ Conjugate gradient

@ Levenberg-Marquardt (descente de gradient et Gauss-Newton
combinée)

Stabilité

@ Rapidité de convergence

Implémentation spécifique lorsque |'Hessienne est creuse par
bloc

@ Ajouter des contraintes aux parametres

o Exemple typique : parametres d'une matrice de rotation
RTR =1

Sommaire

© Homographie



Retour aux homographies

Solution plus correcte :

@ Erreur

géométrique

@ Erreur de reprojection symétrique
Aucun point a I'oo

Idéalement, on aimerait trouver une homographie en minimisant
une erreur ayant un sens géométrique plus clair.

H
Xea—— = '
.}. — — o U ¢ X’
«_/
H-l
image 1 image 2
X
/
Cﬁj Xd/
X \ H
——~—— X/
H-l
image 1 image 2

On voudrait minimiser la distance entre les points originaux et les
points transformés.

Erreur géométrique

Pour n points, on veut minimiser :

' dist Z‘,H_liz d'tHia i2
argmﬁn; ist(p q;)° + dist(Hpi, qi)

ou la fonction d est une fonction de distance géométrique des

points

dist(p,q) = ||

Au long, par exemple

dist(p, Hq)2 = (

p1 higi + hoq2 + h3gs

p3  hrqi + hsqz + hogs

ce qui n'est pas linéaire !

) +(

q3

b2

D3

(p1,p2) (q1,qz)H

haqi + hsqz + hegs

hzq1 + hsqo + hogs

)



Erreur de reprojection symétrique

H
—
P o dP
\ _/
T ————
H-1
image 1 image 2
% 1
p — | H
—~————— Y
H-L
image 1 image 2

En plus d'estimer I'homographie, on cherche les points corrigés
Pi — Pi,qi; — d; qui Vérifie parfaitement H Pour n points, on cherche :
n

arg Hrgi}n(f Z dist(ps, Pi)? + dist(di,q;)?, sujet 3 d; = HP;

Il faut donc minimiser 4n+9 parameétres. On note que le nombre
d'inconnues est trés grand, ce qui est un gros inconvénient. Par contre,
ceci est un probleme sparse et on peut résoudre assez efficacement.

Note : Dans le cas des homographies, cette méthode n'améliore pas significativement. Elle est surtout donnée a

titre d’exemple, puisqu’elle est utile dans certaines circonstances (matrice fondamentalesicalcul de coniqae...).

Implémentation

@ Mathematica

FindMinimum : Newton, Levenberg-Marquardt, Conjugate
Gradient (pas la méme chose que Minimize)

@ Matlab

Isqgnonlin

o C

Levenberg-Marquardt : levmar

@ Fortran avec wrapper C
Levenberg-Marquardt : MINPAK
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Estimateur qui n'est pas affecté par des données qui ne respectent
pas |'hypothese concernant le modele de bruit

@ Sujet complexe

Hypothese :

@ Loi Gaussienne (Normale), u =0

Hypothese :

@ Loi uniforme




Méthode naive

Enlever les donnés Re-pondération

@ Utiliser toutes les données

@ Calculer la distance des @ Pondérer un point par
points I'inverse de son erreur

@ Enlever les plus mauvais @ Itérer jusqu'a convergence

@ Itérer

Peut fonctionner si :
@ Tres petit ratio de mauvaises données

@ Elles sont bornées

Ne fonctionne pas tres bien, fortement déconseillée

Vote dans |'espace des solutions

@ Discrétisation de |'espace solution
@ Pour chaque point, voter pour les solutions possibles
@ Choisir la solution qui a le plus de vote

@ Déterminer les bons points et recalculer la solution

Exemple : Transformée de Hough

mput Image Rendering of Transform Results

Distance from Centre



Vote dans |'espace des solutions

Quelques difficultés :

@ Comment discrétiser ?

Exponentiel en le nombre de parameétres
@ Le vote n'est pas toujours simple/possible

e.g. Homographie

@ Surtout utile pour la segmentation

e.g. plusieurs lignes

@ # de parameétres doit rester petit

3 et moins en général

RANSAC

RANdom SAmpling And Consensus : idée générale

@ Trouver un sous-ensemble (minimal) de points au hasard
@ Calculer les paramétres pour les points de cet ensemble
@ Calculer I'erreurs pour chaque point

@ Répéter pour trouver la solution qui "explique” le plus de
points




Régression linéaire : RANSAC

@ Bon choix :
ligne ab

@ Mauvais choix :
ligne cd

@ Résultat final

RANSAC, algorithme de base

Entrée :
D : # de données
d : # minimal de points
t : distance maximal pour les points non-aberrants
T : # minimal de non-aberrants
N : # maximal d'itérations
Pour i < N :

Trouver un ensemble E; de d points
Calculer le modele (candidat) M; avec E;
Calculer I'erreur de toutes les données pour M;
Déterminer S; : les points valides
Si ’Sl| > T,
Calculer le modele final avec les points dans S; et terminer
Sinon
Répéter



Parametre : IV

@ Inutile d’essayer toutes les possibilités
@ Hypotheése : on connait le ratio d’aberrants w (ou une borne
supérieure)
On cherche N pour une probabilité p d'avoir trouvé un ensemble
sans aberrant
w probabilité qu'un point soit valide
e =1 — w soit un aberrant
w? d'avoir d points valides
1 — w? d'avoir un mauvais ensemble
(1 — w?)Y d'avoir juste des mauvais ensembles aprés N essais
donc
(1-w)¥=1-p

et

N = log(1 — p)/log(1 — w) = log(1 — p)/ log(1 — (1 — €)*)

Parametre : d

@ Choisir d le plus petit possible pour le calcul des paramétres

@ d plus petit — N plus petit — meilleur performance



Parameétre : N pour w inconnu

Mise a jour de N en fonction des nouvelles solutions calculés

N =00
nb =20
Tant que (nb < N)

Trouver une solution M; pour un ensemble E;
W = |S;|/|D| est une borne pour w

Ajuster N avec @ (comme précédemment)
nb=nb+1

RANSAC : Etape finale

Deux facons :

Méthode simple
@ Re-estimation du modele avec les données valides

@ Sous-optimale

MLE (Maximum Likelihood estimator

@ fonction de colit robuste (non-convexe) :

E =) ew(dist(x;))

d? pour d? < ?
ero(d) = ¢ sinon.

2 est une constante.




FIN

Certaines figures sont la courtoisie de
R. Hartley et A. Zisserman
Multiple View Geometry in Computer Vision, lére Edition,2002



