Chapitre 5

Codes correcteurs linéaires

Nous introduisons rapidement les éléments de base de la théorie des codes correcteurs clas-
siques. Nous nous intéressons seulement aux codes correcteurs linéaires sur un alphabet
binaire dans ce cours. Nous introduisons les matrices génératrices et de parité ainsi que
leurs propriétés importantes. Nous discutons rapidement des codes duaux ainsi que les co-
ensembles de code. Nous décrivons ensuite un code correcteur classique simple, appelé code
de Hamming, qui corrige une erreur dans un bloc de taille n. Nous montrons une borne
simple sur le taux de transmission maximal des codes capables de corriger un taux d’erreur
0<p< % Nous montrons ensuite que les codes linéaires aléatoires peuvent corriger un taux
d’erreur p sur un canal symétrique binaire a un taux de transmission qui n’est pas tres loin
de la capacité du canal.

Nous montrons ensuite comment construire un code quantique simple : le code de Shor. I1
permet de corriger une renversement de bit et un renversement de phase sur 9 qubits. Le
code de Shor fait mieux, car tous les code correcteurs quantiques qui permettent de corri-
ger t renversements de bit et t renversements de phase permettent également de corriger
n'importe quelle opération quantique qui opere sur au plus t positions. Pour développer des
codes correcteurs quantiques il suffit de trouver des fagons de corriger pour les renverse-
ments de Pauli. Nous terminons avec quelques bornes supérieures sur le taux de transmis-
sion de codes quantiques capables de corriger un certain taux d’erreur.

5.1 Codage par bloc

Un code par bloc C sur alphabet ¥ avec parametre n est un sous-ensemble des chaines de
longueur n composées de symboles dans X. Les éléments du code C C X" sont appelés mots
de code. Nous dénotons par GF(2) := {(®,-),{0,1}} le corps de Galois ! a deux éléments dont
I’addition "®" est la somme modulo 2 et la multiplication "-" correspond au “ET” logique. Les
éléments 0 € GF(2) et 1 € GF(2) sont les identités additive et multiplicative dans GF(2) res-
pectivement. Un code C C {0, 1}" est appelé code binaire. Les codes que nous verrons seront

1. Par abus de notation, nous écrirons a 'occasion a € GF(2) pour a € {0, 1}.
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toujours des codes binaires. Les mots de code d’un code binaire par bloc C avec parameétre n
peuvent étre représentés par des vecteurs > dans GF(2)". GF(2)" est un espace euclidien ou
pour u = (uy, uy,...,uy,),v =(v1,vy,...,v,) € GF(2)" I'addition, dénotée '@®’, est définie par

UBV:= (U BV, Uy DVy,..., U, BV,) .

La multiplication par un scalaire a € GF(2) est quant a elle définie par a - u := (a - uy, @ -
up,...,a-uy,). Le produit scalaire entre u,v € GF(2)" est défini de facon naturelle comme

n

(u,v):: @ui-vi .

i=1

Les propriétés et définitions que nous verrons peuvent facilement étre adaptées au cas ou
les codes operent sur des corps finis de plus de deux éléments.

Deéfinition 74. Pour u,v € {0,1}", la distance de Hamming entre u et v est définie par Ay(u,v) :=
#{i|u; # v;}. Le poids de Hamming du vecteur u est défini par w(u) := #{i|u; = 0}. La distance
et le poids de Hamming peuvent étre définis mutatis mutandis pour u,v € ¥" ou ¥ contient les
éléments d’un corps fini.

I1 est facile de vérifier que pour u,v € {0,1}", nous avons :
Ap(u,v)=w(udv) .

Cette égalité tient en général pour des chaines d’éléments d’un corps fini arbitraire via
Ay(u,v) =w(u —v).

Un code binaire linéaire C C {0,1}" est un sous-espace linéaire de GF(2)". Une propriété
essentielle des codes correcteurs qui permet de caractériser sa capacité a corriger les erreurs
est sa distance minimum définie de la fagcon suivante :

Deéfinition 75. Soit C C {0, 1}" un code binaire, la distance minimum d de C est définie par

d := min Ay(c,c) .
czc’eC

Si le code C est un code linéaire, il est facile de vérifier que

d= i . 5.1
Cerél\l{r(}n}w(c) (5.1)

Exercice 209. Démontrez I'équation (5.1).

2. Tandis que nous avons représenté les vecteurs dans un espace d’Hilbert comme des vecteurs colonnes,
nous représentons les vecteurs dans GF(2)" comme des vecteurs lignes. C’est la facon habituelle de procéder
pour représenter des chaines de bits en vecteurs.
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Lorsque C C X" est un sous-espace vectoriel (défini par un corps de Galois avec les opéra-
tions d’addition et de multiplication sur les éléments de ¥), nous dirons alors que C est un
code linéaire. Un code C C {0,1}" est linéaire si pour chaque paire c,c’ € C nous avons que
c®c’ € C. Une conséquence est que tout code linéaire contient le mot nul 0", car pour c € C
nous avons ¢c®c = 0" € C. La dimension du code C, dénotée dim(C), est sa dimension en
tant qu’espace vectoriel. Le nombre de mots de code de C est #C et satisfait #C = 24im(C),
Les mémes observations peuvent étre appliquées mutatis mutandis aux codes linéaires sur
un alphabet GF(p') quelconque pour p premier et t € N* (les corps ont toujours un nombre
d’éléments qui correspond a une puissance entiére d’'un nombre premier).

Un code correcteur binaire et linéaire est caractérisé par 3 parameétres. Le premier est la
longueur des mots de code, le second est la dimension du code comme espace vectoriel et la
troisieme est sa distance minimum. Plus précisemment :

Définition 76. Un code binaire linéaire par bloc C C {0,1}" avec dim (C) = k et distance mi-
nimum au moins d est dénoté [n, k,d]-code. Le paramétre n est la taille de bloc de C. Un code
linéaire par bloc C C X" sur alphabet ¥ avec #X > 2 de dimension dim (C) = k et de distance
minimum d est dénoté par (n,k,d)—code. Le ratio % d’un [n,k,d]-code C (ou d’un (n,k,d)—code)
est appelé taux de transmission de C.

La dimension dim(C) = k du code C C {0,1}" est le nombre de bits de message qui peuvent
étre encodés par C. Un encodage est simplement une fagon d’associer a chaque message m €
{0,1}* son mot de code c(m) € C. Le taux de transmission % du code C C {0,1}" est la quantité
de bits d’information sur le message m qu’un bit physique du mot de code transporte.

Si la distance minimum de C n’est pas connue ou n’est pas utile dans le contexte alors nous
dirons de C qu’il est un [n,k]-code linéaire. Un [n,k]-code linéaire C est un sous-espace
vectoriel de GF(2)" de dimension k. Considérez maintenant I'application §: {0,1}¥ — {0,1}"
qui associe & un mot m € {0,1}* un mot de code G(m) € C. Pour m,m’ € {0,1}", un code
linéaire demande que

SmyeG(m')=cac eC .
G peut étre vue comme une application linéaire en posant

1. G(0%) = 0, ce qui assure que pour chaque A € GF(2) et m € GF(2)X, G(Am) = AG(m) et

2. §(mem’) = G(m)®G(m’) en conservant le méme code C, car la fagon dont nous associons
les messages m € {0, 1}¥ aux mots du code C n’est pas importante. N'importe quel choix
de la base d’expression des messages produira le méme code correcteur d’erreur.

Au point 2, la base canonique {|el-)}:-‘:1 e 2CFQ2) peut jouer le role de la base d’expression.
Nous avons vu au théoreme 1 que toute application linéaire G : (0,1} = {0,1)" peut étre
représentée par une matrice booléenne > G € £y ,,(GF(2)) telle que

S(m)=m-G .

3. Dans le but de simplifier la notation par la suite, nous utilisons ici une version équivalente du théo-
réme 1 : a chaque application linéaire G : GF(2)f — GF(2)" correspond une matrice G € £y, (GF(2)) telle que
pour chaque m € {0, 1}k, G(m) = mG ol m est un vecteur rangée de k bits.
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De cette fagon, le code C est défini par l'action de la matrice G sur les messages de k bits :
C:={x-G|xe{0,1} . (5.2)

La matrice G est appelée matrice génératrice de C. Comme nous l’avons vu au théoreme 1, un
[n,k]-code C peut étre décrit par plusieurs matrices génératrices.

Nous pouvons associer a la matrice génératrice G € £y ,,(GF(2)) d’un [n,k]-code C, une autre
matrice booléenne H € £,,_ ,(GF(2)) qui satisfait la relation suivante :

G-H'=0. (5.3)

Il s’agit de construire H avec des rangées orthogonales a celles de G. Ceci est toujours pos-
sible, car img (G) est un sous-espace linéaire de dimension dim (img(G)) = k dans un espace
linéaire de dimension n. Nous pouvons donc trouver n—k vecteurs orthogonaux dans GF(2)"
qui engendrent le sous-espace de dimension n — k orthogonal a C. La matrice H est alors ob-
tenue en plagant ces n — k vecteurs orthogonaux comme rangées de H.

Une matrice boléenne H qui satisfait (5.3) pour une matrice génératrice G associé a un code
C C {0,1}" est appelée matrice de parité pour le code C. Le code C peut étre défini par sa
matrice de parité H en plus d’étre défini par sa matrice génératrice G comme le montre
I’équation (5.2) :

C={xG|xe{0,1}} ={ce{0,1)"|cHT = 0" %} .

C’est donc dire qu'un code C est I'image de sa matrice génératrice et le noyau de sa matrice
de parité.

La distance minimum d’un code C avec matrice de parité H est le plus grand entier 4 tel
que n'importe quel ensemble de d — 1 colonnes de H sont linéairement indépendantes mais
un ensemble de d colonnes de H existe qui ne sont pas linéairement indépendantes.

Théoréeme 37. Soit H € £, ,,(GF(2)) une matrice de parité pour un [n,k,d]|-code. N'importe
quel ensemble de d — 1 colonnes de H sont linéairement indépendantes et il existe une ensemble de
d colonnes de H qui sont linéairement dépendantes.

Exercice 210. Prouvez le théoreme 37.

En utilisant (5.3), nous obtenons que pour chaque ce Cetec{0,1}"\C,
(coe)HT =cH T @eHT = 0" *@eHT =eHT 2 0"F . (5.4)

Pour ¢ € C C {0,1}" un mot de code arbitraire et e € {0,1} un vecteur quelconque. Le mot
c @ e représente un mot de code dont les bits aux positions 1 <i < n telles que ¢; = 1 sont
renversés. Le vecteur e est le vecteur d’erreurs associé a la communication de ¢ € C sur un
canal bruité.

Définition 77. Soit C C {0, 1}" un code binaire avec matrice de parité H € £,,_y ,(GF(2)) et soit
¢ €{0,1)". La chaine s := ¢HT € {0,1}"% est appelée syndrome de ¢ selon H.

Exercice 211. Soit s € {0,1)" % et H € Lkn(GF(2)) une matrice de parité. Quels sont les mots
¢ €{0,1}" de syndrome s exprimés de la fagon la plus simple possible ?
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5.2 Correction et détection d’erreur

Les codes-correcteurs sont utilisés pour transmettre de I’information sur un canal bruité. Le
receveur pourra récupérer intégralement I'information transmise par un mot de code bruité
lorsque le nombre de bits erronés est moindre que d/2 ou d est la distance minimum du code.
La transmission de ¢ € C sur un canal symétrique binaire complémente avec probabilité p
chaque bit ¢; en position 1 <i < n d’une facon indépendante. Les erreurs produites pendant
la transmission peuvent étre représentées par une chaine e € {0,1}" telle que le mot regu
¢ €{0,1}" satisfait
(=cde .

Le syndrome s = ¢HT = eH' du mot recu correspond donc au syndrome de la chaine des
erreurs e € {0,1}" selon H. Notez que pour chaque paire de chaines d’erreurs e = ¢’ € {0, 1}"
d

’ T r1yT
telle que w(e), w(e’) < 5, nous avons eH" #e'H".

Exercice 212. Montrez cet énoncé, pour e = ¢’ € {0,1}" tels que w(e) + w(e’) < % nous avons

eHT = ¢’HT o1t H est la matrice de parité d’un code linéaire C de distance minimum d.

Notez que puisque s = cHT = (c@e)HT = eHT, le syndrome s est la somme des rangées de
HT aux positions i tel que ¢; = 1. Autrement dit, le syndrome correspond a la somme des
colonnes de H aux positions ou une erreur de transmission s’est produite.

L’exercice 212 nous permet maintenant de voir comment un [#,k,d]-code linéaire C peut
étre utilisé pour transmettre une message binaire de k bits qui pourra étre récupéré inté-
gralement par le receveur lorsque moins de % renversements de bit sont produits pendant
la transmission. Montrons comment y parvenir lorsque le code C est généré par la matrice
génératrice G € Ly ,,(GF(2)) et sa matrice de parité est H € £, ,(GF(2)).

Alice veut transmettre le message m € {0, 1}* 4 Bob.

Alice calcule ¢ = mG € {0,1}" et transmet ¢ sur le canal bruité.

Bob recoit ¢ € {0, 1}".

Bob calcule le syndrome s = ¢HT de ¢ selon H.

A

Bob cherche le seul vecteur d’erreur e* € {0, 1}" de poids w(e*) < % tel que e'HT =s. Bob
décode ¢ en calculant ¢’ = ¢@e”.

6. Bob retrouve m’ € {0,1}* tel que ¢’ = m’G.

La correction d’erreur effectuée par Bob ici est appelée décodage au plus proche. Elle consiste
a trouver le mot de code ¢’ € C le plus proche du mot recu ¢ € {0, 1}". Cette maniére de déco-
der produit le mot de code le plus probable lorsque, en particulier, le bruit de transmission
renverse les bits du mot de code transmis indépendamment les uns des autres avec proba-
bilité constante moindre que % Le canal symétrique binaire avec parametre p < % est de ce
type. La méthode de décodage de Bob est donc celle qui minimise la probabilité d’erreur
lorsque la transmission se déroule sur un canal symétrique binaire.

149



5.2.1 Correction d’erreur

La correction d’erreur décrite a I’étape 5 plus haut, permet a Bob de corriger a 1’aide de C
n’importe quel e € {0,1}" (i.e. le schéma des erreurs) avec w(e) < %. Dans ce cas, Bob retrouve
toujours ¢’ = ¢ et donc m’ = m. La recherche du vecteur d’erreur e* € {0, 1}" de moindre poids
de Hamming pour un syndrome d’erreur donné est une tache lourde nécessaire pour réaliser
le décodage au plus proche. Une fagon de rendre le décodage plus performant est de ranger
pour chaque syndrome s € {0,1}"7%, le vecteur d’erreur de moindre poids dans une table.
La correction d’erreur devient alors une simple recherche dans la table du vecteur d’erreur
associé au syndrome obtenu. La table peut étre volumineuse, car elle correspond au nombre
de syndromes possibles 2",

Le design de bons codes correcteurs d’erreur consiste justement a définir des codes avec
bons taux de transmsmission pour lesquels la correction d’erreurs puisse se faire efficace-
ment. Pour y parvenir, des codes avec certaines structures algébriques sont construits pour
permettre le décodage au plus proche en tirant partie de la structure pour y parvenir effica-
cement. Cette facon de procéder se fait souvent au prix d’une réduction du taux de trans-
mission. La théorie des codes correcteur a justement pour but le développement de codes
qui permettent la correction d’erreur efficace au meilleur taux de transmission.

5.2.2 Détection d’erreur

Un [n,k,d]-code C peut étre utilisé simplement pour détecter des erreurs de transmission
sans nécessairement chercher a les corriger. Cette tache est simple, elle ne demande que de
vérifier si le syndrome recu est nul ou pas, si la chaine recue ¢ est telle que ¢HT = 0 alors au
moins une erreur est survenue.

Si la distance minimum du code C et d, toute chaine d’erreur e € {0,1}" avec 0 < w(e) < d
produit nécessairement ¢ = c@e ¢ C. Le syndrome d’erreur résultant s = eH' ne pourra donc
jamais étre tel que s = 0 et la détection d’erreur de transmission sera faite avec succes.

5.2.3 Décodage final

Le décodage final qui permet a Bob de récupérer m’ € {0,1}* & partir de ¢’ € C peut toujours
étre défini de telle fagon que m’ = c{,c5,...,c; en choisissant la matrice génératrice de la
bonne fagon. Soit G € Ly ,(GF(2)) une matrice génératrice arbitraire pour le code linéaire
C. Puisque G contient des rangées linéairement indépendantes, nous pouvons appliquer

I’élimination de Gauss-Jordan pour obtenir une matrice G’ = (g{j)lsisk pour le méme code
1<j<n
dont la sous-matrice carrée satisfait (g{j)lsisk =1;.
1<j<k

Définition 78. Un [n, k]-code C avec une matrice génératrice G = (g; ;)1<i<k qui satisfait (g;;)1<i<k =

1
1<j<n 1<j<k

1t, G = (1 |G) pour G € Ly,,_(GF(2)) est dit sous forme systématique ou forme standard. La
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matrice génératrice du code copie alors les k bits du message aux k premiéres positions du mot code
correspondant.

Puisque n'importe quel code peut étre mis sous forme systématique (voir exercice 213), il
est toujours possible d’encoder I'information de sorte que les k premiéres positions du mot
de code contiennent le message transmis sans nécessiter d’autres traitements. Lorsque G est
sous forme systématique, une matrice de parité correspondante H est facile a dériver. En
effet, si G = (1;|G) alors H = (G |1,_¢). Nous avons bien alors, en accord avec (5.3), que

G
n—k

GHT = (1k|(;)(1 )z GoG=0.
Lorsque H est de la forme H = (G |1,_;) nous disons que le matrice de parité est sous forme
systématique.

Exercice 213. Prouvez formellement que pour chaque [n,k,d]-code C il existe un [n,k,d]-code
C’ sous forme systématique.

Il est noter que la mise d’un code sous forme systématique peut rendre le correction des
erreurs moins efficace.

5.3 Code répétition

Voyons maintenant un code linéaire extrémement simple et un peu naif, le code 3—répétition.
I1 s’agit du code qui copie trois fois un message d’un seul bit. C’est un [3,1, 3]-code, permet-
tant donc de corriger une seule erreur de transmission arbitraire. Il est facile de vérifier que
la matrice génératrice du code 3-répétition est

G=(1 1 1).

La matrice de parité associée est donc

110
H = .
(l 01 )
Il s’agit d’un code linéaire dont le bit de message apparait en premiére position (ainsi qu’en
deuxiéme et en troisieme) du mot de code correspondant, car la matrice génératrice est sous

forme systématique. La matrice de parité est également sous forme systématique car elle
contient la sous-matrice identité (n—k)x (n—k)=2x 2.

Exercice 214. Supposons une transmission d'un mot du code 3—répétition sur un canal symé-
trique binaire avec parameétre 0 < p < % Donnez la valeur maximale de p pour que la transmission
résulte en un bit décodé qui soit erroné avec probabilité moindre que p. Autrement dit, trouvez le
paramétre maximal d'un canal symétrique binaire pour lequel le code 3—répétition améliore la
fiabilité du bit transmis sur celui-ci.
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Le code 3-répétition peut étre facilement généralisé en code n-répétition, produisant un
[n,1,n]-code capable de corriger L%J erreurs a tous coups.

Exercice 215. Donnez la matrice génératrice et une matrice de parité pour le code n—répétition.

Nous pouvons modifier la matrice génératrice du code 3-répétition pour que le syndrome
donne directement la position de l’erreur lorsqu’il y en a une seule. Pour ce faire, considérez

,_(1 01
H‘(011)'

Exercice 216. Montrez que H’ est une matrice de parité pour le code 3—répétition.

I1 est facile de voir que le code 3-répétition produit un syndrome qui indique directement la
position de I’erreur. Si le mot requ est ¢’ = c@e avec w(e) = 1 et e; = 1 alors s = (s1,5,) = ¢’H'T =
eH'T (ou s € {0,1)% et 51,5, € {0,1}) est tel que i = decimal(s) ot decimal(s) = 2s; + s, est la
valeur décimale de la chaine  binaire s. Ceci est facile & constater puisqu’une seule erreur
retourne la colonne de H’ correspondant a la position i de l’erreur. Or, la premiere colonne
de H’ contient la chaine 10 (i.e. decimal(10) = 1), la deuxieme 01 (i.e. decimal(01) = 2) et la
troisieme 11 (i.e. decimal(11) = 3).

Exercice 217. Donnez la matrice de parité du code 7-répétition définie de telle facon que le syn-
drome donne les positions de deux erreurs presque directement lorsqu’elles surviennent, et donne
la position de Uerreur s’il y en a une seule.

5.4 Co-ensembles de code (Cosets)

A partir d’un [n,k]-code linéaire C nous pouvons définir plusieurs codes équivalents. A
chaque syndrome s € {0,1}"*, associons le code qui contient les mots u € {0,1}" tels que
s =uHT. 1l s’agit du code obtenu en appliquant une translation fixe a € {0,1}" a chaque mot
de code c € C. Plus précisemment :

Définition 79. Soit C un [n,k]—code binaire linéaire, pour chaque a € {0,1}", on définit
a+C:={adclceC} .
L'ensemble a + C est appelé co-ensemble de C correspondant a a.

Il est clair que si C est un [n,k,d]-code alors a + C contient 2k chaines de n bits, le nombre
de mots de code dans C. De plus, Ay(a+c,a+c’) = Ay(c,c’) > d. Notez que a + C n’est pas un
code linéaire a proprement parler, car a®c@®a®c’ = c®dc’ ¢ a+ C pour ¢ # ¢’ € C a moins que
a € C. Plus précisément,

Lemme 27. Pour n’importe quel code linéaire C sur alphabet binaire, nous avons :

4. Plus généralement, pour s = sq,55,...,5¢ € {0, 1}¢ nous définissons decimal(s) := Zle 261,
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1. Chaque b € {0,1}" est dans un co-ensemble, en particulier b+ C.
2. Les éléments a,b € {0,1}" sont dans le méme co-ensemble si et seulement sia®b € C.
3. #(a+C)=#C =2k,

Démonstration. L'item 1 est une conséquence du fait que C est linéaire et dong, il contient
0" € C. Nous en concluons que b € b+ C. L'item 2 est vérifié en observant que a,b € a+C
implique que a®c =b @&’ et donc que a®d b € C par la linéarité de C. Dans I'autre direction,
il est clair que si a,b sont tels que a@® b € C alors a®c = b pour un c € C. Il en résulte que
(ad®c)+ C =a+C, par linéarité. L'item 3 est une conséquence du fait que a®c=adc’ si et
seulement si c = ¢’ N

Le prochain lemme montre que n’importe quelle paire de co-ensembles d’un [n,k]-code
linéaire C représente le méme co-ensemble ou sont complétement disjoints. Ceci implique
que l’ensemble des co-ensembles de C pavent {0, 1}" parfaitement.

Lemme 28. Deux co-ensembles d’un code linéaire C sont disjoints ou coincident. L'ensemble des
co-ensembles distincts de C pavent uniformément {0,1}" :

{0,1}"=CU(a; +C)U (ap+C)U ... U(a,+C) , (5.5)
avec r = 2"k De plus, pour chaque y,z€{0,1}" etc=c’ € C,
v@c=z&c o yH! =zHT . (5.6)

Démonstration. L'exerice 218 vous demande de montrer que deux co-ensembles sont ou bien
disjoints ou coincident. L'équation (5.5) est une conséquence directe du lemme 27. Pour
I’équation (5.6), observez que :

v@c=2z8c = (v®c)H! = (z@c)H! = yHT =zHT .

Dans l'autre direction, y ®c # z® ¢’ pour chaque ¢,c¢’ € C implique que y @z ¢ C. Nous avons
donc que yHT = zHT. O

Exercice 218. Montrez que deux co-ensembles d’un code linéaire C sont disjoints ou coincident.
Montrez finalement (5.5).

Les co-ensembles d’un [n, k]-code C peuvent étre utilisés pour réaliser la table de décodage
mentionnée a la sect. 5.2.1. Pour chaque co-ensemble a+C, nous élisons comme représentant
le mot e € {0, 1}" de plus faible poids de Hamming tel que e € a+C. Ce représentant est appelé
meneur du co-ensemble a + C. La table de décodage contient alors, pour chaque syndrome
s € {0,1}"*, le meneur e(s) € {0,1}" du co-ensemble étiqueté par s. Lorsque le mot ¢ € {0,1}"
est recu, le décodage des erreurs consiste simplement a calculer ¢’ = ¢@e(¢HT) € C. Le mot
¢’ est le résultat du décodage au plus proche de ¢.

Les co-ensembles d’un code C peuvent générer une famille de codes lorsque nous considé-
rons les co-ensembles qui correspondent a des mots de code dans un code linéaire C’ qui
contient C.
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Définition 80. Soit Cy, C, deux codes linéaires tels que C, C Cy. On définit C;/C, = {c+ C;|c €
C,}, I'ensemble des co-ensembles de C, dans C;.

Les co-ensembles d’un code linéaire C, dans C; pavent C; comme ’ensemble des co-ensembles
de C, dans {0,1}" pavent {0,1}" (lemme 28). En particulier,

Lemme 29. Le nombre de co-ensembles distincts pour C1/C, est z_(C:;'

Démonstration. Par le lemme 27, pour chaque c € C; et ¢’ € C, c® ¢’ € C; et chaque c € C;
est tel que ¢ € ¢+ Cy, nous avons donc que Uxec, /¢, X = Ci. De plus, chaque X € C; satisfait
#X = #C,. Le lemme 28 nous montre que y+C, = z+C, ssi szT = ZHZT ou H, est la matrice de

parité pour C, et y+CyNz+Cy = 0 si yHI # zHI. 1l en résulte que le nombre de co-ensembles
distincts de C, dans C; est #C;/#C,. O

Les codes duaux nous serons tres utiles pour définir une famille de codes linéaires quan-
tiques au prochain chapitre :

Définition 81. Soit C un [n,k,d]|-code linéaire binaire. Le code dual C+ de C est
Ct:={x€e{0,1}"|(Vce C)[{x,c) = 0]} .

Nous avons par construction que
(CHt=C. (5.7)

Exercice 219. Montrez I’équation (5.7).

De plus, soit (hy,h,,...,h,) le vecteur contenant les colonnes de la matrice de parité H pour
C. Puisque pour chaque c € C,

cHT =0 = Zhi:o .
i:C,'ZI

C+ est donc le code généré par les colonnes de H. Autrement dit, H est la matrice génératrice
de C+. De la méme fagon, nous concluons que G est la matrice de parité pour C*. En effet,
¢’GT = 0 ssi ¢’ € C*. Nous avons alors que pour chaque x € {0, 1}Fet ze{0,1)"F,

xGHTz" = (xG)(zH)T = (xG,zH) =0 ,

puisque zH € Ct et xG € C. Le dual de C est l'annihilateur de C par rapport au produit
scalaire binaire. Le lemme suivant en est une conséquence.

Lemme 30. Pour C un [n,k]-code, nous avons
dim (C) +dim (Ct)=n .

Démonstration. Soit C un [n,k|-code avec matrice génératrice G et matrice de parité H. Le
sous-espace de GF(2)" généré par C est tel que dim(C) = dim(G) = k. Le sous-espace de
{0,1}" généré par Ct est tel que dim(C*) = dim(H) = n — k. Nous avons bien dim (C) +
dim(Ct) =n. O
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Définition 82. C est faiblement auto-dual si C c C+ et C est auto-dual si C = C+L.
Les observations suivantes sont faciles a vérifier.

Exercice 220. Montrez que le code a n—répétition est faiblement auto-dual si n = 0 mod 2 et
auto-dual si n = 2.

Le prochain exercice vous demande de montrer que les codes auto-duaux ont un taux de
transmission % = %

Exercice 221. Montrez qu'un [n,k]-code C est auto-dual s’il est faiblement auto-dual et k = 7.
La propriété suivante nous sera utile lorsque nous introduirons les codes correcteurs quan-
tiques de type CSS. Ces codes seront construits a ’aide de codes linéaires faiblement auto-
duaux.

Lemme 31. Soit C un [n,kl-code linéaire. Pour chaque x € C*+ et z & C+, nous avons que
Z(—1)<w> —ok—#C et Z(_U(w) =0 . (5.8)
yeC yeC

Démonstration. La premiere égalité (5.8) est trivialement observée par définition du code
dual C+. D’autre part, pour z ¢ C+, nous avons

Z(—1)<2r3’>: Z (_1)zGTwT: Z (_1)<s,w> '

yeC we{0,1}k we{0,1}k

avec s # 0 € {0,1}* puisque G est la matrice de parité pour CL et z ¢ C+. Il est maintenant
facile de constater que Zwe{oll}k(—l)“'w> = 0 puisqu’exactement 25~ chaines v € {0,1}* sont
telles que (s,v) = 0 et 2K°! chaines v’ € {0, 1}* sont telles que (s,v’) = 1. O

5.5 Code de Hamming

Le code suivant permet de corriger une erreur sur 7 bits en transmettant 4 bits d’informa-
tion. Le code est donc un [7,4, 3]-code et est appelé code de Hamming. La matrice génératrice
du code de Hamming sous forme systématique est la suivante :

1 000011
G- 0100101
1001 0110
00011171
Le code est donc sous forme systématique. Sa matrice de parité, quant a elle, est :

0
H=10
1

O = O
—__ o

1111
001 1f.
01 01
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Cette forme pour H permet de facilement recouvrer l'erreur produite. En effet, le syndrome
contient la position de l'erreur écrite en binaire, car chaque colonne contient son numéro
écrit en binaire.

Exemple 1. Soit x = 0110 un message de 4 bits a transmettre. Le mot de code de Hamming associé
dxestc=xG=0110011. Supposons que durant la transmission de c, une erreur en position 3 est
produite. Le receveur obtiendra ¢’ = 0100011. Comme nous l'avons vu précédemment, le vecteur
d’erreur e = 0010000 produira un syndrome s = c’'H' égal a la 3iéme colonne de H, s = 011. En
interprétant s comme un nombre écrit en binaire decimal(s) dont le bit le plus significatif est sy,
nous obtenons decimal(s) = 3, qui est bien tel que e; = 1.

Regardons maintenant le dual C+ de C. On observe que C* est le sous-espace généré par les
rangées de H. De plus, chacune des rangées de H est obtenue par une combinaison linéaire
des rangées de G. En effet, soient r{,r,, 13 les rangées de H et g1,9,, 93,94 les rangées de G.
Nous avons :

=841 =8®getr;=¢890g; ,

et C+ c C est donc faiblement auto dual, un (7, 3,d]-code avec d > 3.

Exercice 222. Assurez de comprendre pourquoi si C est le [7,4, 3]-code de Hamming alors CL est
un (7,3,d]~code avec d > 3. Trouvez la valeur de d pour C-+.

Exercice 223. Supposons une transmission d’un mot du code de Hamming sur un canal symé-
trique binaire avec paramétre 0 < p < 5. Donnez la valeur maximale de p pour que la transmission
résulte en 4 bits décodés qui soit sans erreur avec probabilité moindre que s’ils étaient envoyés sans
codage. Comparez avec votre réponse d l'exercice 214.

5.6 Bornes sur les codes correcteurs

Une question naturelle peut maintenant étre posée, quel est le taux de transmission qui
puisse étre atteint par un code correcteur linéaire binaire de distance d ? Plusieurs bornes
sont connues pour répondre a cette question. Nous introduisons deux bornes, la borne de
Hamming et la borne de Varshamov-Gilbert. La premiere donne un taux de transmission
maximal qui puisse étre atteint par un code binaire d’une certaine distance minimum. La
seconde est une borne sur le taux transmission atteignable par un code binaire linéaire.

Considérez en premier lieu un mot c € {0, 1}". Combien y-a-t-il de mots a distance de Ham-
ming moindre que d de c? Le prochain lemme, donné sans preuve, répond a cette question
par un expression qui fait appel a I'entropie de Shannon de la distribution de Bernoulli avec
parametre p = d/n.

Lemme 32 (inégalité de la téte des coefficients binomiaux). Soient A < % et n € N0 tels que
An e N. Alors,

~ A
8nA(1-A) i\!
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Voici la borne de Hamming pour les codes binaires. Elle établit le taux de transmission
maximal qui permette un code de distance minimum donnée. La borne de Hamming est
également appelée borne de paquetage de sphéres pour les codes binaires.

Lemme 33 (borne de Hamming). Un [n,k,d]-code binaire (pas nécessairement linéaire) doit

satisfaire

ESl—Hz(d 1—1) (5.9)
n 2n’ 2n

lorsque n — co.

Démonstration. Soit C un [n,k,d]-code et posons A := d/2n. Autour de ¢ € C, nous pouvons
définir une sphere S)(c) := {x € {0, 1}"|An(x,¢) < %} qui doit étre telle que S (c)N S, (c’) =0
pour toute paire de mots de code ¢ # ¢’ € C. Nous avons,

2" > Z#S/\(c)

ceC
Z (5.10)
o 8nA(1-1)
— ok m , (5.11)
8nA(l-2A)

ou (5.10) est une application du lemme 32. Appliquer lg(-) a droite et a gauche de l'inégalité
(5.11) montre ce que nous cherchons :

1-Hy(A,1-1)>

—_ - — .,

2n

k lg8nA(1-21)) k
n

]

Un [n,k,d]-code qui corrige pn erreurs pour 0 < p < 1 doit satisfaire d > 2pn. Le lemme 33
répete ce que le théoreme de codage sujet au bruit de Shannon énonce (théoréme 28) dans
le cas du canal symétrique binaire,

k
~ <1-Hz(p,1-p)=C(Cou(p)) , (5.12)
ou C(Cyn(p)) est la capacité du canal symétrique binaire (définition 68). La borne de Ham-

ming ne contraint pas le taux de transmission % atteignable par un [n,k, d]-code binaire par

bloc de distance minimum relative % au dela de la contrainte exprimée par le théoreme de

codage sujet au bruit de Shannon. La courbe de gauche de la Fig. 5.1 représente donc a la
fois la borne de Hamming pour les [n, k, d]-codes binaires et la capacité du canal symétrique
binaire avec parametre p = £

Plus intéressant est le fait que des codes linéaires existent qui permettent de corriger n’im-
porte quelle fraction constante p < } d’erreur, pour n suffisamment grand, & un taux de
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transmission % =1-H,(2p,1-2p). Ce résultat est appelé la borne de Gilbert-Varshamov.
Plus précisemment, elle établit qu'un code aléatoire obtenu en tirant uniformément et aléa-
toirement chaque entrée (chaque bit) de la matrice génératrice G € Ly ,,(GF(2)) pour k =
n(l — Hy(2p,1 — 2p)) aura distance minimum d ~ 2pn avec probabilité essentiellement 1. La
borne de Gilbert-Varshamov montre que des codes linéaires existent dont le taux de trans-
mission n’est pas trop loin de la borne supérieure établie par le théoréeme du codage résistant
au bruit, exprimée a 1’équation (5.12), pour le cas spécial du canal symétrique binaire. De
son coOté, la preuve de Shannon (théoreme 28) montrait bien que des codes aléatoires qui
satisfont (5.12) existent, mais ceux-ci ne sont pas linéaires et n‘ont pas nécessairement la
distance minimum suffisante pour toujours corriger les erreurs de transmission. Le codage
de Shannon permet de décoder sans erreur la plupart du temps (en fait, presque tout le
temps) en autant que le code soit choisi aléatoirement a chaque transmission. Les codes li-
néaires promis par la borne de Gilbert-Varshamov peuvent étre fixée une fois pour toute et
vont toujours permettre de corriger Ld%lj erreurs.

Théoréme 38 (borne de Gilbert-Varshamov). Il existe un [n,k,d]—code linéaire binaire pourvu

que
d-2
Z(?) <onk (5.13)

i=0

Démonstration. Par le théoréme 37, il s’agit de construire une matrice de parité H pour la-
quelle aucun sous-ensemble des colonnes de taille d — 1 ne contient des colonnes linéaire-
ment dépendantes. Il n’est pas trop difficile de montrer que ceci est possible lorsque (5.13)
est satisfaite. O

La borne de Gilbert-Varshamov peut étre exprimée d’une fagcon un peu plus simple en utili-
sant I'inégalité 32 :

Théoréeme 39. Pour 0 < 6 < %, 0<e<1-H,(5,1-0) et n suffisamment grand, il existe un
[n,k,d]—-code binaire linéaire qui satisfait % >1-H,(5,1-06)—¢et % > 0.

Exercice 224. Montrez comment obtenir le théoréme 39 a partir du théoréme 38.

L’existence de codes qui satisfont aux conditions exprimées aux théorémes 38 et 39 est éta-
blie en montrant que des codes aléatoires ont une probabilité essentiellement 1 de les satis-
faire. La borne de Gilbert-Varshamov grarantit ’existence de codes qui satisfont (5.14) mais
ne permet pas de les obtenir pour stre. Trouver un code qui atteint la borne de Gilbert-
Varshamov pour un n arbitraire est une tache que nous ne savons pas résoudre efficacement
en général. Nous pouvons seulement établir qu'un code aléatoire satisfait presque toujours
le borne de Gilbert-Varshamov.

Exercice 225. Montrez qu’il existe des codes binaires linéaires qui permettent de corriger presque
toujours les erreurs produites sur un cancal symétrique binaire avec paramétre p pour lesquels le
taux de transmission % est meilleur que la moitié de la capacité du canal.
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Les codes aléatoires ont un important probleme méme si nous étions assuré de leur distance
minimale, nous ne savons pas les décoder efficacement. Heureusement, certaines applica-

tions en cryptographie ne demandent pas aux codes correcteurs d’étre efficacement déco-
dables.

Sur un canal symétrique binaire avec parametre p, un code linéaire avec distance minimum

d > 2pn est suffisant pour corriger les erreurs de transmission dans presque tous les cas. La

borne de Gilbert-Varshamov nous promet que des [n, k, 2pn]|—-codes binaires linéaires existent
n—k

pourvu que = > nH, (2p,1 - 2p), car exprimé dans les termes de I’énoncé du théoreme 33,

un code linéaire capable de corriger d ~ pn erreurs (p < zli) existe tel que
k d d
—<1-Hy;|—-,1-—|=1-H,(2p,1-2p) . 5.14
< 2(n n) 2(2p,1-2p) (5.14)

Exercice 226. Expliquez pourquoi p < § d I'équation (5.14).

La borne de Gilbert-Varshamov peut étre spécialisée pour les codes faiblement auto-duaux
tels qu’introduits a la définition 82. Cette forme de la borne nous sera utile au prochain cha-
pitre lorsque nous verrons les codes correcteurs quantiques du type CSS, plus particuliere-
ment lorsque nous les utiliserons pour prouver la sécurité d’un protocole quantique de dis-
tribution de clé. La borne de Gilbert-Varshamov pour les codes faiblement auto-duaux nous
permet de garantir la sécurité du protocole pour tout taux d’erreur quantique p < 0.055. Nous
verrons pourquoi par la suite. Le preuve de cette version de la borne de Gilbert-Varshamov
n’est pas a notre programme. Elle est die a MacWilliams, Sloane et Thompson(1972).

Théoreme 40 (Gilbert-Varshamov pour codes faiblement auto-duaux). Pour p € [O,i], un

[n,k, 2pn]—code faiblement auto-dual C existe pour n — oo pourvu que
k
E <1 —H2(2p,1 —2p) .

Les applications que nous allons considérer lorsque nous introduirons les codes quantiques
du type CSS nous demanderons de construire des codes a partir de deux codes classiques,
un [n,k;]-code C; et un [n,ky]-code C, tels que C; € C; et C; et C5 ont distance minimum
plus grande que d. Un code faiblement auto-dual a cette propriété en choisissant C; = C+
et C, = C pour C* de distance minimum d. La borne de Gilbert-Varshamov ne permet pas
de garantir que C; = C* a distance minimum d, nous verrons plus tard que c’est bien le cas.
Nous avons alors que C, C C; pour C; = Cy- = Ct et C; et C; ont distance minimum d, par
construction.

Les deux bornes sur les codes binaires que nous venons d’établir sont représentées a la
Fig. 5.1. La courbe de droite est la borne de Hamming et celle de gauche est la borne de
Gilbert-Varshamov. La premiere nous donne une limite sur le taux transmission du meilleur
code pour une distance minimum donnée et la seconde nous donne les taux transmission
atteignables par des codes linéaires d’une distance minimum donnée.
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k/n

Ficure 5.1 — Les bornes de Gilbert-Varshamov(bleu) et de Hamming(rouge) pour les codes
linéaires. L'abscisse représente % et 'ordonnée le taux de transmission ;.

5.6.1 Erreurs d’effacement

Un canal a effacementindexcanal a effacement@canal a effacement est un canal qui remplace
certains symboles par un symbole spécial qui ne fait pas partie de I’alphabet et qui est appelé
symbole d’effacement. Par exemple, une mot de code binaire (0,1,1,0,0) qui transit sur un
canal a effacement pourraitétre re¢u comme (0,%,1,0,*) ou '+" est un symbole d’effacement.
Les codes correcteurs peuvent évidemment étre utilisés pour corriger les effacements. Une
facon consiste a remplacer les effacements par des bits a 0 par exemple et d’utiliser la cor-
rection d’erreur du code de facon standard. On peut faire beaucoup mieux cependant, car
savoir ou les erreurs de transmission sont disposées ne peut qu’aider a la correction d’erreur.
En fait, il n’est pas trop difficile de voir qu’un [n, k,d]-code permet de corriger jusqu’a d — 1
effacements tandis qu’il ne peut corriger que Ld%lj renversements de bit.

Exercice 227. Montrez qu’un [n,k,d]—code peut corriger d — 1 effacements.

5.6.2 Correction efficace des erreurs

En plus d’avoir un code avec un bon taux de transmission, les applications demandent la
plupart du temps que la correction d’erreur puisse étre effectuée efficacement. Ce n’est pas
le cas pour les codes aléatoires. La correction d’erreurs pour ces code ne se fait pas en temps
polynomial a moins que P = NP! En général, pour obtenir un code qui puisse étre décodé
efficacement, on doit sacrifier le taux de transmission atteignable pour un taux d’erreur
donné. Les codes qui sont décodables efficacement et qui permettent de corriger une fraction
constante d’erreurs a proximité de la borne de Gilbert-Varshamov sont rares, spécialement
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pour les codes binaires. Ils doivent intégrer une structure algébrique supplémentaire qui
permette d’effectuer le décodage au plus proche dans un espace de taille exponentielle en n.

5.7 Erreurs quantiques

A la sect. 4.1, nous avons vu plusieurs canaux de communication qui modifient d’une facon
ou d’une autre les qubits qui y sont transmis. Les canaux de renversement de bit, de renver-
sement de phase, de renversement de Pauli et dépolarisant peuvent tous étre exprimés par
I’action d’un opérateur de Pauli sur le qubit transmis avec une certaine probabilité.

Nous verrons plus loin que les erreurs de Pauli sont tres importantes en théorie des codes
correcteurs quantiques. Il nous sera utile de voir le bruit appliqué a un état |ip) € (C?)®"
consituté de n qubits transmis sur un canal par une séquence d’opérateurs de Pauli. Pour

€ {0,1}" une chaine de bits et U € U,(C) une transformation unitaire sur un qubit, nous
écrivons

U®:=U®U%Q... U ,

pour la transformation U appliquée seulement aux qubits aux positions 1 < i < n tels que
e; = 1. En particulier, X®¢, Z®° et Y®¢ := X®*Z®¢ indiquent des renversements de bit, de
phase et de bit et de phase aux positions i telles que e; = 1 respectivement. Notez que la
transformation appliquée pendant la transmission de n qubits sur le canal de renversement
de Pauli peut toujours étre donnée par deux chaines d’erreurs e* € {0,1}" et * € {0, 1}" pour
désigner les erreurs X®° 78",

Un cas spécial mérite notre attention, le cas d’un opérateur de Pauli appliqué sur une seule
position 1 <i < n parmi n. Nous utilisons dans ce cas une notation différente de celle donnée
plus haut :

Définition 83. Pour n € N*, nous dénoterons par X;,Y;,Z; € U, (C) pour 1 <i < n, les transfor-
mations de Pauli appliquées au qubit en position i d’un systéme de n qubits :

Xi1212®...12®X®12®...12 , ZZ'I:12®...12®Z®12®...12 et Yi::XiZi
S— — ~— ~—
i—1 fois n—i fois i—1 fois n—i fois

La transmission de n qubits dans 1’état i) € (C?)®" sur un canal de renversement de bit
consiste en l'opération quantique :

X (wXe)= ) pr-p)OXE|pxpxe . (5.15)
ecf{0,1}"
La méme chose pour le canal de renversement de phase :
poXp)= ) p O -p) Iz X p|z® . (5.16)
ec{0,1}"

Exercice 228. Donnez une représentation semblable a celles des équations (5.15) et (5.16) pour
le canal de renversement de Pauli P, (-).
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5.8 L’'impossibilité de cloner un état quantique

Nous montrons ici que cloner (ou copier) un état quantique arbitraire n’est pas possible par
une opération permise par la mécanique quantique. Les conséquences sont multiples, nous
y reviendrons.

Lemme 34. Il n’existe aucune opération CPCT C : L(A) —» L(B® B’) avec A ~ B ~ B’ telle que
pour chaque |{) € A,

C(lpXe) = [wXe|®[wXy] -

Démonstration. Soit U € L(A, B® B’ ® €) une isométrie telle que pour chaque p € D(A) nous
avons

C(p) =tre (UpU) . (5.17)
Soit i), |¢p) € A deux états purs arbitraires. En supposant 'existence de U, nous obtenons :
(p|w) = (U U|p)
= (@Kol
2 / )
- (ol (o o) a1
et (5.18) n’est pas possible, car pour 0 < [{(¢[i)| < 1 nous obtenons (¢p[p) = (qb|1,b)2(¢’|1,b’>.
Nous concluons que l'opération CPCT € n’existe pas. [

Exercice 229. Considérez une généralisation du lemme 34 aux cloneurs approximatifs. Nous
dirons d’un cloneur € : L(A) — L(B ® B’) qu’il est un (1 — 6)—cloneur si pour chaque |ip) € A,
AC([PXP)), [P XY @YX |) < 6. Donnez une valeur 5y > 0 qui soit telle qu’aucun (1-5q)—cloneur
n’existe.

Exercice 230. Construisez un %—cloneur C: L,(C) = L4(C) tel que défini a I'exercice 229.

5.9 Code quantique contre le renversement de bit

Le code 3-répétition peut étre utilisé dans le monde quantique pour corriger une erreur
produite durant une transmission sur un canal de renversement de bit. Un renversement de
bit est le produit de 'application de l'opérateur de Pauli X sur une position (un qubit) du mot
de code quantique. Ce code, décrit par la suite, est appelé code 3—répétition quantique contre le
renversement de bit. Le code 3-répétition quantique sera construit un peu différemment de sa
version classique, car copier des états quantiques est impossible en général. Il est toutefois
possible de copier un qubit dans la base canonique (base de calcul), c’est-a-dire qu’il est
possible et méme facile de copier un qubit trois fois si celui-ci est dans un état de la base de
calcul.

C’est de cette fagon que nous allons procéder. Considérez I’encodage d’un qubit réalisé par
I'isométrie Uz € £, g(C) qui produit 3 copies d’un qubit dans la base de calcul :

|0y +— 07):=]000)
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1) +— [1.):=]|111) .
Maintenant, considérez un état pur [ip) € C? arbitraire :

) = aloy+BI1) , lal? +[BP =1 .

L'encodage de [i) par 'isométrie Uj est :

|'PL> = U3|4’>

Il est clair que le projecteur

al000)+ BI111) = al0,) + Bl1L) -

Py :=]000X000]+|111X111] (5.19)

n’affecte pas les états i) du code, i.e. ceux qui sont produits par I'encodage Us. Pour chaque
) € C2 et [1p) = Us|ip), nous avons [1p ) = Byl ) et donc,

tr(Po|yprXyr|)=1 .

Soit X; pour i € {1,2,3}, la transformation de Pauli X appliquée au qubit en position i de
|r) (i.e. ’état [ip) est transmis sur un canal quantique et un renversement de bit X; lui est
appliqué en transit). Le receveur obtiendra,

|715L> = Xil‘sz> :

Considérez maintenant les projecteurs suivants :

P, :=]100X100[+[011X011] , (5.20)
P,:=]010X010[+|101X101| et (5.21)
P; :=1001%001|+ 110110 . (5.22)

Nous avons alors Py + P; + P, + P; = 1,3 et ces projecteurs forment un observable. Il est facile
de constater que :

tr(Pji'uELX'pLi) = tr(IJin|¢LX§bL'Xi) =0 -
Autrement dit, l'observable M., = {Py, P, P,, 3} produit le syndrome associé au code 3-

répétition. Si P; est observé alors un renversement de bit est détecté en position i. La cor-
rection est aisée, il suffit d’appliquer X; a |, ) lorsque P; est observé, car X;X; = 1,s.

Une autre facon d’exécuter la mesure du syndrome est de la séparer en deux mesures ap-
pliquées chacune sur deux qubits. Rappelons-nous comment représenter un observable par
un opérateur hermitien, comme décrit a la sect. 2.9.3. Les deux mesures sont décrites par
I'observable Z ® Z sur les qubits 1 et 2 et sur les qubits 2 et 3. Notons que :

Z®Z =]00X00[+|11X11|—]01X01|—|10X10] .

Lorsque le résultat +1 est obtenu pour les qubits 1 et 2, nous concluons que les deux qubits
observés n‘ont pas été affectés par un seul renversement de bit (i.e. mais les deux qubits
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peuvent avoir été renversés simultanément). Lorsque le résultat —1 est obtenu alors un des
deux qubits observés a subi un renversement de bit. En combinant ce résultat avec celui de la
meéme mesure sur les qubits 2 et 3, I'endroit exact du renversement de bit peut étre obtenu.
Dénotons par Z,Z, l'observable Z ® Z sur les qubits 1 et 2 et Z,Z3 le méme observable sur
les qubits 2 et 3. Soit (x,x’) € {~1,+1)? les résultats des deux observables, x pour Z;Z, et x’
pour Z,Z3 respectivement. Nous avons :

(x,x’) = (+1,+1) indique aucune erreur,

(x,x’) = (+1,-1) indique une erreur X3,

(x,x") =(-1,+1) indique une erreur X; et

(x,x")=(-1,-1) indique une erreur Xj.

La correction du renversement de bit peut maintenant étre appliquée.

Les deux fagons d’extraire le syndrome sont équivalentes. Dans certains scénarios cepen-
dant, il peut étre plus facile de réaliser des mesures sur deux qubits plutot qu'une seule
mesure sur 3 qubits.

Le code que nous venons de définir permet donc de corriger la transmission de 3 qubits
sur le canal de renversement de bit en autant qu’au plus un renversement se soit produit.
Evidemment, la protection offerte par ce code est trés limitée. Il ne peut s’agir d’un code cor-
recteur quantique contre une erreur arbitraire puisqu’il ne peut rien contre d’autres types
d’erreur comme les renversements de phase. Voyons maintenant comment détecter et corri-
ger les renversements de phase.

Exercice 231. Est-ce que le code 3—répétition contre le renversement de bit permet de corriger
(par la méme méthode) une rotation par un angle aléatoire 0 €g [0, %] (inconnu du receveur) d’un
seul qubit parmi les trois? La transformation R(0) qui applique une rotation par un angle 6 est
donnée par :
cos® —sin@
R(O):=| _. .
0) (sm@ cosO )

5.10 Code quantique contre le renversement de phase

Considérons maintenant une erreur de transmission produite par le canal de renverse-
ment de phase. Il est facile d’utiliser une variante du code 3-répétition pour se prému-
nir contre ce type d’erreur. Le code résultant, que nous décrivons par la suite, sera nommé
code 3—répétition quantique contre le renversement de phase. Une erreur de phase est modé-
lisée par l'action de l'opérateur de Pauli Z sur un qubit transmis. Comme Z = HXH, ou
H :=|+X0|+|-X1]| est la transformation d’Hadamard, nous pouvons voir le renversement de
phase comme un renversement de bit dans la base d’Hadamard. Ceci suggere d’encoder un
qubit dans la base de calcul dans trois qubits dans la base d’Hadamard. Soit V3 € £,¢4(C)
I'isométrie qui réalise cet encodage :

0) = [0):=[+++)
1 = I):=l---).
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Et un qubit dans I'état pur [ip) = @|0) + p|1) sera encodé par

1) = Va|p) = al+++) + pl-—-) .
Le projecteur sur le code Q est défini par :
Qo=+ ++X+++ +|-—=X———| = HZ®P,H® .

Et nous avons bien que
tr(Qo|4)LX‘PL|) =1.

Nous pouvons définir les projecteurs sur une erreur de phase pour chaque position :

Qpi=|—++X—++ + [+ ==X+ ——| =HZPH® |
Qp i= [+ =X+ = H 4+ |-+ ==+ | = HPP,H® et
Qs := [+ + =X+ + —| + |- —+X——+[ = HZP,H® .

Comme pour le code 3-répétition contre le renversement de bit, nous avons Qp + Q; + Q; +
Q3 = H® (Py + P, + P, + P3)H®® = 1,5 et pour chaque i € {1,2, 3},

tr(QiZi|¢LX¢L|Zi) =1.

L'observable M,, = {Qo, Q1,Q2, Q3} permet donc de détecter I'endroit ou un renversement
de phase a eu lieu sur [¢;). Il s’agit du syndrome associé au code 3-répétition contre le
renversement de phase. L'erreur de phase est aisément corrigée en appliquant Z; lorsque Q;
est observé, car Z;Z; = 1,s.

De la méme facon que pour le code contre le renversement de bit, le syndrome associé a
une erreur de phase peut étre obtenu en combinant deux observables appliqués sur deux
qubits de 1’état recu. Ces observables sont X; X, = H®?Z; Z,H®? et X,X; = H®?Z,Z5H®?. Si
(z,2') € {+,—)? sont les deux résultats obtenus alors :

z,Z’) = (+1,+1) indique aucune erreur,

— (z2) =

— (z,7')=(+1,-1) indique une erreur Z3,
— (z,2’) =(-1,+1) indique une erreur Z; et
— (z,2’) =(-1,-1) indique une erreur Z,.

Nous venons donc de voir un code quantique qui protege contre un renversement de bit
parmi 3 qubits et un autre qui protege contre un renversement de phase parmi 3 qubits. Le
code de Shor présenté a la prochaine section permet de combiner ces deux codes de facon a
obtenir un code qui protege contre n'importe quel renversement de Pauli.

5.11 Code de Shor

Nous savons comment détecter et corriger un renversement de bit et comment détecter et
corriger un renversement de phase. Le code de Shor (1995) utilise ces deux codes correcteurs
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pour en construire un qui détecte et corrige une erreur de Pauli arbitraire. Ces travaux de
Shor peuvent étre qualifiés de percée majeure en théorie de 'information quantique. Pour
la premiere fois, ils permettent d’envisager la mise au point d’un ordinateur quantique qui
puisse résister au bruit inhérent aux systémes quantiques laissés a eux-méme. Cette tache
pouvait méme sembler impossible a I’époque. Comment ajouter de la redondance a un état
quantique pour le rendre résistant au bruit lorsque copier est impossible?

Le code de Shor encode en premier lieu le qubit avec le code 3-répétition contre le renver-
sement de phase et ensuite encode chacun des 3 qubits résultants avec le code 3—-répétition
contre le renversement d’un bit. Soit [) = a|0) + §|1) un qubit dans un état pur. U'encodage
de [¢) avec le code de Shor est (1) = (Uz ® U3 ® Us) V3|i). Nous obtenons :

1) :%ﬁqooow 1111))®(]000) + [111)) & (|000) + [111))

p
+ 2\/§(|000) [111)) ®(|000) —|111))®(|000) —|111)) .

Le code de Shor encode donc 1 qubit dans 9. Montrons qu’il corrige n’'importe quelle erreur
de Pauli affectant un seul qubit. La détection et la correction d’erreur pour le code de Shor
se fait en deux phases séparées. La premiere phase détecte et corrige les renversements de
bit pour chaque groupe de trois qubits. Notez que plusieurs erreurs peuvent étre corrigées
en autant que chaque groupe de trois qubits n’est affecté que par au plus une seule erreur.
L'observable pour 'obtention du syndrome de renversement de bit est obtenu en appliquant
l'observable {Py, P, P,, P;} défini aux équations (5.19),(5.20),(5.21) et (5.22) sur chaque tri-
plet, il s’agit de l'observable Mys = {P; ® P, ® Py, }x, x, x5¢(0,1,2,3)- La correction est effectuce
sur le premier bloc de 3 qubits en position x; (si x; # 0), sur le deuxieme bloc en position
3+ x; (si x, # 0) et sur le troisieme bloc en position 6 + x3 (si x3 # 0).

La deuxiéme phase vise a corriger un renversement de phase. Notez que pour 1 <i,j,j' <3

Zyi-1yri[n) = Zagionye|or) -

C’est donc inutile de détecter la position d’un renversement de phase plus précisément qu’en
localisant le bloc de trois qubits sur lequel un renversement a eu lieu. Soit |G*) = %(IOOO) +
[111)) et |G™) = %(|000> —|111)). Le syndrome pour le renversement de phase est obtenu en

mesurant avec {Q,, Q;, Q5, Q3} ou

Q) = |G*XG*|®|GXG*|®|GTXG| +IGXGT®IGXGT®IGXGT
Qi = |G XG|®|G'XG"|®|G"XG"|+|G"XG'|®IGXG |®IGXG| ,
Q) = |G*XG*|®IGXG|®|G*XG|+IGXG|®|G*XG*|®IGXG | et
Qy = |G'XG|®|G"XG'|®IGXG |+|GXGI®IG XG|®|GTXG"| .

Nous avons que pour 1 <i,j <3,
tr(QplwrXur|) = 1 et tr(QZs(i1)j|PLXL|Z3i-1)45) = 1 -
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Si le syndrome Q]’-,l < j < 3 est obtenu alors Z3(j_1),1 corrigera le renversement de phase.
Notez que {Q;, Q;, Q5, Q;3} n'est pas un observable

Exercice 232. Supposons que le code de Shor est utilisé pour des transmissions sur le canal de
Pauli avec parametre 0 < p < % Quelle est la valeur maximale de p qui permette au code de Shor
de produire un qubit du coté du receveur dont la probabilité d’erreur est meilleure que p ?

Le code de Shor détecte et corrige un renversement de bit et un renversement de phase
arbitraire. En particulier, ceci signifie que le code de Shor protege également contre un ren-
versement de bit et un renversement de phase appliqués sur le méme qubit. Ceci correspond
a la transformation de Pauli Y. En conclusion, nous avons un code qui corrige une erreur de
Pauli arbitraire sur 9 qubits, une code qui protége contre un renversement de Pauli. Comme
le montre l'exercice 167, le code de Shor protége donc également pour le méme prix contre
une erreur introduite par le canal dépolarisant.

Exercice 233. Donnez une disposition pour le maximum d’erreurs X et Z que le code de Shor
permettrait de corriger avec succes si la correction des renversements de bit pour chaque triplet
était exécutée complétement peu importe ce qui est survenu aux triplets précédents.

Exercice 234. Supposons que vous disposiez d’un appareil permettant I'encodage, le décodage et
la correction pour le code de Shor. Montrez comment vous pourriez utiliser cet appareil pour en-
coder, décoder et corriger deux erreurs de Pauli arbitraires sur 81 qubits. Généralisez en montrant
comment mettre au point un code sur 9 qubits qui permettent la correction de n’importe quelles
k erreurs de Pauli. Les codes construits de cette facon sont appelés codes concaténés

Les codes concaténés permettent de convertir un code par bloc qui corrige t erreurs en un
code pour des blocs de taille croissante pour lequel le taux d’erreur de décodage peut tendre
vers 0 exponentiellement rapidement dans la longueur du bloc. La construction utilise le
code par bloc comme code interne et un code externe pour corriger les erreurs de décodage
du code interne. Le code externe peut étre dérivé ou non du code interne. Habituellement, le
code externe est un code sur un alphabet qui contient autant de symboles que le nombre de
messages qui peut étre codé par le code interne. Cette technique, diie a D. Forney en 1966,
a été utilisée pour les communications spatiales dans les années 1970s.

5.12 L’universalité du bruit de Pauli

Tentons d’identifier le bruit contre lequel le code de Shor protege 'information quantique.
Nous savons qu’il protége contre le canal de renversement de Pauli qui affecte un seul qubit.
Peut-il faire mieux? Nous verrons qu’il protége en fait contre n'importe quel type de bruit
qui n’affecte qu'un seul qubit.

Supposons que I’environnement applique 'opération quantique & = {E}; sous la forme de
Kraus. Si le mot de code quantique |¢; ) est transmis sur le canal, I’état sera modifié comme :

EpXer) = ) EelwiXwdlE; -
k
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Rappelons-nous que l'interprétation physique de l'opération quantique £ = {Ej}; est celle
que nous avons vue a la sect. 3.10.2, avec probabilité tr(|i; X1 |E; Ex) 'opération quantique
appliquée est

Ex|prXr|E} |
(Pr|E;Ex|pr)

Supposons maintenant que l'opération £ affecte un seul qubit pendant la transmission de
|1 ). Il en résulte que Ej affecte un seul qubit pour chaque k. Si Ej n’affecte qu’un seul qubit
alors Ejy agit comme l’identité sur toutes les positions sauf une, soit 7; cette position.

Puisque {1,X,Y, Z} forme une base pour les opérateurs sur un qubit (i.e. comme mentionné
a la sect. 2.5), nous pouvons écrire E; comme une combinaison linéaire aux coefficients
complexes de celles-ci :

Ex=egl +eX; +e,Y; +e,Z (5.23)

iy 7
et
Ek|lPL> = €0|'PL> + €xXik|¢L> + eink|1/’L> + ezZik|l/’L> - (5.24)

L'obtention du syndrome complet fixera I’erreur de Pauli, X;_avec probabilité le.|?/ (YLIE EklYr),
Y;, avec probabilité |ey|2/(z,bL|EZEk|z,bL) et Z; avec probabilite |ez|2/(1,bL|EZEk|11DL>. Cette obser-
vation est prouvée a la section suivante dans un contexte plus général.

Exercice 235. Montrez comment appliquer le raisonnement qui meéne a (5.23) et (5.24) dans le
cas oul Ey est garanti de n’affecter que t qubits dans le pire des cas.

Voyons maintenant des conditions qui font que le code de Shor corrige une erreur arbitraire
sur 9 qubits. Nous allons obtenir des conditions que doivent satisfaire les codes correcteurs
quantiques pour qu’ils soient possible de corriger le bruit £ = {E;};, exprimé sous forme de
Kraus. Soit {|i¢)}, une base pour le sous-espace P généré par les mots du code.

Une condition qui doit étre respectée est que pour E;, E; € {E;};, les mots de codes [i),) et
[iber) pour £ # ¢’ ne doivent pas étre confondus par les erreurs E; et Ej

(We|EEj ey =0, (5.25)

c’est-a-dire que E;|{¢) et Ep[(p,r) sont orthogonaux. Autrement, la correction ne pourrait pas
toujours corriger les erreurs produites par 'opération quantique {E;};.

Exercice 236. Montrez que si (5.25) n’est pas satisfait alors le code n’arrive pas toujours d corriger
avec succes les erreurs produites par 'opération {E;};.

Il est tentant d’ajouter une autre condition pour qu'un code correcteur permette de corriger
les erreurs {E;};. Le syndrome des erreurs doit étre différent pour deux erreurs différentes
sur le méme mot de code. Autrement, comment pourrions-nous corriger? Cette condition
peut étre écrite pour tout i # j comme :

(Pe|E;Ej|9e) =0 . (5.26)
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Cette condition n’est cependant pas nécessaire pour corriger avec succes E; et E;. Le code
de Shor, par exemple, corrige une erreur de phase Z;,Z,,Z; de la méme facon, sans distin-
guer Z; de Z, et Z3. La méme remarque pour les erreurs de phase Zy,Zs5,Z¢ et Z;,Zg,Zy.
Nous n‘avons donc pas besoin d’identifier ’erreur précisemment pour pouvoir la corriger.
La condition que nous verrons a la prochaine section pour qu'un code corrige pour {E;};
est qu’il existe une fagon de représenter l'opération quantique avec décomposition de Kraus
{E;}; par une décomposition de Kraus {E}; pour laquelle la condition (5.26) est vérifiée (i.e.
<¢5|E;*E1{|¢g> =0 pour i # j). C’est ce qui est montré a la section suivante, au théoreme 42.

5.13 Conditions pour la correction d’erreur

Soit C un code quantique qui protége contre le bruit £ = {E;};. Supposons qu’il encode un
état quantique de k qubits |) € (C?)®F dans un état quantique |, ) € (C?)®" de n qubits avec
n >k, via une isométrie U € Ly ,u(C) telle que [ipy) := Ulp). Nous supposons que le bruit £
est CPCT, il préserve donc la trace.

L'opération qui corrige les erreurs £ et décode ensuite peut étre vue comme une opération
CPCT R: £,4(C) = L,k(C) avec la propriété

RE(prXwr) = [oXy] -

En pratique, R mesure le syndrome et corrige les erreurs qui y sont associées avant de déco-
der en exécutant U". Pour C un code quantique, nous définissons Pc = } c(o 1k UlxXx|U", le
projecteur sur ’espace du code C.

Lemme 35. Soit C un code quantique et soit P le projecteur sur celui-ci et soit R l'opération
CPCT qui corrige et décode les mots du code C. Soit & une opération quantique CPCT avec dé-
composition de Kraus {E;};. Si R corrige & alors

PCE;EZ"PC = ai,i’PC ’ (527)
ou (a; jv); i est une matrice hermitienne de nombres complexes.

Démonstration. Soit £ = {E;}; un ensemble d’erreurs CPCT qui peuvent étre corrigées et
décodées par R = {Ry}; sous forme de Kraus. Pour chaque mot de code |¢;) = Uly), ou
U e L(A,A) est 'isométrie d’encodage du code, nous avons

) URGE|[pLX L] EiR, U = [wr X | - (5.28)
h,i

Puisque £ et R préservent la trace, (5.28) implique que pour chaque p € D(A),

Z URLE:Pcp PcEIR,U" = Pcp Pe (5.29)
h,i
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Nous concluons que les opérateurs de Kraus {UR}E;Pc};; définissent une opération équiva-
lente & la seule opération {Pc}. Le théoréme 22 permet > de conclure que chaque URE;P; =
cp,iPc pour ¢y ; € C (i.e. les opérateurs d'une forme peuvent étre représentés par une combi-
naison linéaire des opérateurs de l'autre forme). Et en prenant l'adjoint, PcE;R, U* = ¢} ;Fc,
nous obtenons

PCE;R;I U” URhEifPC = PCE;R;ZRhEi’ Cc = C;Z,ich,i’PC .

En sommant sur h, nous obtenons :

Y PCE;R,R,EiPc = PeE[EvPc = )¢, eiPe = aiPe -
h h

Notons finalement que a;; =} j ¢, .cp i = ) _p(c) cni)* = @), ; et (a;;v); v est hermitien. O

Exercice 237. Montrez que le code contre un renversement de phase satisfait la condition du
lemme 35.

Exercice 238. Montrez que le code de Shor satisfait la condition du lemme 35 pour les erreurs
(X, Y., Z):,.

L’équation (5.27) n’est pas seulement une condition nécessaire pour la correction des erreurs
{E;};, elle est également suffisante. Cette condition est appelée la condition de correction d’er-
reurs quantiques. Tout code pouvant corriger {E;}; doit satisfaire (5.27) et tout code pour
lequel (5.27) est satisfait peut corriger {E;};. La suffisance de la condition (5.27) pour l’exis-
tence d’un code correcteur pour {E;}; est exprimée au théoreme suivant qui est donné sans
preuve.

Lemme 36. Soit C un code quantique et soit Pc le projecteur sur celui-ci. Soit & une opération
quantique CPCT avec décomposition de Kraus {E;};. Il existe une opération CPCT R qui corrige
et décode les mots de code modifiés par £ lorsque

PcEJE; Pc = aiiPc (5.30)
o (a;;); i est une matrice hermitienne de nombres complexes.

La condition exprimée aux lemmes 35 et 36 peut étre vue un peu différemment. Soit {|i,)},
une base orthornormée pour le sous-espace P- du code C qui protege contre les opérateurs
de bruit {E;};. La condition (5.30) implique donc que :

(e| PcE;Ep Pe|er) = ai i (el Pe|toer) = (We|EEs |} = e - (5.31)

5. Le théoréme 22 nous dit que si deux décompositions de Kraus {E};, € 2LA) et {Fj}j € 2L sont telles que
pour chaque p € D(A), ), ExpE; =} ; F]-pF; alors chaque opérateur d’'une décomposition est une combinaison
linéaire des opérateurs de l'autre décomposition avec les coefficients de chacune des combinaisons formant un
matrice unitaire. Le théoreme demeure vrai méme si {Ej}; et {F;}; ne sont pas des opérations quantiques qui
préservent la trace. C’est le cas ici, {Pc} ne préserve pas la trace.
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L’égalité de droite a ’équation (5.31) indique que pour € = €', (¢|E;E;|pp) = 0, ce qui
est la condition établie a ’équation (5.25). Nous avons également que (i¢|E E;[i)¢) = a; ; =
(Ye|E7E;[ihe), et l'erreur E; ne change pas la taille relative des états du code sur lesquels elle
agit. Le théoréme suivant utilise cette facon d’écrire la condition pour la correction d’erreur
donnée aux lemmes 35 et 36. La condition résultante est équivalente a la condition originale.

Théoreme 41. Un gcode C, avec projecteur Pc sur le sous-espace qu’il engendre, corrige les erreurs
E ={E;}; si et seulement si pour chaque i,i’ nous avons

(Pe|ESEv|per) = aiider

ot (a; j»); ;- est un opérateur hermitien et {|1;)}, est une base orthornormée pour Pe.

Nous montrons maintenant que R protége contre n'importe quel bruit F dont les opéra-
teurs de Kraus {F;}; sont des combinaisons lineaires des opérateurs de Kraus pour £. En
particulier, un code qui protege contre t erreurs produites par le canal dépolarisant, corrige
également t erreurs produites par le canal de Pauli et toutes les erreurs qui n’affectent pas
plus de ¢ positions.

Théoreme 42. Supposons que C est un qgcode et R est une opération de correction d’erreurs et
décodage pour les erreurs produites par & = {E;};. Soit F = {F;}; une autre opération modélisant
les erreurs telle que pour chaque j, F; =) _;e; ;E; avec e; ; € C alors R protege contre F également.

Démonstration. Soit |ipr) € € un mot de code et |p) € A tel que [pr) = Ulyp), I'état encodé
dans [y ). Puisque R corrige les erreurs {E;};, le lemme 35 nous indique que

PcEjEjPc =a; i Pc ,

pour (a; ;/); 7 hermitien. Par le théoreme de décomposition spectrale, il existe un opérateur
unitaire u tel que uau” = d avec d diagonal. Posons {E,},; avec

Eé = ZuiygEi ,

1

est tel que £ est une opération CPCT avec décomposition de Kraus {E,},, car le théoreme 22
nous indique que les décompositions de Kraus {E;}; et {E,}, décrivent la méme opération
lorsque chaque E, peut étre représenté par une combinaison linéaire de {Ey}; avec coef-
ficients (ug;)¢; qui forment un opérateur unitaire. Si pour chaque j et {, F; =} ;e;;E; et
E, =) ugiE;alors F; =}, e]’.’eEé pour e},e € C. Observons maintenant que,

PC [ZMZ,ZE;) [Zugfyi/Ei;] PC

i 7

i
= Z uz’i ug/,i/PcE;EifPC

i,i’

PcEJEPc
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= E up ;e e i Pe

i,i’

= dg’g/Pc . (5'32)

L’égalité (5.32) implique que pour ¢ = ¢’ et pour chaque mot de code |¢;), nous avons
(Yr|E;/E, ) = 0, car PcE;'E, Pc = 0. Autrement dit, E, transforme [¢;) en un état ortho-
gonal a E, |1y ) pour chaque ¢’ # £. Les deux erreurs sont parfaitement distinguables.

p].]

_ Z[ZwE ]|¢LX¢L|[X z]]

j 14

_ 7 )%
= ) i RE

j;€;€’

Nous avons,

I
=

F(lpXwel) ) FilwXwn
j

(5.33)

Pour une isométrie W € L(C, A ® X), nous avons R(p) = tr(WpW™). Nous pouvons mainte-
nant ré-écrire (5.33) comme

FlocXwd]) = ) e efptra(WEwi Xur|[EpW)+ ) le P tre (WE; E; W)
jl=t il
- Z|e]’.’€|2trx( E;/W*) (5.34)
1B

E;)

T
T

= [oXy| (5.35)

ou (5.34) est une conséquence de (5.32), les états non-normalisés ) ® |p;) = WE[ihr) et
i) ® |pe) = WE,|ipy) sont orthogonaux lorsque ¢ # ¢’. L'exercice 239 vous demande de
vérifier cette affirmation. Il s’en suit que tro(WE, [ XYL |E; W) = troc ([P X @ [ X perly) =
(pelelpXp| = 0, car (p¢lp,) = 0. L'équation (5.35) est une conséquence du fait que R
corrige E,. O

Exercice 239. Retour a la preuve du théoréeme 42. Considérez le code C de I'énoncé qui corrige
pour & ={E}};, l'opérateur d’erreur E, € L(C) qui peut étre corrigé par le code C et ensuite décodé
par Uisométrie W € L(C, A ® X) qui réalise R. Nous avons alors [1)) ® |pe) = WE,|r) pour |{r)
Uencodage de I’état 1) selon le code C et o1t |Qy) est un état possiblement non normalisé. Montrez
que pour E, et E,, deux erreurs distinctes, nous avons (@¢|@¢) = 0.

Exercice 240. Montrez qu’un code qui permet de corriger un erreur Y (mais pas une erreur X ni
une erreur Z) corrige également une erreur de rotation R(0), comme définie a I'exercice 231.
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5.14 Codes contre les erreurs arbitraires et les effacements

Les codes quantiques qui permettent de corriger n'importe quelles erreurs sur t positions
sont appelés ® codes correcteurs qui corrigent t erreurs (nous laisserons souvent tomber 1’ad-
jectif correcteur et I'utilisation du terme code désignera un code correcteur par la suite). Un
code quantique C qui encode k qubits dans n est dit de dimension k et de longueur n. Cette
facon de définir la dimension d’un code peut porter a confusion. En effet, la dimension du
sous-espace de (C?)®" engendré par les mots de code de C est 2* et non k.

La distance minimum d’un code quantique est un peu différente de sa version classique. Il
s’agit du nombre de positions minimum sur lesquelles des opérations permettent de passer
d’un mot du code a un autre. Il s’agit du chemin le plus court entre deux mots du code
déterminé par des opérations qui affectent un seul qubit, appliquées une a la fois séquen-
tiellement. Si le code corrige t erreurs alors sa distance minimum doit satisfaire la méme
identité que pour les codes classiques :

V—1| >t . (5.36)

Exercice 241. Montrez I’équation (5.36).

Définition 84. Un code quantique C de dimension k, de longueur n et de distance minimum d est
appelé [[n, k,d]]-qcode. Lorsque la distance minimum n’est pas connue ou n’est pas utile dans le
contexte, nous disons de C qu’il est un [[n,k]]-qcode. Le taux de transmission d’un [[n, k]]—-gcode
k
est .
n

Le code de Shor est un [[9,1]]-qcode qui corrige une erreur. Nous verrons plus loin qu’il
existe des codes quantiques capables de corriger une erreur avec une taux de transmission
plus élevé que le code de Shor.

Exercice 242. Donnez la distance minimum du code de Shor. Expliquez votre réponse.

Le prochain lemme montre qu’un code qui corrige t erreurs arbitraires sur un mot de code
peut corriger 2t erreurs a des endroits connus. Autrement dit, un [[n,k,d]]-qcode permet
de corriger d — 1 erreurs a des positions connues, tandis qu’il peut corriger Ld%J erreurs
arbitraires. Cette propriété nous permettra d’établir que le code le plus court pour un qubit
qui permet de corriger n’'importe quelle erreur doit avoir longueur n > 5.

Lemme 37. Soit C un [[n,k]|]-qgcode qui corrige t erreurs arbitraires. Alors, C permet de corriger
2t erreurs lorsque les positions erronées sont connues.

Démonstration. 11 s’agit de montrer qu'un code qui protege contre toutes les erreurs sur t
positions satisfait la condition de correction d’erreur décrite au théoréme 41 pour au plus 2¢
erreurs arbitraires aux positions connues I C {1,...,n}. Soit P le projecteur sur le qcode C et
soit {|¢y)}¢ une base orthornormée pour le sous-espace défini par Pc.

6. d’une facon tres originale.
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Puisque C corrige t erreurs arbitraires, il permet de corriger les erreurs produites par 'opé-
ration quantique @ avec décomposition de Kraus Q := {\/yX®*Z®%}, .c(0,1)n: #(ilx,=1 rz=1)<t =
{Ej}; ou 0 <y <1 est choisi pour que y soit la probabilité d’une distribution uniforme sur les
opérateurs de Pauli de poids au plus t (ou le poids de X®*Z®* désigne le nombre de positions
it.qg.x;=1Vz; =1).Parle théoreme 41, le code C satisfait

(e

iEilbe) =ajjpoce

pour (& » un opérateur hermitien.

.’ )] j

Pour I C {1,...,n} avec #I < 2t quelconque, considérons l’ensemble Q; des opérateurs de
Pauli qui agissent non-trivialement seulement aux positions dans I. Soit {E \/— Wiweg,
la décomposition de Kraus de l'opération quantique £ qui applique un operateur de Pauli
dans Q aléatoirement et uniformément. Nous voulons montrer que C corrige les erreurs
produites par E. Notez que E; et E/, satisfont W; ;; := E’E;;/y’ € Q. Puisque les opérateurs
de Pauli qui agissent sur les positions dans I forment un groupe sous la multiplication, on
peut toujours écrire E7E;; comme le produit de deux opérateurs de Pauli agissant chacun sur
au plus t positions dans I. Définissons Iy C I qui contient les min (#I,¢) premieres positions
de I et I; C I qui contient les max (0,#I —t) positions de I suivantes (i.e. [yNI; =0, #[j <t
et #I; < t). Nous pouvons toujours trouver Fl- i’ € Qy, et P' v € Qp, tels que W;;» = P;,i'Fi’,i"

Puisque C sorrige {E;}; et \/Y'F; i1, \JY F };, nous avons

)= 7" (Pe|Wiio|[per)
= <9D€|\/7P;,i’\/7pil,i’

’
- Oéi,i/ 6&6/ »

(e|EFE],

et C corrige donc pour 2t positions connues affectées par des opérateurs de Pauli. Puisque
{E[}; forme une base pour les opérateurs qui agissent sur les positions dans I, nous concluons
par le théoreme 42 que C corrige n’'importe quelles 2t erreurs aux positions I connues. [

Exercice 243. Montrez que si P est un opérateur de Pauli agissant sur d —1 positions alors il peut
étre écrit comme P = QR ont Q agit seulement sur seulement t positions et R agit sur seulement
d—1—t <t positions.

Un canal quantique a effacement est un canal quantique qui remplace avec une certaine
probabilité un qubit en transit par un état distinct. Par exemple, les qubits dans 1’état
|¢) = @|0000) + B|1111) apres avoir transité sur un canal a effacement peuvent étre regus
comme [1D) = yo(a]00 % 0)+ B|11 = 1))+ (a[*00%) + B|+11x)) ol |*) est I'etat correspondant a un
symbole d’effacement.

Exercice 244. Montrez que si C est un qcode qui corrige d — 1 erreurs arbitraires a des positions
connues alors C corrige d — 1 effacements.
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5.15 Deux bornes sur les codes quantiques

Dans cette section, nous verrons deux bornes simples sur l’existence de codes correcteurs
quantiques. Nous verrons la borne du singleton et la borne de Hamming quantique. Ces
bornes sont des bornes supérieures, des bornes que les codes quantique doivent satisfaire
pour exister. La borne de Hamming est bien adaptée au cas asymptotique, comme sa version
classique. La borne du singleton permet, quant a elle, de déterminer l'optimalité d’un code
quantique dans certaines conditions. Comme par exemple le code avec le meilleur taux de
transmission pour corriger une seule erreur arbitraire.

La premiere borne est celle de Knill et Laflamme que I’'on nomme borne du singleton. Cette
borne s’applique a tous les codes, pas seulement a ceux sur un alphabet binaire.

Théoréme 43 (borne du singleton). Si un [[n,k,d]]-gcode existe alors il doit satisfaire
n—k>2d-1) .

Exercice 245. Prouvez la borne du singleton pour les [[n,1,d]]-qcodes en transformant un gcode
qui est meilleur que la borne du singleton en une machine a cloner les états quantiques, ce qui est
impossible.

La borne du singleton est obtenue en montrant que si un code était tel que n —k <2(d - 1)
alors il pourrait étre utilisé pour cloner un qubit arbitraire, ce qui n’est pas possible. L'idée
est qu'un code quantique qui corrige t erreurs peut étre utilisé pour corriger 2t erreurs si
les positions des erreurs sont connues. Il s’agit d’une version plus sophistiquée de la borne
du non-clonage qui établit que n > 2(d — 1). Le prochain corollaire nous indique que pour
corriger une erreur arbitraire sur un seul qubit encodé, il est nécessaire d’avoir des mots de
code de longueur au moins 5.

Corollaire 6. Un [[n,1,3]]-gcode doit satisfaire n > 5.

Il est toujours possible que le code de Shor ait le meilleur taux de transmission pour la
correction d’une erreur sur un qubit encodé. Nous verrons que ce n’est pas le cas, nous
pouvons faire mieux.

La borne de Hamming quantique est une simple adaptation de la borne de Hamming clas-
sique, que nous avons également appelée borne de paquetage de sphéres a la sect. 5.6. Cette
borne s’applique a tous les codes, peu importe leur alphabet.

Théoréme 44 (borne de Hamming quantique). Si un [[n,k, d]]-qcode existe alors il doit satis-
faire
L5

Z (’7)3]’ ok <on
j

j=0

La borne de Hamming quantique peut étre exprimée dans sa version asymptotique. Elle
résulte en la condition suivante :
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Théoréme 45 (borne de Hamming quantique asymptotique). Si un [[n,k, 2pn]l-qcode existe
pour p € [0, %] alors il doit satisfaire, pour n suffisamment grand,

k
~<1-H,(p,1-p)-plg(3) .

La figure 5.2 montre les bornes de Hamming classique et quantique. La borne quantique
montre qu’il est impossible de trouver un [n,k,d]-qcode avec % >0 et % Z 0.38. Autrement

dit, aucune code quantique ne peut corriger une taux d’erreur % = %Ld%lj 2 0.19 tandis que
la borne de Hamming classique n’interdit pas de trouver un code pour corriger un taux
d’erreur £ < % La borne du singleton interdit ’existence d’un code quantique a taux de

1 1

transmission non nul lorsque % > 5 ce qui donne £ > ;

=2

k/n
1.0k

08
06
04

02!

Ficure 5.2 — Les bornes de Hamming classique(rouge) et quantique(bleu) ainsi que la borne
du singleton quantique(vert), des limites sur 'existence de codes.

5.16 Lectures supplémentaires

Le traitement que nous avons fait des codes correcteurs classiques peut étre approfondi en
consultant le livre de MacWilliams et Sloane[MS78]. Cet ouvrage donne des constructions
standards pour des codes correcteurs classiques. Les bornes sur les codes classiques que nous
avons vu y sont prouvées formellement. La preuve de la borne de Gilbert-Varshamov pour
les codes faiblement duaux est donnée dans l’article de Calderbank et Shor[CS96]. Notre
traitement des codes quantiques est semblable a celui du livre de Nielsen et Chuang[NCO00].
La preuve du théoréme 36 que nous n’avons pas vue y est présentée. Le cours (accessible sur
vidéo) que D. Gottesman a donné a IQC (Waterloo) est trés bon pour en savoir plus sur les
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codes correcteurs quantiques et la tolérance aux fautes de 'ordinateur quantique[Got12].
Un cours a Caltech donné par John Preskill est également trés bon pour aller plus loin que
nous l’avons fait ici[Prel4].
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