Chapitre 5

Les classes P et NP



Définitions 5.1. Pour w € ¥* et v € I'*, on dit que la MT
M = (Q? 27 Pa 57 40, 4a QT)

e accepte le mot wsi (¢, qo, w) F (u,qq,v);
° rejette w Sl (5,q0,w) - (U,qr,’v);
e dans les autres cas on dit que M boucle.

L(M) désigne I'ensemble des mots acceptés par M.



Réductibilité

Définition 5.2. Le langage A se réduit au langage B, noté A < B, si il existe
une fonction calculable
f X =¥
telle que
Vwe ¥ : we A& f(w) € B.



Théoreme 5.3 (transitivité de la réductibilité). Si A < Bet B < (,alors A < C.

Preuve. La preuve est laissée en exercice. H



Soit M une MT qui s’arréte sur toutes les entrées possibles.
Comment définir le temps de calcul de M sur un mot w?

Une définition naturelle est le nombre de transitions avant I’arrét de M sur
entrée w.

Quel sera le temps de calcul de M ?

Définition 5.4. Le temps de calcul de M est la fonction

f:N— N
n — max {temps de calcul de M sur w}.

[w|=n

On dira que M fonctionne en temps f(n), ou que sa complexité de temps

est f(n).



La classe P

Définition 5.5.

TIME(t(n)) ={L | L est décidé par une MT en temps O(t(n))}.

Définition 5.6. La classe de complexité P est définie comme suit :

P =[] TIME(n").
keN



Remarque 5.7. Sip(n) et g(n) sont des polyndmes alors

p(n) + q(n), p(n)q(n), et p(q(n))

sont aussi des polyndmes.

Remarques 5.8.

o La classe P est robuste par rapport a un changement raisonnable dans le
modele de calcul : les MT avec un ruban, k rubans, k tétes de
lecture/écriture, et plusieurs autres modeles définissent la méme classe de
langages P.

e La classe P correspond aux langages décidables en pratique en un temps
raisonnable.



Exemples 5.9. Voici quelques problemes dans P :

Décider si un nombre n est premier.
Décider si A + B = C pour A, B et C' des matrices d’entiers.
Décider si A x B = C pour A, B et C' des matrices d’entiers.

Décider si il existe un chemin entre deux sommets s et t dans un graphe GG
dont le cotlit est moins de c.

Décider si une liste [ est en ordre lexicographique.



Décider si un graphe G est coloriable avec deux couleurs, de telle sorte que
deux sommets adjacents ne seront jamais de la méme couleur.

Décider si une expression booléenne en 2-FNC est satisfaisable.
Résoudre des problemes de programmation linéaire.

Décider si un circuit booléen s’évalue a (VRAI) pour un input donné.

Etc.



Dans P ou non?

Définition 5.10. Un graphe G est k-coloriable s’il est possible d’assigner a
chaque sommet de G une couleur choisie parmi k couleurs données, de telle
sorte qu’il n’existe aucune paire de sommets adjacents de la méme couleur. A

Le langage
3-COL = {{(G) | G est un graphe 3-coloriable}

est décidable.

A-t-on 3-COL € P?



Figure 5.1.




Figure 5.2.




Figure 5.3.




Figure 5.4.




Un algorithme qui décide 5-COL nécessite en pire cas I'examen de 3°
coloriages, ou s est le nombre de sommets.

Puisque n = [{(G)| = s?, le temps de calcul selon cette stratégie est plus grand
que 3V".

Quel que soit le polyndme p(n), 3™ ¢ O(p(n)), donc cette stratégie n’est pas
polyndmiale.

Existe-t-il une stratégie différente qui résout 3-COL en temps polyndmial ?



La classe NP

Définition 5.11. Un vérificateur polyndmial pour un langage L est une MT V
telle que pour tout w € X*:

e siw € L alors il existe un mot c tel que (w, c) € L(V);
e siw ¢ L alors pour toutcona (w,c) ¢ L(V);
e le temps de calcul de V sur (w, c) est polyndmial en la taille de w.

Un c tel que (w, c) € L(V) est appelé certificat ou preuve ou témoin de
’appartenance de w au langage L. A

Définition 5.12. La classe de complexité NP est ’ensemble des langages qui
possedent un vérificateur polyndmial. A



Définition 5.13.

COMPOSE = {(n) | n € N et n est composé}.

Théoréme 5.14.
COMPOSE € NP.

Apercu de la preuve. Pour un nombre composé n, une paire (x, y) telle que
1 < z,y < netxy =n peut tenir lieu de certificat. Le vérificateur n'a qu’a
multiplier les facteurs et comparer le résultat a n.

Un tel certificat n’existe pas pour un nombre qui n’est pas composé.



Théoréme 5.15 (Manindra Agrawal, Neeraj Kayal et Nitin Saxena, 2004).

COMPOSE < P.

Apercu de la preuve. L’algorithme suivant décide le langage COMPOSE dans
un temps polyndmial en la taille de I'entrée :



Prendre un entier (n) en entrée;
sin < 1, alors rejeter;
sin = a’ poura € Netb > 1, alors accepter;
soit  le plus petit entier tel que ord, (n) > log®(n);
si1l < PGCD(a,n) < n pour a < r, alors accepter;
sin < r, alors rejeter;
pour a de 134 |\/¢(r) log(n)| faire :
si (X 4+a)" # X" +adans 'anneau Z,, || /(X" — 1), alors accepter;

rejeter.



Théoreme 5.16. Le langage 3-COL est dans NP.

Apercu de la preuve. Le témoin c sera un 3-coloriage des sommets de G,
c’est-a-dire qui donne a des sommets adjacents des couleurs différentes.

Comme il existe n(n + 1)/2 paires de sommets pour un graphe a n sommets,
vérifier que le coloriage est correct se fera en temps polyndomial. Le vérificateur
rejette si deux sommets adjacents ont la méme couleur.

Siw € 3-COL, alors il existe un coloriage c qui fera accepter le vérificateur.

Siw ¢ 3-COL alors tout coloriage c fera rejeter le vérificateur. |



Définition 5.17. Soient G un graphe orienté et s, ¢ des sommets de G.

Un chemin hamiltonien entre s et ¢ est un chemin orienté qui passe exactement

une fois par chaque sommet de G. A
Définition 5.18.
HAMPATH = {(G,s,t)|un chemin hamiltonien existe

du sommet s au sommet ¢ dans le graphe orienté G}

Théoreme 5.19.
HAMPATH < NP.

Apercu de la preuve. Le certificat ¢ sera un chemin hamiltonien entre sett. W



P : les langages décidables efficacement.
NP : les langages vérifiables efficacement.

Le Clay Mathematical Institute offre un prix de un million de dollars a

quiconque répondra a la question suivante :

P = NP?



Définition 5.20.

EXPTIME = | J TIME(2™).
k>0



Théoreme 5.21.
NP C EXPTIME.

Apercu de la preuve. Soit L € NP et V' le vérificateur pour L qui fonctionne en
temps polynomial p(n).

Un décideur D pour L, sur entrée w, avec n = |w|, teste tous les certificats de
longueur < p(n) en invoquant V' a chaque fois. La machine D accepte w si et
seulement si un certificat a été trouvé.

Voici une estimation du temps de calcul ¢(n) pour D o d = #X :

tn) ~ d""p(n)
~ 9logs(d)p(n)+log,(p(n))

€ O(Q”k)

pour un certain £. |



Définition 5.22.
CLIQUE = {(G, k) | le graphe G contient un sous-graphe complet de taille &}

A

Théoréme 5.23.
CLIQUE € NP.

Preuve. La preuve est laissée en exercice. H



Définition 5.24.

SUBSET-SUM = {{z1,...,2m}t) | 21,...,&m,t €N,

l
El{ylw"?yl}g{xlv'”axm} : Zyz:t}
1=1

Théoreme 5.25.
SUBSET-SUM € NP.

Preuve. La preuve est laissée en exercice.



Réductions polynémiales

Définition 5.26. On dit que le langage L se réduit polyndmialement a Lo,
noté L1 SP L2 Si
Ly < Ly

a l’aide d’une fonction
f:yX =¥

calculable en temps polyndémial.



Exemples 5.27. Nous avons déja :

o Ay <p VIDEwT,

o Ayt <p REGwmT,

o Ayt <p REGw\T,

o Avt <p TOUT gHc.

Dans chaque cas la réduction est simple et son temps d’exécution est
polyndmial.

Comme ces problemes sont indécidables, le fait que les réductions se fassent en
temps polyndmial est de peu d'intérét.



Théoreme 5.28. Si L <p Ly et L, € P, alors L, € P.

Preuve. Soit la fonction f : ¥* — ¥* calculable en temps polynomial p(n) telle
queVw € ¥* : w € L1 & f(w) € L.

Soit My une MT qui décide Ly en temps polynomial g(n).
Considérons la MT M; suivante :

Prendre un mot w en entrée;
calculer w' = f(w);

simuler M, sur w’.

La machine M; décide L; et fonctionne en temps O(g(p(n))), donc en temps
polyndémial. |



Théoreme 5.29. Si L <p L, et L, € NP, alors L; € NP.

Preuve. Soit la fonction f : ¥* — ¥* calculable en temps polyndémial p(n) telle
queVw € ¥* : w € L1 & f(w) € L.

Soit Vo un vérificateur pour Ly de temps polyndmial g(n).
Considérons le vérificateur suivant pour L; :

Prendre (w, c) en entrée;
calculer v’ = f(w);

simuler V, sur (w'; ¢).

Clairement, V; fonctionne en temps polynomial.



Ona:
wel; = w=f(w)e L

= dc : Vs accepte (v, c)

= dc : Vi accepte (w,c).
D’autre part :

we¢l, = w=f(w)d&Ls
= Ve : V5 rejette (v, ¢)

= Ve : V) rejette (w, c).



Les langages NP-complets

Définition 5.30. Le langage L est NP-difficile si pour tout L’ € NP on a
L' <p L.

Remarque 5.31. Intuitivement, un langage NP-difficile est aussi difficile a
décider, ou plus difficile, que n'importe quel langage de NP.



Définition 5.32. Le langage L est NP-complet si
e [ est NP-difficile;

o [ € NP.

La classe des langages NP-complets est notée NPC.

Remarque 5.33. Intuitivement, si L est NP-complet, alors
e [ est au moins aussi difficile a décider que n'importe quel langage de NP ;

e [ n’est pas trop difficile car il est dans NP ;



Le coeur de la NP-complétude

Théoreme 5.34. Si L est un langage NP-complet et L € P, alors P = NP.
Preuve. On a trivialement P C NP.

Soit A € NP.

Puisque L est NP-difficile, ona A <p L;et A€ Pcar L € P.

D’ou: NP C P.

On a donc P = NP.



Sil'on peut résoudre un seul probleme NP-complet efficacement, alors on aura
résolu efficacement tous les problemes de NP.

La réponse a la question
est-ce que P = NP?

est toujours inconnue, et il s’agit d’un probléme central de la théorie de la
complexité.



Définition 5.35. Les opérateurs —, A, et V qui apparaissent dans un circuit
booléen sont appelées des portes.

Définition 5.36. La taille d"un circuit booléen est le nombre de portes qu’il
contient.



Le modele de calcul des circuits booléens est raisonnable et, selon la these de
Church-Turing, ce modele doit étre équivalent au modele des MT.

Théoreme 5.37. Pour une MT M = (Q,X,1', 6, qo, ¢4, ¢-) qui fonctionne en
temps polyndmial p(n) o1 n est la longueur de son entrée, il existe une famille
de circuits booléens {C,, | n > 0} de tailles polynomiales par rapport a n, telle
que sur entrée (wq,...,w,), C, retourne (VRAI) si, et seulement si M accepte
W= Wi ... Wn,.

De plus, ces circuits peuvent étre construits en temps polyndmial.



Preuve. Soit n > 0.

Nous allons montrer qu’on peut efficacement construire un circuit booléen C),
qui retourne (VRAI) lorsque M accepte, et qui retourne (FAUX) lorsque M
rejette.

La taille de C,, sera polyndémiale par rapport a n.

Nous supposons, sans perte de généralité, que

»=1{0,1}, T={0,1,U}, #Q=1.

Rappelons que le temps de calcul de M est p(n).



Considérons un exemple de trace d"un calcul fait par M :

C]QO o) 1 1 L L
1 ¢0 1 1 U
1 0 gs1 1 U

1 ¢;0 1 1 U U



qOO 0 1

1 }(I)/ 1
1 0 gl
1 ;0 1
1 0 g¢s1
1 0 1
1 0 1
1 0 1
1 0 1

1 L L
1 L L
1 L L
1 L L
1 L L
qsl \IL/ L]
1 qi2U L]
1 0O qg7U



Nous allons détinir plusieurs tableaux de variables booléennes dont les valeurs
vont correspondre a une trace d’exécution de M.

Chaque tableau de variables aura un indice 1 <i < p(n)et1l < j < p(n).

L’'indice ¢ représente le temps, c’est a dire le numéro de la ligne dans la trace
de M.

L’'indice j correspond a la position horizontale dans la trace.



Les tableaux de variables sont les suivants :

) ZERO(?J, 7) = (VRAI) si, et seulement si la case j au temps ¢+ a comme
valeur 0.

e UN(i,j) = (VRAI) si, et seulement si la case j au temps ¢+ a comme valeur 1.

e BLANC(i,j) = (VRAI) si, et seulement si la case j au temps i a comme
valeur L.

o ETAT(q,i,7) = (VRAI) si, et seulement si I’état de M est g au temps i et la
téte est a la case j.

Le nombre de variables est donc 3p(n)? + p(n)?l.



Autempsi = 1ducalcul,pourj=1an,ona:

ZERO(1,7) = -w;,
UN(l,]) — wj,
BLANC(1,7) = (FAUX);

etpourj=n+1lap(n)ona:

ZERO(1,j) = (FAUX),
BLANC(1,7) = (VRAI);

enfin on a :

, VRAI) si =qopety) =1,
BTAT(g1,) = 4 S A= et
(FAUX) si sinon.



Au temps 2 <7 < p(n), et a la position j, chacune des valeurs des ! + 3
variables

ZERO(i,j), UN(i,j), BLANC(i,j), ETAT(q,i,j)pourqe€ Q
est une fonction booléenne des 3/ + 9 variables
ZERO(i—1,j—1), ZERO(i—1,5), ZERO(i—1,j+1),
UN(Z_laj_l)a UN(Z—l,]), UN(Z_]-vj_'_l)?
BLANC(i—1,5—1), BLANC(i—1,5), BLANC(i—1,57+1),
ETAT(¢,i—1,7—1), ETAT({,i—1,7),
ETAT(q’,z’ —1,j+ 1) pourq € Q

déterminée par la fonction de transition 6 de M.



Cette fonction booléenne correspond a une équation du circuit.

Comme chaque variable ne dépend que d"un nombre constant de variables, la
taille de ces équations est bornée par une constante.

Le nombre total d’équations est donc dans O(p(n)?).



Il ne reste qu’a ajouter une derniere variable qui sera (VRAI) si, et seulement si
M accepte.

D’ou :
ACCEPTE = \/ ETAT (qq,1,§)-

i>1
j>1



Définition 5.38. Un circuit booléen est satisfaisable si il existe une affectation
de ses variables d’input qui le rende vrai. A

Exemple 5.39. Le circuit

<1 = I V L2
29 = X1 N I3
23 = Z1 A\ 29

est satisfaisable par



Exemple 5.40. Le circuit

21 = I A\ I
Zo = X1 N I3
23 = z1 N\ 29
n’est pas satisfaisable car
23 = Z1 N\ 292

= (x1 Ax2) A (—x1 A x3)
= X1 N—x1 N2 N\ X3

= O0OAx2 N\ x3

= 0



Il semble difficile de décider si un circuit est satisfaisable.

On ne connait pas de meilleure approche que d’essayer toutes les affectations
possibles, ce qui se fait en temps exponentiel.



Définition 5.41.

SAT-C = {(C) | C est un circuit booléen satisfaisable}.

Théoreme 5.42.
SAT-C € NP.

Preuve. Un certificat est une affectation des variables qui rend le circuit vrai.

L’évaluation du circuit se fait dans un temps linéaire par rapport a sa taille. W



Théoreme 5.43 (Cook-Levin). SAT-C est NP-complet.
Preuve. On sait que SAT-C' € NP.

Il reste a montrer :
VL e NP : L <p SAT-C.

Soit L € NP et soit V' son vérificateur de temps polyndmial.

Soit la fonction
fo X =3

calculée par la MT suivante :



Prendre un mot w de taille n en entrée;

construire le circuit booléen C associé a V' pour la taille n;

construire le circuit C’ a partir de C en remplagant les variables d’entrée
correspondant aux n premiers bits par les valeurs wy, ..., w,,
il ne reste dans C’ que les variables d’entrée correspondant
aux bits du certificat;

produire (C’) en sortie.



La fonction f se calcule en temps polynomial.

De plus,ona:

w € L < Fun certificat ¢ : V accepte (w, c)
& (' est satisfaisable
& (C') e SAT-C.



I est donc aussi difficile de trouver un algorithme polynoémial pour SAT-C
que de trouver un algorithme polyndmial pour n'importe quel langage de NP !

Un algorithme polyndmial pour SAT-C fournirait automatiquement :
e un algorithme polynoémial pour 5-COL,

e un algorithme polynémial pour HAMPATH,

e un algorithme polynomial pour CLIQUE,

o etc.

SAT-C est-il le seul probleme ayant cette propriété ?

Le langage SAT-C est particulier puisqu’un circuit peut simuler n'importe
quel calcul.

Existe-t-il d’autres problemes dans NP qui soient NP-complets ?



Théoreme 5.44. Soit L; un langage NP-difficile. Si Lo € NP et L; <p L», alors
Ly est NP-complet.

Preuve. Soit L € NP.

L € NP et L, est NP-difficile
L<pLietL; <p Ly

L <p Lo

Lo € NP et L, est NP-difficile

L <p L4
L <p Ly
Lo est NP-difficile

LR

Ly est NP-complet.



Définition 5.45.

SAT = {(F) | E est une expression booléenne satisfaisable}.

Théoreme 5.46.
SAT € NP.

Preuve. Un certificat est une affectation des variables qui rend "expression
vraie.

La vérification se fait dans un temps linéaire par rapport a la taille de
’expression.



Théoréme 5.47. SAT est NP-complet.
Preuve. Nous allons montrer que SAT-C <p SAT.

Soit la fonction
fo X =3
telle que

e siyn’est pas de la forme (C') ot C' est un circuit booléen, alors f(y) = ¢;

e siy = (C),alors f(y) = (F) ou E est 'expression booléenne décrite
ci-dessous.



Le circuit C est une liste d’équations de la forme
x; = E;

pour ¢ allant de 1 a [, et z; est la derniere variable, c’est-a-dire celle qui donne la
valeur du circuit.

Pour chaque 7, soit :
E,Z = (LEZ A Ez) V (_'SCZ' A —|Ez'),

et
E=x;NE{NE;N...\NEj.

Il est facile de voir que la fonction f se calcule en temps polyndmial.



Supposons que (C) € SAT-C et considérons une affectation des variables
d’entrée qui rend le circuit vrai. On a:

E = zANE{N...\NE]

= (VRADA N\ (@i AE;) V (-2 A E))
1<4<1

= (VRADA N (s Azi) V (mai A —ay))
1<4<1

= (VRADA N (i V -y)

1<i<I

= (VRA) A\ (VRAI)

1<i<1
= (VRAI),

donc (F) € SAT.



Supposons que (F) € SAT et considérons une afectation pour E qui donne
E = (VRAI).Ona:

E=x NE{AN...NE] = (VRA)=x;AE]N...NE]
= (VRAD) =z A N\ (i A E;) V (ma; A —E;))
= ZIZ[Z<VRAI>, x1=F1, ..., x; = E,
donc l'affectation rend le circuit C vrai et (C) € SAT-C.

Dot :

(C) € SAT-C & f((C)) = (F) € SAT.



Définitions 5.48. Un terme est soit une variable booléenne ou la négation
d’une variable booléenne.

Une clause est une somme booléenne de termes.

Une expression booléenne est en forme normale conjonctive (FNC) si il s’agit
d’un produit booléen de clauses. A

Exemple 5.49. L'expression booléenne suivante est en FNC :

(x1 V2o Va3) A(x3 Vay) A(—xy V —xy).



Définition 5.50.

SAT-FNC = {(F) | E est une expression booléenne en FNC satisfaisable}.

Théoréme 5.51.
SAT-FNC € NP.

Preuve. La preuve est la méme que celle du théoreme 5.46.



Théoreme 5.52. SAT-FNC est NP-complet.
Preuve. Nous allons montrer que SAT <p SAT-FNC.

Soit la fonction
X =3

telle que

e siy n’est pas de la forme (E) ou E est une expression booléenne, alors

fly) =¢;

e siy = (F),alors f(y) = (E') ou E’ est 'expression booléenne en FNC dont la
construction, a partir de E, est décrite ci-apres.



On peut considérer 1'expression &2 comme un arbre syntaxique dont les noeuds
contiennent des opérateurs booléens et les feuilles sont des termes, comme
dans I'exemple 5.53.

On appliquant la loi de de Morgan autant de fois que nécessaire, du haut de

’arbre vers le bas, on peut faire descendre les négations (—) jusqu’aux feuilles
de I'arbre.



Ensuite, en procédant du bas de ’arbre vers le haut, et en supposant que les
sous-expressions E; et E5 sont déja en FNC, on transforme toute disjonction

EqV Es

en une conjonction
Y -y
E{ NE,”7,

ou E* est 'expression obtenue de E; en ajoutant le terme « a toutes les clauses
de EZ



On peut remarquer que si on choisit y = (VRATI), alors E{ A E,"” est
logiquement équivalent a Es ; et si on choisit y = (FAUX), alors E{ A E,Y est
logiquement équivalent a Iy ; donc E; V Ej est satisfaisable si, et seulement si
E{ N E,"Y est satisfaisable.

De plus, 'expression résultante est en FNC.
Lorsque le sommet de I’arbre a été traité, I’expression résultante est en FINC.

La procédure est de temps polynOmial en la taille de 'expression donnée. W



Exemple 5.53.

_l(ﬁiljl V $2) V (333 VAN ﬁZE4)













(Crvinxnv)  (Gavm)a(-xv-y))

(z1 Vy) A (mx2 Vy) A(xsV —y) A (—zs V —y)



Définition 5.54. Une expression booléenne est en 3-FINC si elle est en FNC et si
chaque clause est une somme booléenne d’exactement 3 termes qui
comprennent 3 variables distinctes. A

Exemple 5.55. L'expression booléenne suivante est en 3-FNC :

(x1Vxo Vo) A(z1 VazVay) A(—xy VeV -oxy).



Définition 5.56.

3-SAT = {(¢) | ¢ est une expression en 3-FNC qui est satisfaisable}.

Théoreme 5.57.
3-SAT € NP.

Preuve. La preuve est la méme que celle du théoreme 5.46.



Théoreme 5.58. 3-SAT est NP-complet.
Apercu de la preuve. On peut montrer que SAT-FNC <p 3-SAT.

La fonction de réduction transforme chaque clause d’un exemplaire de
SAT-FNC comme suit :

(1) — (EVyVz2)AREVyV-2z)AERV-yVz)A{RYV-oyVz)
(t1Vta) — (tiVtaVy A(tiViaV-y)
(tiViaVis) —  (t1 ViaVis)
)

(tl V t2 V yl) A\ (ﬂyl V t3 V yg) A\ (_lyg V t4 V yg)
VANPIAN
(mYk—a Vig—2 VYr—3) A (myr—3 Vtg_1 Vi)

(t1 Vita V...Vt



Le langage CLIQUE

Définition 5.59.

CLIQUE = {(G,E) | k > 1et

GG est un graphe qui contient un sous-graphe complet de taille k}.



Figure 5.5.




Théoreme 5.60. CLIQUE est NP-complet.
Preuve. Il est facile de voir que CLIQUE € NP.
Nous allons montrer que 3-SAT <p CLIQUE.

Pour une expression booléenne en 3-FNC
(t11Vt1aVtis) A(ta1 ViaaVias) Ao A(tg1 Viga Vitks),
la fonction de réduction retourne (G, k) tel que
o les 3k sommets de G correspondent aux termes ¢; ; ;
e il y a une aréte entre le sommet ¢;, ;, etle sommet¢;, ;, si, et seulement si
i1 # iy et ty g, # —tiy .

Voir I'exemple 5.61.



Soit
= (t11VtiaVitig)A...A(tg1 Vika Vigs)

ou t; ; est de la forme z; ; ou —z; ; pour une variable booléenne z; ;.

Supposons que
(p) € 3-SAT

et considérons une affectation des variables qui rende ¢ vrai.
Dans chaque clause ¢; ; V t; 2 V t; 3 on choisit un terme ¢; ;, qui est vrai.

L’ensemble des sommets correspondant a

IR TR 2 N J

forme une clique parce qu’on ne peut pas trouver dans cet ensemble une
variable et sa négation.

Donc f({¢)) € CLIQUE.



D’autre part, supposons que
f({#)) = (G, k) € CLIQUE.
et considérons une clique de £ sommets C' = {s1, s2, ..., s;} dans G.

Comme des sommets correspondant a des termes d"une méme clause ne sont
jamais reliés par une aréte, alors on a exactement un sommet s; par clause.

De plus, deux sommets correspondant a une variable et a sa négation ne sont
jamais reliés dans G, et donc une variable et sa négation ne peuvent pas étre
représentées dans C.

En choisissant comme affectation (VRAI) si s; correspond a une variable, et
(FAUX) si s; correspond a une variable niée, on rend tous les s; vrais, et ¢ aussi
devient vrai.

Donc (¢) € 3-SAT.



Dot :

(¢) € 3-SAT < f((¢)) € CLIQUE.

De plus, la transformation se fait en temps polyndmial.



Exemple 5.61.

(x1 V2o Va3) A (—xy VgV —xy).




Le langage COUVERTURE

Définition 5.62. Dans un graphe G, une couverture de sommets est un
sous-ensemble des sommets de G tel que toute aréte touche un sommet de la
couverture. A

Définition 5.63.

COUVERTURE = {(G, s) | le graphe G

possede une couverture de sommets de taille s}.



Exemple 5.64.

(G,3) € COUVERTURE.



Définition 5.65. Le complément d"un graphe G est le graphe dont les sommets
sont ceux de GG et dont I’ensemble des arétes est le complément de I’ensemble
des arétes de G. A



Théoreme 5.66. COUVERTURE est NP-complet.

Apercu de la preuve. On obtient CLIQUE <p COUVERTURE en montrant
qu’il existe une clique de taille £ dans un graphe G a n sommets si, et
seulement si il existe une couverture de taille n — k£ dans le complément de G.

Les détails de cette preuve sont laissés en exercice. |

Remarque 5.67. La preuve du théoreme 5.66 montre aussi que
COUVERTURE <p CLIQUE. A



Le langage ANTICLIQUE

Définition 5.68. Dans un graphe G, une anticlique ou un ensemble
indépendant est un sous-ensemble des sommets de G tel qu’il n’existe aucune
aréte joignant deux sommets de ce sous-ensemble. A

Définition 5.69.

ANTICLIQUE = {{G, k) | k > 1et

G est un graphe qui contient une anticlique de taille k}.



Théoreme 5.70. ANTICLIQUE est NP-complet.

Apercu de la preuve. On peut montrer que CLIQUE <p ANTICLIQUE, car il
existe une clique de taille £ dans G si, et seulement si il existe une anticlique de
taille £ dans le complément de G. |



Le langage 3-COL

Définition 5.71.

3-COL = {(G) | G est un graphe 3-coloriable}



Théoreme 5.72. 3-COL est NP-complet.

Preuve. Il est facile de voir que 3-COL € NP.

Nous allons montrer que 3-SAT <p 3-COL.

Considérons une expression booléenne ¢ en 3-FNC :
¢=(t1nVtigVtiz) A A (g1 Viga Vigs)

out;1,t; 2 ett;3sontdelaforme x ou -z pour une variable booléenne
r € {ry,...,x}.

Nous allons d’abord décrire le graphe G tel que f({(¢)) = (G) ou f estla
fonction de réduction calculable en temps polyndémial. Ensuite on montrera
que ¢ est satisfaisable si, et seulement si G est 3-coloriable.



L’ensemble des 5k + 2] 4+ 2 sommets de GG est défini par la réunion des
ensembles suivants :

5 sommets par clause : {61,1,01,2,01,3,61,4,61,5, ce ,Ck’l,Ck,2,0k73,0k’4,6k,5}
2 sommets par variable : {x1,—-z1,..., 27,2},
et 2 sommets accessoires : {a,b},

et les 10k + 3] + 1 arétes de (G sont les suivantes :

U {(cinsci2), (i, ci3), (Ci3scia)s (Cia,cis), (i, cin)}

1<i<k
U U {leinstin), (ciastio), (i3, tis), (¢iasb), (ci5,b)}
1<i<k
U U {(xﬁ_'xj)?(a?xj)a(a’v _'xj)}
1<G<I

U {(a,b)},

comme dans ’exemple illustré ci-dessous :



?u_w/
e




Supposons que ¢ est satisfaisable, considérons une assignation des variables
booléennes x4, ..., x; qui rend I'expression ¢ vraie, et montrons que G est
3-coloriable.

On colorie a en bleu et b en vert.

Pour 1 < j </, six; est assignée a (VRAI), alors on colorie x; en rouge et —z;
en vert. Inversement, si x; est assignée a (FAUX), alors on colorie z; en vert et
—x; en rouge.

Pour 1 <13 <k, les couleurs des noeuds c; 1, ¢; 2, ¢;.3, ¢; 4 et ¢; 5 dépendent des
couleurs des noeuds b, t; 1, t; 2 et t; 3 selon le tableau ci-dessous. Notons que
les ¢; ne peuvent étre tous trois verts car dans ce cas ¢ serait fausse.



b i1 li2 ti.3 Ci 1 C;,2 C;.3 C; 4 Ci.5
vert rouge rouge rouge | vert bleu vert rouge bleu
vert rouge rouge vert | bleu vert rouge bleu rouge
vert rouge vert rouge | vert bleu vert rouge bleu
vert rouge vert vert | vert rouge bleu rouge bleu
vert vert rouge rouge | rouge bleu vert rouge bleu
vert vert rouge vert |rouge vert bleu rouge bleu
vert vert vert rouge|rouge bleu vert rouge bleu

Les 7 cas de ce tableau sont illustrés dans les diagrammes suivants.

























Le diagramme suivant montre le coloriage pour I’exemple introduit plus haut.

(b = (—ICIZ1 V o V —|$3) A\ (5171 vV 9 V —|$4) N\ (_ng V X3 vV _1564)




D’autre part, supposons que G est 3-coloriable, considérons un 3-coloriage
valide, et montrons que ¢ est satisfaisable.

Sans perte de généralité, le noeud a est bleu et le noeud b est vert.

Pour 1 < j </, la paire de noeuds (z;, ~z;) est (rouge, vert) ou (vert, rouge).
Choisissons l'assignation x; = (VRAI) dans le premier cas, et l'assignation
r; = (FAUX) dans le deuxieme cas.

Pour 1 <1 <k, il est facile de vérifier que les noeuds ¢; 1, t; » et t;. ne peuvent

) ) 3
pas étre tous verts parce que dans ce cas le pentagone (c¢; 1, ¢; 2, ¢i 3, Ci 4, Ci 5) Ne
pourrait pas étre colorié.

Il y donc un terme vrai dans chaque clause et ¢ est vraie et satisfaisable. u



Le langage k-COL

Définition 5.73.
k-COL = {(G, k) | G est k-coloriable}

Théoreme 5.74. k-COL est NP-complet.

Preuve. Un coloriage valide sert de témoin pour vérifier en temps polyndmial
qu’un graphe est k-coloriable. Donc k-COL € NP.

De plus la relation 3-COL <p k-COL est triviale. |



Remarque 5.75. Le langage k-COL est NP-complet, mais les langages définis
semblablement k-COUVERTURE, k-CLIQUE et k-ANTICLIQUE ne le sont
pas. A



Le langage HORAIRE

Définition 5.76. Un exemplaire du langage HORAIRE est un encodage d'une
liste d’activités, une liste d'individus, une liste de toutes les activités
auxquelles participe un individu, et un entier s.

Une telle structure de données fait partie du langage si il existe un horaire de s
plages pour lesquelles on peut attribuer une activité par plage sans qu'un
individu soit dans deux activités différentes durant la méme plage horaire. A

Théoréme 5.77. HORAIRE est NP-complet.

Apercu de la preuve. On peut montrer que 5-COL <p HORAIRE. |



Le langage PROGR-ENT

(programmation en nombres entiers)

Définition 5.78. Les éléments du langage PROGR-ENT sont de la forme
(A,b) our:

e A est une matrice de nombres entiers ;
e b est un vecteur de nombre entiers ;

e le systeme d’inéquations suivant possede une solution en nombres entiers :

Ar1zi+ A0+ ...+ A1, < by
Aoy + Asoza+ ...+ As e, < bo

Am,lwl + Am,2x2 + ...+ Am,nxn

N
>
3



Théoréme 5.79. PROGR-ENT est NP-complet.

Apercu de la preuve. Une solution au systeme sert de témoin, et la validité de
cette solution peut étre vérifiée en temps polyndmial, donc
PROGR-ENT € NP.

De plus, on peut montrer que 3-SAT <p PROGR-ENT.

Voici la correspondance entre des clauses d"une expression booléenne en
3-FNC et des inéquations :



VCE,L'

Ti, V Tiy V T4y
Ti, V Tiy V T4,
Liq V L, V 7

T, VX, VT,

Tiy + Tiy + iy 2> 1
L4 _I_x’iz—'_(l_xi:s) > 1

) > 1
Liq T (1 _jS2)+ (1 33%3) =

(1 _33731) + (1 _xiz) + (1

_xis) > 1



Liste de langages NP-complets

Voir :
http ://en.wikipedia.org/wiki/NP-complete#Example_problems

et de nombreux autres sites webs.



