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Au programme 
aujourd’hui

Rappel des types de problème en apprentissage

Méthodes à base de voisinage: k-NN et Parzen 
pour classification binaire, régression, estimation de densité.

Etapes de conception d’un algorithme 
d’apprentissage.



Les types de problèmes en apprentissage
 ClassiÞcation RŽgression Estimation de densitŽ

SigniÞcation de la 
cible y
 

indique une classe 
parmi c classes. 

une valeur rŽelle ˆ 
prŽdire.

pas de cible y! 

Domaine de y  y ∈ {-1,1}  ou  y ∈ {1, ..., c}
  ou   y ∈ {0, 1, ... , c-1}

pas de cible y! 

Ce que  f(x) vise ˆ 
prŽdire

 la classe de x 
(la classe la plus 

probablement associŽe ˆ x)

la valeur espŽrŽe de y (le y 
ÒmoyenÓ) correspondant ˆ x.

       E[ Y | X=x ]

 la densitŽ  p(x) 
(l!observation  x est-elle fort 

ou peu probable?)

Fonction de perte 
(ou cožt) que l!on 
veut habituellement 
minimiser.

l!erreur de 
classiÞcation: 

l!erreur quadratique: la log-vraisemblance 
nŽgative: 

y ! R

L((x, y), f ) =

I { f (x) != y}

L ((x, y), f ) =

(f (x) ! y)2 ! log f (x)

L(x, f ) =



Méthodes à base de 
voisinage

Une idée simple: faire voter les voisins du 
point de test.

Ex. k-NN classification multiclasse: Òparmi 

mes k plus proches voisins, quelle classe est 

majoritaire?Ó

Tout comme les méthodes de type 
histogramme (quadrillage de l’espace), les méthodes 
à base de voisinage sont des méthodes dites 
“non-paramétriques”.



k-NN (k nearest neighbors)

k-PPV (k plus proches voisins)

f (x) = sign

(
1∑n

i=1 wi

n∑

i=1

wiYi

)
avec

Pour la classification binaire (avec             ) 

la moyenne des valeurs cibles des 
k voisins les plus proches de x

signe de

la moyenne pondérée des valeurs cibles de tous les points d’entrainement, 
pondérées par un poids indiquant si le point d’entrainement est voisin de x.

signe de

f (x) = sign

!

" 1
k

#

{i ! 1.. .n |X i ! V (x )}

Yi

$

%

f (x) = sign

!
1
k

n"

i=1

I { Xi ! V (x) } Yi

#

wi = I { X i! V (x ) }

Yi ! {" 1, 1}

V(x) = ensemble des k plus 
proches voisins de x dans 
l’ensemble d’apprentissage



k-NN (k nearest neighbors)

k-PPV (k plus proches voisins)

la moyenne des valeurs cibles des 
k voisins les plus proches de x

la moyenne pondérée des valeurs cibles de tous les points d’entrainement, 
pondérées par un poids indiquant si le point d’entrainement est voisin de x.

Pour la régression (avec          ) 

f (x) = sign

(
1∑n

i=1 wi

n∑

i=1

wiYi

)
avec

f (x) = sign

!

" 1
k

#

{i ! 1.. .n |X i ! V (x )}

Yi

$

%

f (x) = sign

!
1
k

n"

i=1

I { Xi ! V (x) } Yi

#

wi = I { X i! V (x ) }

V(x) = ensemble des k plus 
proches voisins de x dans 
l’ensemble d’apprentissage

Yi ! R



Fenêtres de Parzen
à voisinage dur

f (x) = sign

(
1∑n

i=1 wi

n∑

i=1

wiYi

)
avec

Pour la classification binaire (avec             ) 

la moyenne des valeurs cibles des 
voisins de x situés à distance !  h

signe de

la moyenne pondérée des valeurs cibles de tous les points d’entrainement, 
pondérées par un poids indiquant si le point d’entrainement est voisin de x.

signe de

V(x) = ensemble des points de 
l’ensemble d’apprentissage situés 
à moins d’une distance h de x.

wi = I { X i! V (x ) }

wi = I{ d(X i ,x )<h }

wi = I
{ d ( X i ,x )

h < 1}

Yi ! {" 1, 1}



Fenêtres de Parzen
à voisinage dur

avec

la moyenne des valeurs cibles des 
voisins de x situés à distance !  h

la moyenne pondérée des valeurs cibles de tous les points d’entrainement, 
pondérées par un poids indiquant si le point d’entrainement est voisin de x.

V(x) = ensemble des points de 
l’ensemble d’apprentissage situés 
à moins d’une distance h de x.

wi = I { X i! V (x ) }

wi = I{ d(X i ,x )<h }

wi = I
{ d ( X i ,x )

h < 1}

Pour la régression (avec          ) 

f (x) =
1

! n
i=1 wi

n"

i=1

wiYi

Yi ! R



Fenêtres de Parzen
à voisinage mou (soft)

avec

la moyenne pondérée des valeurs cibles de tous les points d’entrainement, 
pondérées par un poids indiquant à quel “degré” le point est voisin de x.

Pour la régression (avec          ) 

wi = K (X i , x)f (x) =
1

! n
i=1 wi

n"

i=1

wiYi

wi = I
{ d ( X i ,x )

h < 1}
notez que correspond à un K particulier

(un noyau “dur”)

K est un noyau (Kernel)

Comme noyau “mou” on choisit souvent un 
noyau Gaussien (correspond à une densité Normale)

K(Xi , x) = Nx, ! 2 (Xi ) = NX i ,! 2 (x)

=
1

(2π)
d
2 σd

e−
1
2

d ( X i ,x ) 2

! 2

Yi ! R

8Méthodes à base de voisinage

• L’effet de la largeur de fenêtre hn
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Fenêtres de Parzen (en résumé)

f(x) =
1

! n
i =1 K(Xi , x)

n"

i =1

K(Xi , x)Yi

f (x) = sign

!
1

" n
i =1 K (X i , x)

n#

i =1

K (X i , x)Yi

$

f (x) = öp(x) =
1
n

n∑

i=1

K(Xi; x)

Pour la régression (          ) :

Pour la classification binaire (               ) :

Pour l’estimation de densité : à condition que 

soit bien une fonction de 
densité de probabilité. 
Ex: une Gaussienne 
centrée en 

KX i(x) = K(Xi ; x)

Xi

Yi ! {" 1, 1}

Yi ! R



Fen•tres de Parzen en 1D

Nµ,! (x) =
1

!
!

2"
e! ( x−µ ) 2

2 ! 2

Gaussienne en dimension 1:

Estimateur de densitŽ de Parzen:

x1 x2 xl

öp(x) =
1
n

n∑

i=1

NXi ,σ(x)



Fen•tres de Parzen en 2D

Gaussienne isotropique en dimension d:

Nµ, σ(x) =
1

(2! )
d
2 " d

e−
1
2

! x " µ ! 2

! 2



RŽsultats qualitati fs en 2D

PARZEN WINDOWS MANIFOLD PARZEN WINDOWS

Divertit de la masse de probabilité plus

loin de la variété.

Phénomène accentué de “trous et

bosses”.

Un noyau plus large ne ferait que diluer
davantage la densité de probabilité.

Concentre la masse de probabilité le

long de la variété.

Extrapole dans la bonne direction

même quand il y a peu de données

d’apprentissage.

Ðp.19

Exemple d’estimation de densité 2D



8M«ethodes à base de voisinage

¥ LÕeffet de la largeur de fenöetre hn

-2
-1

0
1

2 -2

-1

0

1

2

0

0.05

0.1

0.15

h = 1

! (x)

0

0.2

0.4

0.6

h = 0.5

-2
-1

0
1

2 -2

-1

0

1

2

! (x)

0

1

2

3

4

h = 0.2

-2
-1

0
1

2 -2

-1

0

1

2

! (x)

0
2

4
6

8
10 0

2

4

6

8

0

0.1

0.2

p(x)

h = 1

0
0.2
0.4
0.6

0
2

4
6

8
10 0

2

4

6

8

p(x)

h = 0.5

0
1
2
3

0
2

4
6

8
10 0

2

4

6

8

p(x)

h = 0.2



10M«ethodes à base de voisinage

¥ Exemple: p(x) ! triangle + uniform, ! (u) =
1

"
2"

e# u2/2
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Etapes de conception d’un 
algorithme d’apprentissage

Compréhension intuitive de l’algorithme. Savoir 
l’expliquer en français!

Formalisation mathématique de l’algorithme.

Ecriture de l’algo sous forme de pseudo-code.

Implémentation dans un langage/environnement de 
programmation.

Entraînement/test de l’algo sur des problèmes simples 
en faible dimension, où on peut vérifier graphiquement si ça 
fait bien ce qu’on veut.

Evaluation de preformance sur des problèmes réels, et 
comparaison avec d’autres algorithmes concurrents.


