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1 Relation entre régression multi-tâche et clas-

sification

Vous devez montrer que la solution optimale de la régression multi-tâche permet
d’obtenir un algorithme de classification optimal lorsque les cibles à prédire pour
chaque exemple d’entrâınement correspondent à une représentation “one-hot”
de la classe à laquelle ils appartiennent.

En d’autres mots, montrez que:

E[onehotm(Y )|X = x] = (P (Y = 1|X = x), . . . , P (Y = m|X = x))

où onehotm(Y ) =
(

I{Y =i}

)m

i=1
=
(

I{Y =1}, . . . , I{Y =m}

)

.
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1.1 Solution

E[onehotm(Y )|X = x] = E
[(

I{Y =i}

)m

i=1
|X = x

]

=
(

E
[

I{Y =i}|X = x
])m

i=1

=





∑

y∈{1,...,m}

I{y=i}p(Y = y|X = x)





m

i=1

= (p(Y = i|X = x))
m

i=1
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2 Classification par la règle de Bayes à partir de

Gaussienne

Soit le modèle de classification par la règle de Bayes basé sur un modèle de
densité Gaussien pour chaque classe, i.e. que l’on suppose:

P (X = x|Y = y) =
e−

1

2
(x−µy)′Σ−1

y (x−µy)

(2π)
d
2 |Σy|

1

2

où Y peut être égal à 0 ou 1. Soit aussi l’algorithme de classification dont
la prédiction correspond à la classe ayant la probabilité la plus élevée selon la
règle de Bayes:

P (Y = y|X = x) =
P (Y = y)P (X = x|Y = y)

P (X = x)

1. Montrez qu’en général la surface de décision est quadratique, i.e. que
l’équation

P (Y = 0|X = x) = P (Y = 1|X = x)

est quadratique, donc peut être réduit sous la forme x′Ax + x′b + c = 0

2. Montrez dans quelles conditions elle devient linéaire.

Rappel:

• log e = 1

• log ab = b log a

• log 1
a

= log a−1 = − loga

• (AB)
′
= B′A′ où A et B sont des matrices

• (A + B)
′
= A′ + B′

• a′b = (a′b)
′
= b′a où a et b sont des vecteurs colonnes

3



2.1 Solution

Soit deux gaussiennes centrées en µ0 et µ1, de matrices de covariance respectives
Σ0 et Σ1.

Alors la surface de décision pour un algorithme de classification à partir de la
règle de Bayes est la partie de l’espace où P (Y = 0|X = x) = P (Y = 1|X = x),
i.e.:

SD = {x|P (Y = 0|X = x) = P (Y = 1|X = x)}

En utilisant la règle de Bayes, on obtient:

P (Y = 0|X = x) = P (Y = 1|X = x)

⇐⇒
P (Y = 0)P (X = x|Y = 0)

P (X = x)
=

P (Y = 1)P (X = x|Y = 1)

P (X = x)

⇐⇒ P (Y = 0)P (X = x|Y = 0) = P (Y = 1)P (X = x|Y = 1)

⇐⇒ P (Y = 0)
e−

1

2
(x−µ0)′Σ−1

0
(x−µ0)

(2π)
d
2 |Σ0|

1

2

= P (Y = 1)
e−

1

2
(x−µ1)

′Σ−1

1
(x−µ1)

(2π)
d
2 |Σ1|

1

2

Ensuite, en applicant la fonction logarithmique des deux côtés de l’équation:

0 = log

(

P (Y = 0)
e−

1

2
(x−µ0)

′Σ−1

0
(x−µ0)

(2π)
d
2 |Σ0|

1

2

)

− log

(

P (Y = 1)
e−

1

2
(x−µ1)

′Σ−1

1
(x−µ1)

(2π)
d
2 |Σ1|

1

2

)

⇐⇒ 0 = log P (Y = 0) −
1

2
(x − µ0)

′Σ−1
0 (x − µ0) −

d

2
log 2π −

1

2
log |Σ0|

− log P (Y = 1) +
1

2
(x − µ1)

′Σ−1
1 (x − µ1) +

d

2
log 2π +

1

2
log |Σ1|

⇐⇒ 0 = −(x − µ0)
′Σ−1

0 (x − µ0) + (x − µ1)
′Σ−1

1 (x − µ1) + c0

⇐⇒ 0 = −x′Σ−1
0 x + µ′

0Σ
−1
0 x + x′Σ−1

0 µ0 − µ′
0Σ

−1
0 µ0

x′Σ−1
1 x − µ′

1Σ
−1
1 x − x′Σ−1

1 µ1 + µ′
1Σ

−1
1 µ1 + c0

⇐⇒ 0 = x′(Σ−1
1 − Σ−1

0 )x + (µ′
0Σ

−1
0 − µ′

1Σ
−1
1 )x + x′(Σ−1

0 µ0 − Σ−1
1 µ1)

+µ′
1Σ

−1
1 µ1 − µ′

0Σ
−1
0 µ0 + c0

⇐⇒ 0 = x′(Σ−1
1 − Σ−1

0 )x + (µ′
0Σ

−1
0 − µ′

1Σ
−1
1 )x + x′(Σ−1

0 µ0 − Σ−1
1 µ1) + c1

⇐⇒ 0 = x′(Σ−1
1 − Σ−1

0 )x + +2x′(Σ−1
0 µ0 − Σ−1

1 µ1) + c1

En prenant A =
(

Σ−1
1 − Σ−1

0

)

, b = 2(Σ−1
0 µ0 − Σ−1

1 µ1) et c = c1, on obtient
bien x′Ax+x′b+c = 0, ce qui montre que la surface de décision est quadratique.

Pour que la surface de décision soit linéaire, il faut et il suffit que le terme
x′(Σ−1

1 − Σ−1
0 )x disparaisse, donc que les deux matrices de covariance soient

égales.
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3 Apprentissage

Un algorithme d’apprentissage pour la classification à partir de la règle de Bayes
et de modèles Gaussiens pour chaque classe consiste simplement à entrâıner par
maximum de vraisemblance un modèle Gaussien pour les données de chacune
des classes.

En d’autres mots, pour chaque classe y, l’algorithme doit calculer les moyennes
empiriques et les matrices de covariance empiriques suivantes:

µ̂y =
1

Ty

∑

xt|yt=y

xt =





1

Ty

∑

xt|yt=y

xi,t





d

i=1

et

Σ̂y =
1

Ty

∑

xt|yt=y

(xt−µ̂y)(xt−µ̂y)′ =





1

Ty

∑

xt|yt=y

(xi,t − µ̂i,y)(xj,t − µ̂j,y)





d,d

i=1,j=1

où xi,t est la ie coordonnées de l’entrée xt, µ̂i,y est la ie coordonnées de
µ̂y, Ty est le nombre d’exemples d’entrâınement tels que yt = y et d est la
dimensionalité de xt.
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