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1 Calcul de probabilité dans un volume

Q: Calculer la probabilité qu'un point tiré uniformément dans un cube de coté
1 soit a l'intérieur de la boule de diametre 1 contenue dans ce méme cube.

R: La densité a lintérieur du cube est uniforme, i.e. p(xz) = ¢ pour un

point = dans le cube C, et p(z) = 0 ailleurs. Pour que p soit une densité de
probabilité, il faut que fmeRg p(x)dx =1, ce qui s’écrit :

1 = / p(z)dzx
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ot Vol(C) = 1% = 1 est le volume de C, égal a [ _. dx par définition. On a
donc que ¢ = 1.

La probabilité que x tiré selon p(-) tombe dans la sphere S de diametre 1
contenue dans C est :
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ot Vol(S) est le volume de S. Donc p(z € S) = 37 (%)3 =
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2 Estimation de densité avec modele Gaussien

Dans un probleme d’estimation de densité, la perte (coiit) pour un exemple
d’apprentissage X est
L(X, f) = —log f(X)

ou f(-) est contrainte & intégrer & 1 et a étre non négative sur l'espace X de X.
Ainsi, idéalement, on souhaiterait optimiser le risque (ou erreur de généralisation),
i.e. trouver:

F'() = argumin R () = argmin Ex [~log /(X)) = suzmin [ —log(f(e)p(a)dr

qui correspond & la fonction f*(z) = p(x).

Puisqu’on ne connait pas la distribution p(z), afin d’obtenir un estimateur
fi(-) de la fonction f*(-), on va plutét minimiser le risque empirique, soit
la moyenne empirique de la perte ou coiit sur des exemples d’entrainement
a l'intérieur de la famille paramétrique F' des densités Gaussiennes,

En d’autres mots, on va calculer:

n
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ou n correspond au nombre d’exemples d’entrainement.



On va ici présenter la solution & ce probleme d’apprentissage lorsque la di-
mensionalité de X est d = 1. Puisque F' correspond a la famille des densités
Gaussiennes, chaque f(-) € F' peut s’écrire ainsi:
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Ainsi, on cherche la solution au probleme d’optimisation suivant:
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Vous avez vu en cours que la solution pour i est
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Cette solution est indépendante du choix de 0. On doit maintenant trouver
&2, qui correspond & la solution & I’équation suivante:
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En dérivant une seconde fois, on observe que la dérivée seconde est positive
en 62, ainsi cette solution correspond bien & un minimum. Puisque c’est la seule
solution a ’équation 1, cette solution correspond au minimum global.



3 Régression linéaire

Dans un probleme de régression, la perte (cotit) pour un exemple d’apprentissage
(X,Y) est
L((X,Y), (1)) = (f(X) = Y)?

Ainsi, idéalement, on souhaiterait optimiser le risque (ou erreur de généralisation),
i.e. trouver:

() = argamin B (£()) = argmin By, [(V = £(X))?] = argmin /yey [ = 1) ple vy

qui correspond & la fonction f*(z) = E[Y|X = x].

Puisqu’on ne connait pas la distribution p(z,y) des couples (X,Y), afin
d’obtenir un estimateur f;.(-) de la fonction f*(-), on va plutét minimiser le
risque empirique, soit la moyenne empirique de la perte ou cott sur des exemples
d’entrainement a l'intérieur de la famille F' paramétrique des fonctions linéaires.

En d’autres mots, on va calculer:
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ou n correspond au nombre d’exemples d’entrainement.



Lorsque F correspond & la famille des fonctions linéaires, chaque f(-) € F
peut s’écrire ainsi:

d
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ou d correspond a la dimensionalité de z. Si on souhaite insérer un biais
dans la combinaison linéaire, il suffit simplement d’ajouter une composante a x
qui est toujour égale a 1.

Ainsi, on cherche la solution au probléme d’optimisation suivant:
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On va commencer par trouver la solution au cas ou d = 1. On cherche donc
la solution a I’équation suivante:

Zyt—wlxm = 0 (2)

i Mz g
|

|

o

= ¥ (yt —xeq)? =
0
_ n - 0
z:: Yt — W1Te, 1)81211 L
n
—ZQ(yt —tnze)rn = 0
t=1
n
— Z YtTe1 = UA}L’E?J
t=1
n n
<~ Z YtTe1 = '12)1 Z {Et2’1
t=1 t=1
S Y .
Y =5 5 = w1
Z?:l x?,l

En dérivant une seconde fois, on obtient une dérivée seconde positive, ainsi
la solution de I’équation 2 correspond a un minimum. De plus, cette solution
est unique, donc elle correspond a la solution optimale.



Maintenant, on va passer au cas ou d peut avoir une valeur quelconque. Pour
ce faire il suffit de trouver la solution a I’équation suivante:
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:idl ., et Y le vecteur (y,)_,, le

Soit X la matrice telle que X = (1)
systeme d’équations 3 correspond donc a:

XV = XX
ou
(x'x) XY

Il est aussi possible de démontrer que cette solution correspond au minimum
global de ce probleme d’optimisation.



