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1 Classification linéaire

Dans un problème de classification, la perte (coût) pour un exemple d’apprentissage
(X, Y ) est

L((X, Y ), f(·)) = I{f(X) 6=Y }

Ainsi, idéalement, on souhaiterait optimiser le risque (ou erreur de généralisation),
i.e. trouver:

f∗(·) = argmin
f(·)

R (f(·)) = argmin
f(·)

E(X,Y )

[

I{f(X) 6=Y }

]

= arg min
f(·)

∑

y∈Y

∫

x∈X

I{f(X) 6=Y }p(x, y)dxdy

qui correspond à la fonction f∗(x) = arg maxy∈Y p(y|x).
Puisqu’on ne connâıt pas les distributions p(x, y) et p(y|x), afin d’obtenir

un estimateur f∗
F (x) de la fonction f∗(·), on souhaiterait plutôt minimiser le

risque empirique, soit la moyenne empirique de la perte ou coût sur des exem-
ples d’entrâınement à l’intérieur de la famille paramétrique F des modèles de
classification linéaire.

En d’autres mots, on aimerait calculer:

f∗
F = arg min

f(·)∈F
R̂ (f(·), Dn) = arg min

f(·)∈F

1

n

n
∑

t=1

L((xt, yt), f) = arg min
f(·)∈F

1

n

n
∑

t=1

I{f(xt) 6=yt}

où n correspond au nombre d’exemples d’entrâınement. Malheureusement,
même lorsqu’on se restreint aux modèles de classification linéaires:

F =

{

f(·)

∣

∣

∣

∣

f(x) = arg max
y∈Y

w′
yx

}

il est impossible de résoudre ce problème d’optimisation, i.e. trouver les
bonnes valeurs de wy pour y ∈ Y, efficacement (problème NP-complet). Ainsi,
plusieurs approches différentes ont été proposées afin d’apprendre un modèle de
classification.
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1.1 Classification par modèle probabiliste génératif

Le cadre par modèle probabiliste génératif correspond à ce qui a été vu lors de
la démonstration 2:

1. on définit un modèle pour la densité de l’entrée X étant donné chaque
classe y ∈ Y;

2. on entrâıne ces modèles, e.g. par maximum de vraisemblance;

3. on utilise la règle de Bayes pour classifier à partir de l’estimation de la
probabilité de chaque classe étant donnée l’entrée.
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1.2 Classification par modèle probabiliste discriminant

Dans le cadre par modèle probabiliste discriminant, plutôt que d’estimer p(x|y)
et utiliser la règle de Bayes, on va estimer directement p(y|x) par p̂(y|x) en
optimisant la moyenne empirique de la log-vraisemblance négative moyenne des
cibles yt étant données les entrées xt:

arg min
p̂(·|·)∈P

1

n

n
∑

t=1

− log p̂(yt|xt) (1)

Dans le cas linéaire, une possibilité est d’utiliser la famille paramétrique P

suivante:

P =
{

p̂(·|·)
∣

∣

∣
p̂(y|x) = softmax (Wx)y

}

où

softmax(a) =

(

eai

∑

j eaj

)m

y=1

Donc, on a:

p̂(y|x) =
ewyx

∑

y∗∈Y ewy∗x

où les rangées de W sont wy .
On dénote cette approche par régression logistique. Il est possible d’ajouter

un biais à la transformation linéaire en ajoutant une composante à x qui est
toujours égale à 1.

Après avoir procédé à l’optimisation de l’équation 1, on utilise alors la fonc-
tion de décision:

f(x) = arg max
y∈Y

p̂(y|x)

lorsque vient le temps de faire de la classification.
L’optimisation de l’équation 1 ne peut être faite de façon analytique. On

peut cependant utiliser certaines techniques d’optimisation à base de gradient,
comme l’algorithme de descente de gradient.
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1.3 Classification par fonction discriminante

Le cadre par fonction discriminante est plus flexible que le cadre par modèle
probabiliste discriminant. Ici, la fonctionn de décision f(·) utilise une autre
fonction g(·) de la façon suivante:

f(x) = arg max
y∈Y

g(x)y

où les éléments du vecteur g(x) n’ont pas à sommer à 1 ou à être posi-
tifs sur l’ensemble des classes de Y. Ainsi, le cadre par modèle probabiliste
discriminant est un cas particulier du cadre par fonctions discriminantes, où
g(x) = (p̂(y|x))

m

y=1 = (p̂(1|x), . . . , p̂(m|x)).
Cependant, le cadre par fonctions discriminantes nécessite qu’on définisse

une perte L((x, y), g(·)) à optimiser pour g(·), i.e. que la procédure d’optimisation
devienne:

arg min
g(·)∈G

1

n

n
∑

t=1

L((xt, yt), g(·))

Dans le cas linéaire, on choisit normalement:

G = {g(·)|g(x) = Wx}

Il est possible d’ajouter un biais à la transformation linéaire en ajoutant une
composante à x qui est toujours égale à 1.

Pour ce qui est de la fonction de perte, il est possible de transformer le
problème de classification en problème de régression en considérant la perte
suivante:

L((x, y), g(·)) =
∑

y∗∈Y

(

I{y=y∗} − g(x)y∗

)2

Ceci correspond à avoir autant de problèmes de régression qu’il y a de classes.
Le problème de régression pour la classe y correspond alors à prédire 1 lorsque x

appartient à cette classe, 0 sinon. On a donc ici l’avantage d’avoir une solution
analytique à notre problème d’optimisation.

D’autres fonctions de pertes L((x, y), g(·)) sont possibles. Le choix de la
fonction de perte aura un impact sur la solution qui sera trouvée et permet donc
de déterminer les propriétés que l’on considère importantes pour le classificateur.
L’algorithme du perceptron est un autre exemple du cadre par classification par
fonction discriminante, où on a:

L((x, y), g(·)) =
∑

y∗∈Y

(−wy∗x) I{wy∗x≤0}
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