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Information partielle et conversion au modele avec
information parfaite

Dans plusieurs situations pratiques, I'état du systeme n'est pas observable
complétement, de sorte qu’une politique admissible ne peut pas étre
n'importe quelle fonction de I'état. Les décisions ne doivent dépendre que
de ce qui est observable.

Comment traiter cette situation? La réponse courte: simplement
remplacer (redéfinir) I'état (partiellement observable) par I'information
disponible, ou encore par une fonction de I'information disponible qui nous
donne autant d'information utile mais sous une forme plus agrégée (une
statistique exhaustive). On se rameéne alors au cadre connu, mais avec un
état défini différemment. L'aggrégation des états (via une statistique
exhaustive ou une autre méthode d'approximation) est souvent essentielle
pour limiter la dimension de I'espace d'états, pour pouvoir résoudre.

C'est essentiellement ce que raconte la chapitre 5 du livre, avec quelques
détails en plus.
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Modele. 3

A I'étape k, le systeme est dans I'état x;, mais on ne peut observer que
7 = h(Xk, Uk—1, Vi),
ou z, € Zi et vy € V est une v.a. dont la loi
P[Vk (S ‘Xk,...,Xo,uk_l,...,UO,Wk_l,...,Wo,Vk_l,...,Vo]

dépend de la suite des états, décisions, et aléas précédents.
L'état initial peut aussi &tre aléatoire, de loi P[xg € -].

L'information disponible a I'étape k est
/k = (zo,zl,...,zk,uo,ul,...,uk_l), kZO,l,...,N—l,

et la décision v, € Uy ne peut dépendre que de cette information. On
suppose ici que Ui ne dépend pas de xi. Ensuite une variable aléatoire wy
est “générée” selon une loi Py(- | xk, uk), on doit payer un colit

gk (Xk, uk, wg), et I'état a la prochaine étape est xx.r1 = fx(Xk, Uk, Wk)-
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On cherche une politique admissible de la forme m = (po, ..., pun—1), oU
1k (lk) € Uk, qui minimise

N—1
E |gn(n) + D gl i wid) |
k=0
sSous Ies Contraintes
X1 = f(xi pr(le), wi),
zg = ho(xo,w0),
Zy = hk(kauk—l(lk—l)vvk)) k= 1))N_1



Reformulation.

Si on remplace I'état par I, et la fonction de cofit par étape par

Gic(le, uk) = Elgi (X, vk, wi) | I, uk],

on se retrouve dans cadre “standard” ou I'état est completement observé.

L'équation de récurrence se réecrit alors comme

Ji(lx) = colit espéré total optimal de I'étape k a la fin,
si I'information disponible a I'étape k est Iy

= min [Z(lk, uk) + E[Jk1(ls1)]]
ukEUk
ol Zt1 = hpg1(Xug1, Uk, V1) €t heyr = (I, Zwgt, U).

DPOC traite en détail le cas des systémes linéaires a colit quadratique,
puis examine plusieurs examples.
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Statistique exhaustive

Une statistique exhaustive est une fonction S, qui associe a chaque /, une
valeur Sy = Sk (Ix), souvent plus compacte, telle que I'on peut réecrire

Jk(lk) = min Hk(Sk(lk),uk)

u €Uy

pour une certaine fonction Hy. En d’autres mots, on peut écrire Ji et une
politique optimale comme fonctions de Sy = Sk (/) au lieu de /.

Dans ce cas, on peut remplacer I'état I, par S.



Loi conditionnelle de I'état x.

Dans le cas fréquent ol

P[Vké' |Xk,...,Xo,uk_l,...,UO,Wk_l,...,Wo,vk_l,...,VO]

= Plvk € | Xk, Xk—1, Uk—1, Wk—1],

on peut prendre S = Si(lx) = P[xx € - | I¢], la loi de probabilité de x
conditionnelle a I'information connue /. On peut mettre a jour

Sk1 = Pu(Plxk € - | I], uk, zki1) = Pu( Sk Uk, Zk+1)
pour une certaine fonction ®,. Le coiit par étape est remplacée par
&k (Sk, ur) = Elgi (X, ke, wi) | Sk, ux] = /gk(xk7 U, Wi )dP(xk, Wi | Sk, U]

et on peut alors écrire

Ji(Si) = min, [8(Sk: ui) + Bl 1 (S]] -
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La commande optimale se décompose alors en deux parties: (a) estimation
de la loi conditionnelle de I'état; (b) choix de la décision. En pratique, de

nombreuses heuristiques (sous optimales) sont basées sur des versions
approximatives de ce schéma.
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Exemple: prises de décision sous un modele Bayesien
Une loterie bien particuliere vend des billets C dollars. On pense que
chaque billet permet de gagner V/ dollars avec probabilité 5 > 0 (cas A)
mais il est aussi possible que la probabilité de gagner soit de zéro a tous
les tirages (cas B). Notre probabilité a priori que I'on soit dans le cas A est
po > 0. Des que I'on a gagné une fois, on ne peut plus jouer.

Soit py la probabilité que I'on soit dans le cas A apres avoir acheté k
billets sans gagner. Ces py suivent la récurrence (formule de Bayes):

P[cas A et k échecs]
P[k échecs]
P[k échecs | cas A]po
P[k échecs | cas A]po + P[k échecs | cas B](1 — pop)
(1-8)po _ (1—B)pr-1
(1-Bkpo+1—p  (1=B)pk-1+1—pe-1

px = P[cas A| k échecs] =

On voit que pi est décroissant en k et p, — 0 quand k — oo.
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Comme état a I'étape k, on peut prendre py (statistique exhaustive), ou
méme simplement k, puisque |'état n'est utile que lorsqu’on n'a pas encore
gagné. Si Ji est le gain espéré optimal apres k échecs, alors on a

Jx = max|[0, pkBV — C+ (1 — pxf)Jx+1]

pour k =0,1,2,....

Il est clair que Jx < max(0, pxV — C), car c'est le cas ol on gagne a coup
slir au prochain coup, de sorte que Jx = 0 dés que px < C/V. Si

N = min{k : px < C/V}, alors Jx = 0 pour tout k > N. La récurrence
implique aussi que Jx = 0 tant que p, BV — C <0, et que J, > 0 dés que
pBV — C > 0.

La politique optimale est donc d'acheter au maximum k* billets, ou

k* = max{k : pxSV > C}.
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Exemple: modele simplifié d’entretien d’une machine

Une machine peut étre dans I'état 1 (elle fonctionne correctement) ou 0
(elle est défectueuse).

A chaque période k, I'état x, € {0,1} n'est pas observé, mais on inspecte
la machine et on observe

7 = G (semble ok) ou z, = B (semble défectueuse).
P[Zk:G’Xk:].]:l—P[Zk:B‘Xk:1]:3/4,

Plzk =B | xx=0=1—-Plzx = G | xx =0] = 3/4,

]P’[Xk::l ’Xk,1 :1]:1—P[Xk:O‘Xk,1 :1] :2/3,

Plxk =0 | xxk—1 = 0] = 1.

Apres l'inspection, on peut arréter la machine pour connaitre son état
véritable (action ux = S) ou encore continuer (action v, = C). Sion
arréte et trouve la machine défectueuse, on la répare (remet dans I'état 1).

Colits par étape: g(1,C) =0, g(0,C) =2, g(1,5) =g(0,5) = 1.
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Vecteur d'information: /x = (20, z1, ..., 2k, Ug, - - -, Uk—1).
Ji(lx) = coiit espéré de |'étape k a la fin. On a Jy(l) =0 et

J(h) = min[P(xe =1 | h)g(L, C) +Plxx = 0 | 1)g(0, C)
FE[Jk+1(lk, C, zks1) | Ik, €],
Pl =11 1)g(1,5) +P(xc =01 l)g(0,5)
+ E[Jks1(le; S5 2k41) | Ik, S]]
= min[2P(xx =0 | Ix) + E[Jks1(lk, C, zks1) | Ik, CJ,
1+ Esa(h, S, zes1) | i, ST

Statistique exhaustive: py = P(xx = 1] Ik).

Jk(pk) = min[2(1 — px) + E[Jkt1(pi+1) | P, €,
1+ ElJks1(prt1) | P Sl
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On peut calculer px.1 a partir de py, Uk, Zxi1:

Prr1 = Plagr =1 le, uk, Ziq1]
Plzks1, Xkr1 = 1| Ik, uk]
Plzky1 | Ik, uk]
Plzig1 | k1 = 1] - Pl =1 | l, ug]
Plzgy1 | Ik, uk] '

Par exemple, si uy = S et zx = G: Plzxy1 = G | xkp1 = 1] =3/4 et
]P)[XkJr]_ =1 | /k, uy = S] = 2/3.

Siug=Cetzx=G: Plzgy1 =G| xkr1 =1 =3/4 et

Plxk+1 = 1| Ig, ux = C] = (2/3) pk.
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