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Sommaire

Ce m�emoire porte sur les g�en�erateurs de nombres pseudo-al�eatoires qui utilisent une

r�eurrene lin�eaire ave l'arithm�etique modulo 2. Ces g�en�erateurs sont rapides, ar ils tirent

avantage de l'arhiteture des ordinateurs binaires o�u l'information est emmagasin�ee ave

seulement deux symboles : 0 et 1. De plus, la struture lin�eaire de es g�en�erateurs permet

d'�etudier ertains rit�eres d'uniformit�e des valeurs g�en�er�ees. En v�eri�ant es rit�eres, il

est possible d'obtenir de bons g�en�erateurs pour la simulation Monte Carlo et l'int�egration

num�erique utilisant des m�ethodes de type quasi-Monte Carlo.

Ce m�emoire pr�esente un aper�u des prinipaux g�en�erateurs �a r�eurrene lin�eaire mo-

dulo 2 ainsi que la mani�ere de v�eri�er leur �equidistribution, prinipal rit�ere abord�e dans

e m�emoire, qui est une mesure de l'uniformit�e des points g�en�er�es. On aborde aussi des

m�ethodes utilis�ees a�n d'am�eliorer l'�equidistribution.

Le travail le plus important de e m�emoire est le d�eveloppement du progiiel REGPOLY.

Ce progiiel permet de v�eri�er l'�equidistribution des g�en�erateurs �a r�eurrenes lin�eaires

modulo 2. Un programme, utilisant le progiiel, a �et�e d�evelopp�e a�n de tirer le maximum

des apait�es de REGPOLY. Ce programme a �et�e utilis�e a�n de trouver des g�en�erateurs de

type GCL polynomial et des g�en�erateurs de type TGFSR �a deux ou trois omposantes qui

d�emontrent des �equidistributions satisfaisantes. Une liste de es g�en�erateurs est pr�esent�ee.
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Chapitre 1

Introdution

1.1 Comment imiter le hasard

Lors de la simulation par ordinateur, il est essentiel de pouvoir imiter le hasard. Cette

tâhe n'est pas faile pour un ordinateur. Il s'agit de produire une suite de valeurs qui imite

une suite de variables al�eatoires uniformes ind�ependantes dans l'intervalle [0,1). Les prin-

ipales propri�et�es d�esir�ees qui permettent de hoisir les m�ethodes �a utiliser sont expliqu�ees

dans [14℄. Voii un r�esum�e de elles-i :

1. bonnes propri�et�es statistiques : on d�esire obtenir une s�equene de nombre u

0

; u

1

; : : :

qui passe ave su�es la plupart des tests statistiques raisonnables.

2. longue p�eriode : supposons que l'on ait besoin de N valeurs al�eatoires pour une si-

mulation, alors il faut que la p�eriode (le nombre de valeurs produites avant que la

s�equene ne se r�ep�ete) des valeurs produites soit beauoup plus grande que N ;

3. eÆait�e : le temps de alul n�eessaire a�n de produire les valeurs doit être n�egligeable

par rapport au temps de la simulation. Ce fateur devient important dans des simu-

lations qui prennent plusieurs jours d'ex�eution ;

4. r�ep�etabilit�e : l'utilisateur doit être apable de reproduire la même s�equene de nombres

failement. Cei est important pour la v�eri�ation des programmes et ertaines teh-

niques de r�edution de variane.
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5. failit�e d'implantation et s�eparabilit�e : le g�en�erateur doit pouvoir être ex�eut�e sur

tous les types d'ordinateurs standards.

�

Egalement, il doit être faile de \sauter" d'une

valeur u

n

�a une autre u

n+s

failement, même quand s est grand. De ette mani�ere,

on peut utiliser plusieurs sous-s�equenes de la s�equene u

0

; u

1

; :: et onsid�erer haque

sous-s�equene omme un g�en�erateur ind�ependant (ei exige que la p�eriode de la

s�equene u

0

; u

1

; :: soit assez grande pour le permettre).

Au rit�ere 1, un test statistique raisonnable est un test qui peut être e�etu�e dans

un temps raisonnable. Par exemple, s'il faut 200 ans avant de trouver un d�efaut sur un

g�en�erateur �a l'aide d'un test statistique, alors on pourrait dire que le test n'est pas raison-

nable. Ces tests sont standardis�es et peuvent être trouv�es dans [11, 5, 9, 24℄.

Il existe deux types de m�ethode permettant de reproduire le hasard et qui tentent de

r�epondre �a es rit�eres. Il y a les m�ethodes physiques et les m�ethodes math�ematiques.

Les premi�eres m�ethodes, les m�ethodes physiques, produisent des valeurs \vraiment

al�eatoires". Par exemple, on pourrait utiliser une pi�ee de monnaie et enregistrer les r�esultats

des tirages suessifs de elle-i. On obtiendrait alors une suite binaire al�eatoire. D'autres

m�ethodes peuvent être utilis�ees et les r�esultats observ�es seraient al�eatoires dans le sens que

eux-i suivent une distribution de probabilit�e qui est propre �a l'exp�eriene hoisie.

Les m�ethodes physiques ont plusieurs d�esavantages qui les rendent inint�eressantes pour

la simulation. Le rit�eres 3 est diÆilement respet�e puisque le nombre de valeurs disponibles

est limit�e par le temps n�eessaire pour produire es valeurs et/ou l'espae de stokage de

l'information. Si le nombre de valeurs produites est trop faible, alors elles-i auront vite

�et�e utilis�ees lors d'une simulation. Le rit�ere 1 n'est pas failement respet�e �etant donn�e

la diÆult�e d'obtenir des valeurs suessives vraiment ind�ependantes les unes des autres et

aussi le fait qu'il est diÆile de s'assurer que les valeurs produites suivent une distribution

uniforme dans l'intervalle [0,1). Ces m�ethodes sont rarement utilis�ees de nos jours. Les

r�ef�erenes [2℄ et [10℄ traitent plus en d�etail des m�ethodes physiques.

Le deuxi�eme type de m�ethodes, les m�ethodes math�ematiques, permet de produire une

suite de nombres qui ressemble �a elle que produirait un syst�eme parfaitement al�eatoire. Les
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nombres produits sont alors appel�es nombres pseudo-al�eatoires ar ils ne sont pas g�en�er�es

par une m�ethode al�eatoire, mais plutôt par une m�ethode d�eterministe.

Les m�ethodes math�ematiques ont l'avantage de ne pas n�eessiter d'espae de stokage

permanent et de produire des valeurs pseudo-al�eatoires rapidement, e qui r�epond au

rit�ere 3. Aussi, le rit�ere 2 est respet�e puisque les m�ethodes atuelles ont de longues

p�eriodes, 'est-�a-dire, que les simulations utilisent rarement toutes les valeurs disponibles.

C'est �a ause de leur rapidit�e et leur failit�e d'utilisation que l'on utilise des m�ethodes

math�ematiques pour la majorit�e des simulations. Le mod�ele math�ematique qui permet

de produire la s�equene de nombres al�eatoires est appel�e g�en�erateur de nombres pseudo-

al�eatoires. Une propri�et�e des m�ethodes math�ematiques est qu'elles ont toujours une p�eriode

�nie. A�n d'all�eger le texte, on parlera plutôt d'un g�en�erateur de nombres al�eatoires ou

g�en�erateur.

Id�ealement, au lieu du rit�ere 1, on voudrait que le g�en�erateur soit impr�evisible, 'est-

�a-dire que l'on voudrait que l'on ne puisse faire la di��erene entre une s�equene produite

par un g�en�erateur donn�e et une autre suite de variables al�eatoires ind�ependantes identi-

quement distribu�ees uniformes dans l'intervalle [0,1) ave une probabilit�e signi�ativement

sup�erieure �a 1/2 [12℄.

�

Evidemment, ei n'est pas possible, puisqu'en examinant la s�equene

des nombres g�en�er�es assez longtemps, il est possible de d�eterminer de fa�on exate la pro-

haine valeur du g�en�erateur, puisque la s�equene est p�eriodique. Pour ertains g�en�erateurs,

il est même possible de onnâ�tre tous les param�etres du mod�ele, même ave une petite

fration de la p�eriode [7, 29℄. Quelques g�en�erateurs sont presque impr�evisibles [21, 1℄, mais

eux-i sont trop lents pour les besoins pratiques de la simulation [12℄.

Un probl�eme des g�en�erateurs de nombres al�eatoires est que les valeurs produites ne sont

pas al�eatoires, ils ne font qu'imiter des variables al�eatoires. Cei engendre des strutures

dans les ensembles de points g�en�er�es. C'est pour ette raison qu'il faut être tr�es prudent

lorsque l'on utilise une m�ethode math�ematique. Dans le pass�e, des gens ont on�u des

g�en�erateurs sans en �etudier �a fond leurs propri�et�es. Un g�en�erateur �el�ebre pour ses launes

est le g�en�erateur RANDU qui a �et�e implant�e dans les ordinateurs d'IBM dans les ann�ees

1960. Voir [6℄ et [8℄ pour plus de d�etails sur e g�en�erateur et ses d�efaillanes.
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1.2 D�e�nition du g�en�erateur de nombres al�eatoires

Il est maintenant temps de donner une d�e�nition d'un g�en�erateur de nombres al�eatoires.

Pour le besoin de e m�emoire, nous utilisons la d�e�nition qui est donn�ee dans [12℄. Tout

d'abord, d�e�nissons un espae �ni d'�etats S et hoisissons un �el�ement de S, soit s

0

, qui

est l'�etat initial de l'algorithme appel�e raine (qu'on appelle aussi germe) du g�en�erateur.

Construisons une fontion f : S ! S, appel�ee fontion de transition, qui permet de passer

d'un �etat �a l'autre �a l'aide de la r�eurrene s

n

= f(s

n�1

).

�

A haque �etat s

n

orrespond un

nombre u

n

ompris dans un ensemble U . A�n de trouver e nombre u

n

, onstruisons une

fontion g : S ! U qu'on appelle fontion de sortie. Dans la majorit�e des as, U = [0; 1).

Le g�en�erateur produit, �a haune des it�erations, un nouvel �etat s

n

2 S ave f et une

sortie u

n

2 U , obtenue ave g. La struture est not�ee G = (S; s

0

; f; U; g). On peut aussi

failement remarquer que, puisque le nombre d'�etats est �ni, la s�equene des nombres en

sortie (les u

n

) est p�eriodique. La p�eriode maximale d'un g�en�erateur est jSj. La onstrution

d�eterministe des g�en�erateurs de nombres al�eatoires est quelque peu ontraditoire, mais

du point de vue pratique 'est une approhe qui fontionne bien si les g�en�erateurs ont de

bonnes propri�et�es.

1.3 Bref aper�u des g�en�erateurs utilis�es dans e m�emoire

Dans e m�emoire, il est question de g�en�erateurs de nombres pseudo-al�eatoires qui uti-

lisent une r�eurrene lin�eaire modulo 2. L'espae des �etats est F

k

2

, un ensemble ontenant

2

k

�el�ements. Un �el�ement de ette ensemble peut être repr�esent�e par un veteur de k bits,

puisqu'il existe 2

k

veteurs de e type. La repr�esentation par veteurs de bits est utilis�ee

a�n de passer d'un �etat �a l'autre, puisque elle-i est failement manipul�ee par les ordina-

teurs atuels. Les g�en�erateurs de e type d�ej�a existants sont les g�en�erateurs de Tausworthe

[30, 13, 17℄, les TGFSR [25, 26℄, les GCL polynomiaux [20℄ et les Mersenne Twister [27℄. Tous

es g�en�erateurs utilisent, sous des formes di��erentes, le même type de r�eurrene lin�eaire et

peuvent tous être repr�esent�es sous une forme matriielle.
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Si on repr�esente l'�etat ourant par un veteur olonne de k bits

x

n�1

= (x

(0)

n�1

; : : : ; x

(k�1)

n�1

)

T

;

alors le prohain �etat peut être obtenu par l'�equation

x

n

= Xx

n�1

(1.1)

o�u X est une matrie inversible k�k dont haque �el�ement est �el�ement de F

2

. Les op�erations

inh�erentes �a la multipliation par une matrie (multipliations et additions) se font \modulo

2", ou de fa�on �equivalente, \dans F

2

". Tout au long de e m�emoire, nous utilisons ette

arithm�etique pour la manipulation des veteurs de bits et de matries de bits. La matrie

X orrespond don �a la fontion f de la d�e�nition du g�en�erateur de nombres al�eatoires. La

fontion g, qui permet d'obtenir la sortie est donn�ee par les �equations

y

n

= Hx

n

(1.2)

et

u

n

=

L

X

i=1

2

�i

y

(i�1)

n

(1.3)

o�u y

n

= (y

(0)

n

; : : : ; y

(L�1)

n

)

T

est un veteur de L bits, H est une matrie L � k ave ses

entr�ees dans F

2

et L est la r�esolution (le nombre de bits) que l'on d�esire pour la sortie

u

n

omprise dans l'intervalle [0,1). On obtient alors que g(x

n

) = u

n

. Plus loin dans e

m�emoire, la matrie H sera d�eompos�ee de telle mani�ere que H = Y B. Les raisons de ette

d�eomposition sont multiples et seront expliqu�ees aux hapitres 2, 4 et 5.

En observant les �equations (1.1), (1.2) et (1.3), on remarque que l'on peut obtenir

di��erentes suites de nombres u

0

; u

1

; : : : ave la même matrie X en utilisant di��erentes

matries H. Cette observation se r�ev�ele importante lorsqu'on d�esire am�eliorer ou hanger

les propri�et�es des g�en�erateurs. Les onditions sur la matrie X sont plus fortes que elles

impos�ees �a la matrie H, e qui rend la matrie H plus faile �a hanger que la matrie X.

En hangeant la matrie H, on peut obtenir di��erents g�en�erateurs ave la même ma-

trie X. Pour une matrie X, on s�eletionne les matries H selon un rit�ere qui mesure

la qualit�e du g�en�erateur obtenu. Le rit�ere qui fait oÆe de mesure de la qualit�e des
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g�en�erateurs de nombres al�eatoires �a r�eurrenes lin�eaires modulo 2 est l'�equidistribution

que nous d�e�nissons dans la prohaine setion.

1.4 Bref aper�u du rit�ere d'�equidistribution

Pour les g�en�erateurs utilisant une r�eurrene lin�eaire modulo 2, l'�equidistribution est la

m�ethode privil�egi�ee a�n de v�eri�er leur qualit�e. L'�equidistribution, que nous d�e�nissons dans

ette setion, est une heuristique qui sert �a mesurer l'uniformit�e des points produits par le

g�en�erateur dans des hyperubes en t dimensions pour plusieurs valeurs de t. Cette m�ethode

se lasse parmi elles qui v�eri�ent les propri�et�es des g�en�erateurs de mani�ere th�eorique.

Comme dans [13, 14℄, d�e�nissons 


t

, l'ensemble de tous les veteurs de t valeurs sues-

sives produites par le g�en�erateur, �a partir de toutes les 2

k

raines possibles. C'est-�a-dire




t

= fu

0;t

= (u

0

; : : : ; u

t�1

) : x

0

2 F

k

2

g:

Pour une valeur de ` donn�ee, on partitionne haque axe de l'hyperube [0; 1)

t

en 2

`

parties �egales. Cei d�etermine une partition de l'hyperube en 2

`t

petits ubes de volumes

�egaux. Le g�en�erateur est dit (t; `)-�equidistribu�e si haque petit ube ontient exatement

2

k�`t

points de 


t

. Cei revient �a dire que si l'on onsid�ere les ` bits les plus signi�atifs de

haune des oordonn�ees de u

0;t

, alors haun des 2

`t

veteurs possibles apparâ�t exatement

le même nombre de fois dans 


t

. Cei n'est possible que si `t � k. Si le g�en�erateur est

(bk=`; `)-�equidistribu�e pour 1 � ` � min(k; L), alors le g�en�erateur est dit �equidistribu�e au

maximum ou ME (de l'anglais maximally equidistributed).

Dans la litt�erature, lorsque vient le temps de v�eri�er la qualit�e des g�en�erateurs de

nombres al�eatoires, il existe deux types de m�ethodes : les m�ethodes empiriques et les

m�ethodes th�eoriques. Dans [15℄, on onlut qu'il est pr�ef�erable de onsid�erer les propri�et�es

th�eoriques en premier lieu et ensuite, si les r�esultats sont satisfaisants, de v�eri�er les pro-

pri�et�es empiriquement. Aussi, on montre que si un g�en�erateur satisfait �a un rit�ere th�eorique
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exigeant, les hanes d'�ehouer des rit�eres empiriques diminuent onsid�erablement. Par

ontre, �etant donn�e le arat�ere d�eterministe des g�en�erateurs de nombres al�eatoires, il est

toujours possible de faire �ehouer un g�en�erateur �a un test statistique. Dans [18℄, on propose

ertaines fa�ons d'utiliser les g�en�erateurs a�n que es d�efauts statistiques n'a�etent pas la

simulation.

�

Egalement dans [18℄, on aÆrme que si 


t

ouvre bien l'hyperube [0; 1℄

t

pour plusieurs

valeurs de t et si le germe est hoisi au hasard les u

0;t

suivent une distribution qui se rap-

prohe de elles de variables al�eatoires uniformes et ind�ependantes les unes des autres. Ainsi

l'�equidistribution est une heuristique visant �a obtenir des valeurs suessives ind�ependantes

et uniformes.

1.5 G�en�erateurs ombin�es

Il est possible de ombiner plusieurs g�en�erateurs. La mani�ere de ombiner les g�en�erateurs

utilisant des r�eurrenes lin�eaires modulo 2 est simple. Il s'agit de faire fontionner les

g�en�erateurs en parall�ele et, �a haque it�eration, on produit une sortie en ombinant toutes

les sorties de haun des g�en�erateurs (par exemple, addition modulo 1, ou-exlusif bit �a bit).

Soit J g�en�erateurs distints. Pour le type de ombinaisons qui vont nous int�eresser, la

p�eriode du g�en�erateur ombin�e est donn�ee par (voir [13℄)

ppm(�

1

; �

2

; : : : ; �

J

) (1.4)

o�u �

j

est la p�eriode de la omposante j. Il est �evident, qu'a�n d'avoir la p�eriode maximale

pour le g�en�erateur ombin�e, il est n�eessaire que pgd(�

1

; �

2

; : : : ; �

J

)=1. Au hapitre 2, on

d�erit plus en d�etails les ombinaisons que l'on utilisera.

A�n de bien d�e�nir les g�en�erateurs ombin�es, il faut introduire une ertaine notation.

Alors, d�e�nissons, �a la n-i�eme it�eration, l'�etat de la j-i�eme omposante x

n;j

= (x

(0)

n;j

; : : : ;

x

(k

j

�1)

n;j

) o�u k

j

est le nombre de bits sur lesquels se d�e�nit l'�etat de la omposante. Le veteur

de sortie de la j-i�eme omposante est y

n;j

= (y

(0)

n;j

; : : : ; y

(L

j

�1)

n;j

) o�u L

j

est la r�esolution de la
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omposante. Pour haque omposante j, il faut �egalement d�e�nir H

j

, une matrie L

j

� k

j

de plein rang. On d�e�nit ensuite pour haune des omposantes

y

n;j

= H

j

x

n;j

: (1.5)

Il existe plusieurs fa�ons de ombiner les sorties de haune des omposantes, mais pour

les besoins de e m�emoire, on obtient le veteur de sortie du g�en�erateur ombin�e y

n

par

y

n

= y

n;1

� : : :� y

n;J

(1.6)

o�u l'op�eration � signi�e une addition modulo 2 bit par bit, la valeur de L est d�e�nie par

L = min fL

j

j 1 � j � Jg (1.7)

et la sortie u

n

est d�etermin�ee par la formule habituelle (1.3).

1.6 Les transformations lin�eaires

Dans e m�emoire, nous essayons de tirer avantage de la libert�e o�erte par la matrie

H, a�n d'am�eliorer la qualit�e de l'�equidistribution. Dans [13, 17, 30, 32, 25℄, si L � k, on

utilise de fa�on impliite H = I

L�k

qui est est une matrie L � k ne ontenant que les L

premi�eres lignes de la matrie identit�e I

k

de dimension k � k. Dans le as o�u L > k, on

utilise la matrie H = (I

k

C)

T

, o�u C est une matrie (L� k) � k. Autrement dit, quelque

soit le hoix de H, les min(k; L) premiers bits de y

n

et x

n

�etaient toujours les mêmes.

L'artile [26℄ d�erit la premi�ere utilisation d'une transformation lin�eaire H autre que

l'identit�e. Cette transformation lin�eaire est le tempering de Matsumoto-Kurita. Dans et

artile, on pr�esente un algorithme qui permet de hoisir ad�equatement les param�etres du

tempering de Matsumoto-Kurita a�n d'obtenir la meilleure �equidistribution possible pour

un TGFSR. Dans e m�emoire, nous introduisons un algorithme plus g�en�eral qui permet

d'obtenir la meilleure �equidistribution possible pour des g�en�erateurs ombin�es o�u haque

omposante a un tempering de Matsumoto-Kurita qui lui est propre. Cet algorithme permet

au progiiel REGPOLY, que nous allons d�erire plus loin dans e m�emoire, de trouver des
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g�en�erateurs TGFSR �a deux ou trois omposantes qui sont tr�es bien �equidistribu�es, mieux

que dans [26℄.

Nous introduisons �egalement deux nouvelles transformations lin�eaires qui permettent

d'am�eliorer l'�equidistribution. Ces deux transformations sont appel�ees permutation et self-

tempering. Ces transformations lin�eaires ont �et�e utilis�ees, a�n de permettre au progiiel

REGPOLY de trouver des g�en�erateurs de type GCL polynomial qui sont ME.

1.7 Le progiiel REGPOLY

A�n de trouver des g�en�erateurs �a r�eurrene lin�eaire modulo 2 qui d�emontrent une bonne

�equidistribution (ou qui exellent par rapport �a d'autres rit�eres), nous avons d�evelopp�e

le progiiel REGPOLY. Ce progiiel est inspir�e de deux programmes qui, pour le premier,

v�eri�ait l'�equidistribution de g�en�erateurs de Tausworthe ombin�es et, pour le deuxi�eme, (qui

�etait d'ailleurs inomplet) v�eri�ait l'�equidistribution de TGFSR ombin�es sur lesquels on

utilisait un tempering de Matsumoto-Kurita sur haune des omposantes. Ces programmes

n'�etaient pas pratiques puisque leurs odes, quoique similaires, n'�etaient nullement ompa-

tibles. De plus, es programmes permettaient peu de exibilit�e par rapport aux matries

H �a essayer. Pour le premier programme, on ne permettait que H = (I

k

C)

T

et, pour le

seond, seule la matrie H du tempering de Matsumoto-Kurita �etait permise.

Le progiiel REGPOLY permet de v�eri�er l'�equidistribution (ou d'autres rit�eres) sur

n'importe quel g�en�erateur qui entre dans le adre d�e�ni par les �equations (1.1), (1.2) et (1.3).

Le progiiel est en fait un ensemble d'outils qui permet �a un programmeur de fabriquer

ses propres programmes de reherhe de g�en�erateurs �a r�eurrene lin�eaire modulo 2. La

modularit�e du progiiel laisse la porte ouverte �a des ajouts de modules futurs.

En fait, le progiiel REGPOLY, dont le guide est disponible en annexe de e m�emoire,

est la prinipale ontribution de e travail de mâ�trise. Beauoup de temps a �et�e onsar�e

a�n de g�en�eraliser le plus possible le probl�eme de la reherhe de g�en�erateurs de nombres

al�eatoires ombin�es qui utilisent une r�eurrene lin�eaire modulo 2.
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1.8 Aper�u du m�emoire

Dans le prohain hapitre, il est question de l'aspet th�eorique de la r�eurrene utilis�ee

pour les g�en�erateurs de nombres al�eatoires. Les �equations (1.1), (1.2) et (1.3) sont expliqu�ees

en d�etail et nous d�emontrons omment haun des types de g�en�erateurs trait�es dans e

m�emoire (GCL polynomial, Tausworthe, TGFSR et Mersenne twister) entre dans e adre.

On disute �egalement de la mani�ere de ombiner es g�en�erateurs pour n'en former qu'un

seul.

Dans le hapitre 3, nous �elaborons sur la mani�ere de v�eri�er l'�equidistribution des

g�en�erateurs �a r�eurrene lin�eaire modulo 2. Il y a �egalement une setion qui traite de

l'�equidistribution des projetions dans des dimensions �a indies non suessifs.

Le hapitre 4 explique en d�etail trois transformations lin�eaires H qui permettent d'obte-

nir des g�en�erateurs ayant de bonnes �equidistributions. Ces transformations sont la permu-

tation de oordonn�ees, le self-tempering et le tempering de Matsumoto-Kurita. On d�erit

�egalement l'algorithme qui permet de trouver de bons param�etres pour le tempering de

Matsumoto-Kurita.

Les algorithmes qui permettent d'implanter les di��erents g�en�erateurs et les di��erentes

transformations lin�eaires forment le sujet du hapitre 5.

Dans le hapitre 6, on traite du d�eveloppement du progiiel REGPOLY et de ses pos-

sibilit�es. Le hapitre 7 pr�esente les r�esultats des reherhes e�etu�ees par le programme

reherhe. �erit ave le progiiel REGPOLY. Les g�en�erateurs reherh�es sont des g�en�erateurs

de type GCL polynomial �a une seule omposante et les TGFSR �a deux ou trois ompo-

santes.

�

Egalement, en annexe de e m�emoire, on pr�esente le guide d'utilisation du progiiel

REGPOLY.



Chapitre 2

Th�eorie des g�en�erateurs utilisant

une r�eurrene lin�eaire modulo 2

Dans e hapitre, il est question de la th�eorie des g�en�erateurs utilisant des r�eurrenes

lin�eaires modulo 2. On disute des g�en�erateurs de types GCL polynomial, Tausworthe,

TGFSR et Mersenne twister. Il est �a remarquer que tous es types de g�en�erateurs forment

une fa�on di��erente de repr�esenter la même r�eurrene.

2.1 Bref aper�u des orps �nis

Beauoup de g�en�erateurs peuvent être vus omme une r�eurrene lin�eaire dans un orps

�ni S. Le livre de Lidl et Niederreiter [23℄ ouvre la majorit�e des aspets math�ematiques des

orps �nis disut�es dans e m�emoire. La d�e�nition suivante permet de mieux omprendre

la notion de orps �ni.

D�e�nition 2.1.1 Groupe[28℄

Un groupe est un ensemble G sur lequel est d�e�ni une op�eration \+" qui est assoiative.

De plus, il y a un �el�ement \0", appel�e \�el�ement neutre", dans G tel que 0 + g = g+ 0 pour

tout g 2 G et haque �el�ement g 2 G a un inverse h 2 G tel que h+ g = g + h = 0.
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D�e�nition 2.1.2 Groupe Ab�elien[28℄

Un groupe G est dit Ab�elien si l'op�eration \�" est ommutative.

D�e�nition 2.1.3 Corps[28℄.

Un Corps est un ensemble Q omprenant 2 �el�ements, \0" et \1", ombin�e ave 2 op�erations,

\+" et \�", tel que

1. Q est un groupe ab�elien sous l'op�eration \+", ave l'�el�ement neutre \0".

2. Les �el�ements autres que \0" de Q forment un groupe ab�elien (o�u \1" est l'�el�ement

neutre) sous l'op�eration \�".

3. La propri�et�e a � (b+ ) = a � b+ a �  est valide.

Un orps est appel�e orps �ni, si Q est un ensemble �ni.

Exemple

Les tableaux 2.1 et 2.2 montrent les tables d'op�eration pour \+" et \�" dans F

2

. Le orps

pris en exemple est F

2

, puisque e orps est elui le plus utilis�e dans e m�emoire. Pour F

2

,

on a Q = f0; 1g

Tableau 2.1 { Table de l'addition dans F

2

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

Tableau 2.2 { Table de la multipliation dans F

2

. 0 1

0 0 0

1 0 1

Dans le as qui nous int�eresse, S = F

k

2

, l'ensemble des veteurs de k bits. L'ensemble

F

k

2

a don 2

k

�el�ements et si k = 1, alors S = F

2

est le orps �ni �a 2 �el�ements. On peut
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�egalement avoir S = F

2

k

, omme dans le as du GCL polynomial qui sera d�e�ni plus loin

dans e hapitre. Dans e as, S est un orps �ni �a 2

k

�el�ements. On peut onstruire le orps

�ni F

2

k

de plusieurs fa�ons. Mais peu importe la mani�ere, il existe toujours un isomorphisme

entre elles-i. Soit F

2

[z℄, l'ensemble de tous les polynômes �a oeÆients �el�ements de F

2

.

Si k � 1, on peut onstruire F

2

k

ave l'anneau de polynômes F

2

[z℄=(P (z)), qui est l'espae

des polynômes modulo P (z) ave oeÆients dans F

2

(P (z) est un polynôme irr�edutible

de degr�e k ave oeÆients dans F

2

[23℄).

Voii maintenant quelques d�e�nitions qui permettent de mieux omprendre le reste de

e hapitre.

D�e�nition 2.1.4 Polynôme irr�edutible.

Un polynôme, ayant omme oeÆients des �el�ements de F

2

, est irr�edutible, s'il ne peut

être fatoris�e en des polynômes non triviaux. Par exemple, x

2

+x+1 est irr�edutible, mais

x

2

+ 1 ne l'est pas puisque x

2

+ 1 = (x+ 1)(x+ 1).

D�e�nition 2.1.5 Ordre d'un polynôme.

L'ordre d'un polynôme f(x) pour lequel f(0) 6= 0 est le plus petit entier e tel que f(x) divise

x

e

+ 1.

D�e�nition 2.1.6 Polynôme primitif dans F

2

[z℄.

Un polynôme de degr�e k est dit primitif dans F

2

[z℄ s'il est d'ordre 2

k

� 1. Par exemple,

x

2

+x+1 est d'ordre 3 = 2

2

� 1 puisque (x

2

+x+1)(x+1) = x

3

+1, (x

2

+x+1) 6 j(x

2

+1)

et (x

2

+ x+ 1) 6 j(x+ 1) . C'est pourquoi x

2

+ x+ 1 est primitif.

D�e�nition 2.1.7 G�en�erateur du groupe ylique.

L'�el�ement � du groupe ylique Q est appel�e g�en�erateur si tous les �el�ements du groupe

peuvent être exprim�es par �

s

, o�u 0 � s � jQj.



14

2.2 R�eurrene de base pour les g�en�erateurs utilisant une

r�eurrene lin�eaire modulo 2

Pour les g�en�erateurs bas�es sur une r�eurrene lin�eaire modulo 2, la r�eurrene de base

est

x

j

= (a

1

x

j�1

+ :::+ a

k

x

j�k

) mod 2; (2.1)

o�u k est appel�e l'ordre de la r�eurrene si a

k

6= 0 et a

i

2 F

2

pour i = 1; : : : ; k.

�

A

ette r�eurrene est assoi�ee un polynôme que l'on appelle polynôme arat�eristique de

la r�eurrene. Ce polynôme est

P (z) = z

k

� a

1

z

k�1

� � � � � a

k

:

Grâe �a e polynôme, on peut d�eduire des informations importantes sur la r�eurrene.

Une de es informations est la p�eriode de la r�eurrene. En e�et, il est bien onnu que le

g�en�erateur sera de p�eriode maximale 2

k

� 1 si et seulement si le polynôme arat�eristique

est primitif [23℄. Pour tous les g�en�erateurs de e m�emoire, il est possible de montrer qu'ils

utilisent une r�eurrene de la forme (2.1).

2.3 G�en�erateurs utilisant une r�eurrene lin�eaire modulo 2 :

adre g�en�eral

Avant de d�erire sp�ei�quement haun des g�en�erateurs utilis�es dans e m�emoire, il est

important de d�erire le adre g�en�eral utilis�e par haun des g�en�erateurs. En partant de

la d�e�nition des g�en�erateurs de nombres al�eatoires introduite �a la setion 1.2, on d�e�nit

l'espae d'�etats S, la fontion de transition f et la fontion de sortie g utilis�es pour les

g�en�erateurs �a r�eurrene lin�eaire modulo 2.

Pour les g�en�erateurs utilis�es, l'espae d'�etats S est F

k

2

. Cet espae d'�etats est repr�esent�e

par un veteur de k bits. Le n-i�eme �etat sera not�e x

n

= (x

(0)

n

; x

(1)

n

; : : : ; x

(k�1)

n

)

T

. Il est �a

remarquer que pour e m�emoire, un symbole math�ematique mis en arat�ere gras repr�esente
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un veteur de bits, tandis que le même symbole (en arat�ere normal) ave omme exposant

un autre symbole mis entre parenth�eses repr�esente un bit partiulier du veteur de bits.

�

Egalement, remarquons que la num�erotation des bits ommene par 0 et va de gauhe vers

la droite. La fontion de transition f : S ! S, est repr�esent�ee par la multipliation par la

matrie X, dans F

2

. La transition se fait don par

x

n

= Xx

n�1

(2.2)

o�u X est une matrie inversible de dimension k � k dont les �el�ements sont dans F

2

.

A�n d'obtenir la sortie, on a besoin d'un veteur de L bits y

n

que l'on d�e�nit par

z

n

= Bx

n

(2.3)

y

n

= Y z

n

(2.4)

o�u z

n

= (z

(0)

n

; z

(1)

n

; : : : ; z

(k�1)

n

)

T

, y

n

= (y

(0)

n

; y

(1)

n

; : : : ; y

(L�1)

n

)

T

, Y est une matrie L � k, B

est une matrie k�k et L est appel�e la r�esolution de sortie du g�en�erateur. Il faut remarquer

que la matrie H introduite dans le hapitre 1 est, en fait, la matrie Y B. Aux setions 4.5

et 5.5, des r�esultats donnent des justi�ations �a ette d�eomposition. La matrie B, pour

l'instant, est la matrie identit�e de dimension k�k (I

k

). D'autres matries B seront utilis�ees

au hapitre 4. La matrie Y est la matrie qui d�eide du nombre de bits de r�esolution que le

g�en�erateur aura �a sa sortie. Si L � k, alors la matrie Y , lorsque multipli�ee par un veteur,

tronquera elui-i pour ne garder que les L premiers bits. Par ontre si L > k, alors la

matrie Y aura la forme

Y = (I

k

C)

T

o�u I

k

est la matrie identit�e k � k et C est une matrie (L� k)� k quelonque qui permet

d'avoir plus que k bits �a la sortie. Soit L

m

, le nombre maximum de bits disponibles par mot

sur la mahine utilis�ee. On prend L � L

m

. La sortie u

n

2 [0; 1℄ assoi�e �a x

n

est

u

n

=

L

X

i=1

y

(i�1)

n

2

�i

: (2.5)

Les di��erents g�en�erateurs qui seront trait�es dans e m�emoire ont tous la même struture,

seules leurs matries X, Y et B respetives les di��erenient. Il est �a remarquer que, dans
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la d�e�nition donn�ee �a la setion 1.2, la fontion de sortie g : S ! U est la ombinaison des

�equations (2.3), (2.4) et (2.5).

Le polynôme arat�eristique des g�en�erateurs �a r�eurrenes lin�eaires modulo 2 est le

polynôme arat�eristique de la matrie X. En onnaissant e polynôme arat�eristique, il

est possible de v�eri�er si la p�eriode des �etats visit�es (les x

n

) par le g�en�erateur est maximale.

En e�et, si le polynôme arat�eristique est primitif dans F

2

, alors on atteint la p�eriode

maximale de 2

k

� 1 o�u k est le degr�e du polynôme arat�eristique.

2.4 GCL Polynomial

2.4.1 R�eurrenes lin�eaires sur des espaes de polynômes

Soit P (z) = z

k

�a

1

z

k�1

�� � ��a

k

, un polynôme primitif sur F

2

, et F

2

[z℄=(P (z)), l'espae

des polynômes dans F

2

[z℄ modulo P (z). Assoions au veteur de bits
~
x

n

= (x

n

; ::; x

n+k�1

)

la s�erie formelle de Laurent

~p

n

(z) =

1

X

j=1

x

n+j�1

z

�j

o�u les x

n+k

; x

n+k+1

,.. sont d�etermin�es par la r�eurrene (2.1). On assoie ensuite �a ~p

n

(z) le

polynôme (voir [12℄)

p

n

(z) = P (z)~p

n

(z) mod 2:

La proposition 2.4.1 montre qu'il existe une bijetion entre le veteur
~
x

n

et le polynôme

p

n

(z).

Proposition 2.4.1 (L'

�

Euyer[12℄)

L'appliation
~
x

n

! p

n

(z) est une bijetion et satisfait

p

n

(z) =

k�1

X

j=0



n;j

z

k�j�1



17

o�u

0

B

B

B

B

B

B

�



n;0



n;1

: : :



n;k�1

1

C

C

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

B

B

�

1 0 : : : 0 0

�a

1

1 : : : 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�a

k�1

�a

k�2

: : : �a

1

1

1

C

C

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

B

B

�

x

n

x

n+1

: : :

x

n+k�1

1

C

C

C

C

C

C

A

mod 2 (2.6)

On d�emontre maintenant omment obtenir une r�eurrene permettant de passer de

p

n�1

(z) �a p

n

(z) sans avoir reours �a la r�eurrene 2.1.

En multipliant la s�erie ~p

n�1

(z) par z, on obtient

z

1

X

j=1

x

(n�1)+j�1

z

�j

=

1

X

j=0

x

n+j�1

z

�j

:

En enlevant le terme en z

0

, on obtient ~p

n

(z). On �erit

~p

n

(z) = z ~p

n�1

(z) mod 1

.

En multipliant ette r�eurrene par P (z), on obtient la r�eurrene

p

n

(z) = z p

n�1

(z) mod P (z) (2.7)

o�u \mod P (z)" signi�e que p

n

(z) est le reste de la division par le polynôme P (z) ave les

op�erations sur les oeÆients dans F

2

. Il est maintenant lair que la r�eurrene (2.7) est une

mani�ere �equivalente d'exprimer la r�eurrene (2.1).

De fa�on plus g�en�erale, si on d�esire \sauter" de s �etats dans la r�eurrene (2.7), alors

on utilise

p

n

(z) = z

s

p

n�1

(z) mod P (z): (2.8)

Cette �equation peut être vu omme d�e�nissant un g�en�erateur �a ongruene lin�eaire

(GCL) ave multipliateur z

s

et modulo P (z). Pour avoir un g�en�erateur de pleine p�eriode,
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il est important d'avoir pgd(s; 2

k

� 1) = 1. Sinon, ertains polynômes ne pourront jamais

être atteints ave la r�eurrene (2.8).

2.4.2 Desription du GCL polynomial ave s=1

Pour le type de g�en�erateur qui nous int�eresse, nous allons utiliser la r�eurrene (2.8)

ave s = 1. Cei permet d'avoir un g�en�erateur tr�es rapide, ar l'algorithme qui permet

d'implanter e g�en�erateur ne requiert que quelques op�erations rapides sur un ordinateur.

Dans le as o�u s > 1, l'implantation de e g�en�erateur sur un ordinateur ne se fait pas

aussi ais�ement. L'algorithme d'implantation de e g�en�erateur est pr�esent�e au hapitre 5. On

appelle le g�en�erateur de nombres al�eatoires qui en r�esulte, ave s = 1, GCL polynomial. La

r�eurrene du GCL polynomial est

p

n

(z) = zp

n�1

(z) mod P (z): (2.9)

A�n d'être oh�erent ave le adre g�en�eral d�e�ni dans la setion 2.3, il est n�eessaire

de d�e�nir la r�eurrene (2.9) di��eremment, mais de fa�on �equivalente. Pour e faire, on

assoie au polynôme p

n

(z) un veteur de k bits x

n

o�u x

(i)

n

est le oeÆient de z

k�i�1

dans

le polynôme p

n

(z). Il est important de souligner que la bijetion entre p

n

(z) et x

n

est

ompl�etement di��erente de elle �etablie entre p

n

(z) et
~
x

n

�a la proposition 2.4.1. En fait,



n;i

= x

(i)

n

pour i = 0; : : : ; k � 1. On d�e�nit �egalement, de la même mani�ere, un veteur

a = (a

1

; : : : ; a

k�1

; a

k

) qui repr�esente le polynôme P (z). La r�eurrene devient alors

x

n

= Xx

n�1

(2.10)

o�u

X =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

a

1

1 0 0 : : : 0

a

2

0 1 0 : : : 0

a

3

0 0 1 : : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a

k�1

0 0 0 : : : 1

a

k

0 0 0 : : : 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

: (2.11)
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La mani�ere d'obtenir ette �equation matriielle est bien expliqu�ee dans [20℄. A�n de g�en�erer

la sortie, on utilise B = I

k

et si L < k, alors Y = I

L�k

o�u I

L�k

est la matrie qui ne

ontient que les L premi�eres lignes de la matrie identit�e I

k

, sinon Y = (I

k

C)

T

o�u C est

une matrie (L� k)� k quelonque. La sortie u

n

est obtenue par (2.5).

La p�eriode de e type de g�en�erateur est �egale �a l'ordre du polynôme P (z), d'o�u l'im-

portane d'avoir P (z) primitif. Dans e as, la p�eriode est � = 2

k

� 1, o�u k est le degr�e du

polynôme arat�eristique du g�en�erateur.

2.5 G�en�erateurs de Tausworthe

Un g�en�erateur de Tausworthe utilise expliitement la r�eurrene (2.1). L'�etat du g�en�e-

rateur �a la n-i�eme it�eration est

x

n

= (x

ns

; x

ns+1

; : : : ; x

ns+k�1

)

o�u s est un param�etre entier qui permet de produire plusieurs g�en�erateurs ave la même

r�eurrene.

Le veteur de bits de la sortie assoi�e �a et �etat du g�en�erateur est

y

n

= (x

ns

; x

ns+1

; : : : ; x

ns+L�1

) (2.12)

et on utilise la sortie d�e�nie par (2.5).

On peut failement voir que e g�en�erateur entre bien dans le adre g�en�eral d�e�ni

ant�erieurement. La r�eurrene peut être �erite sous la forme

x

n

= X

s

x

n�1
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o�u

X =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

0 1 0 0 : : : 0

0 0 1 0 : : : 0

0 0 0 1 : : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 : : : 1

a

k

a

k�1

a

k�2

a

k�3

: : : a

1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

:

A�n d'obtenir la sortie, si L > k, on d�e�nit la matrie Y = (I

k

C)

T

o�u C permet d'obtenir

les L � w bits les moins signi�atifs de y

n

, sinon Y = I

L�k

. La matrie B, pour l'instant,

est la matrie I

k

.

Pour e g�en�erateur, il n'est pas suÆsant d'avoir un polynôme arat�eristique primitif

pour obtenir une p�eriode maximale. De fa�on similaire au GCL polynomial ave une valeur

de s quelonque, il est aussi n�eessaire d'avoir pgd(s; 2

k

� 1) = 1.

2.6 G�en�erateurs TGFSR

Les GFSR peuvent être repr�esent�es par la r�eurrene lin�eaire suivante :

v

n

= v

n+m�r

� v

n�r

;

o�u les v

i

sont des mots de w bits.

Dans [25℄, on modi�e ette r�eurrene a�n d'obtenir le twisted GFSR (TGFSR). Ce

g�en�erateur est bas�e sur la r�eurrene

v

n

= v

n+m�r

�Av

n�r

; (2.13)

o�u A est une matrie binaire de dimension w � w et les v

i

sont vus omme des veteurs

olonnes. En hoisissant de fa�on ad�equate les valeurs de w, r, m et A, il est possible

d'atteindre une p�eriode de 2

rw

� 1, qui est la p�eriode maximale pour e type de g�en�erateur.

Les auteurs de [25℄ d�erivent les avantages des TGFSR sur les GFSR. On y retrouve
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aussi les th�eor�emes suivants sur les onditions n�eessaires et suÆsantes a�n d'atteindre la

p�eriode maximale.

Th�eor�eme 2.6.1 (Matsumoto et Kurita[25℄)

Soit �

A

(t), le polynôme arat�eristique de la matrie A. Le g�en�erateur a une p�eriode maxi-

male de 2

rw

� 1 si et seulement si �

A

(t

r

+ t

m

) est un polynôme primitif de degr�e rw.

Dans e as, haque bit du veteur v

i

suit une r�eurrene de la forme (2.1), ave polynôme

arat�eristique �

A

(t

r

+ t

m

).

Il est possible de d�eterminer si �

A

(t

r

+ t

m

) est primitif plus failement grâe au prohain

th�eor�eme ar le polynôme pour lequel il faut v�eri�er la primitivit�e est de degr�e moindre.

Th�eor�eme 2.6.2 (Matsumoto et Kurita[25℄)

Soit � une raine de �

A

(t), alors �

A

(t

r

+ t

m

) est primitif si et seulement si les onditions

suivantes sont respet�ees :

(1) Le polynôme �

A

(t) est irr�edutible.

(2) Le polynôme t

r

+ t

m

+ � est primitif sur F

w

2

.

On observe que e g�en�erateur entre dans le adre g�en�eral d�erit �a la setion 2.3, puisque

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

v

n

v

n�1

.

.

.

v

n�r+2

v

n�r+1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

= X

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

v

n�1

v

n�2

.

.

.

v

n�r+1

v

n�r

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(2.14)

o�u

X =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

I

w

A

I

w

I

w

I

w

.

.

.

I

w

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(2.15)
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et, l'�el�ement (0; 0) de la matrie I

w

de la premi�ere ligne de X est l'�el�ement (0; (r�m�1)w)

de X.

Il est �a remarquer que l'�etat ourant du g�en�erateur, x

n

= (v

T

n

;v

T

n�1

; : : : ;v

T

n�r+1

)

T

, se

d�e�nit sur rw bits et que 'est pour ette raison que le polynôme arat�eristique est de

degr�e rw. On peut don d�eduire que la p�eriode maximale des TGFSR est de 2

rw

� 1. A�n

de g�en�erer la sortie, on a B = I

k

et Y = I

w�k

, ar L = w pour e type de g�en�erateur. La

sortie u

n

est alul�ee selon (2.5).

2.7 Mersenne Twister

Ce g�en�erateur a �et�e introduit pour la premi�ere fois dans [27℄ et est une g�en�eralisation

du TGFSR de la setion 2.6. La r�eurrene est de la forme

v

n

= v

n+m�r

�A(v

h

n�r

jv

b

n�r+1

): (2.16)

Il y a 5 param�etres �a ette r�eurrene : les entiers r et w, un entier p, 0 � p � w � 1, un

entier m, 0 � m � r, et une matrie A dont les entr�ees sont dans F

2

. Les veteurs v

n

sont

des veteurs-olonnes. Le symbole v

h

n�r

repr�esente les w�p premiers bits de v

n�r

tandis que

v

b

n�r+1

repr�esente les p derniers bits de v

n�r+1

. L'op�eration j repr�esente la onat�enation

des op�erandes.

�

Egalement, on observe que si p = 0, la r�eurrene (2.16) devient (2.13), d'o�u

la g�en�eralisation du TGFSR.

On d�emontre maintenant que e g�en�erateur entre dans le adre g�en�eral d�e�ni �a la se-

tion 2.3. L'�etat du Mersenne twister est repr�esent�e sur rw� p bits. La p�eriode maximale de

e type de g�en�erateur est alors de 2

nw�p

. L'�etat est

x

n

= (v

T

n

;v

T

n�1

; : : : ;v

T

n�r+2

; trun

w�p

(v

n�r+1

)

T

)

T

o�u trun

w�p

((v

n�r+1

)

T

) est le veteur de w � p bits ompos�e des w � p premiers bits de
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(v

n�r+1

)

T

. La matrie X de dimension (rw � p)� (rw � p) est

X =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

I

w

S

I

w

I

w

.

.

.

.

.

.

I

w�p

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(2.17)

o�u

S = A

0

�

I

w�p

I

p

1

A

est une matrie w � w.

Le polynôme arat�eristique de la r�eurrene d�epend de la matrie A. Un exemple d'une

implantation de Mersenne twister ave son polynôme arat�eristique est donn�e �a la se-

tion 5.4.

La raison pour laquelle e type de g�en�erateur a �et�e d�evelopp�e est qu'ave les TGFSR, il

est diÆile d'obtenir de tr�es longues p�eriodes (> 2

2000

, par exemple). Dans [14℄, on disute

de l'importane d'avoir une longue p�eriode. Les algorithmes permettant de d�eterminer la

primitivit�e d'un polynôme n�eessitent la fatorisation de 2

k

� 1. Même ave les m�ethodes

les plus modernes, fatoriser de tels nombres pour k > 2000 est tr�es diÆile. Par ontre, si

k est un exposant de Mersenne, alors la fatorisation n'est pas n�eessaire, puisque 2

k

�1 est

premier. Dans e as, il existe des algorithmes qui permettent de d�eterminer la primitivit�e

du polynôme arat�eristique en O(lk

2

) op�erations, o�u l est le nombre de termes non nuls

du polynôme. De plus, �a ause de la forme sp�eiale de la r�eurrene du Mersenne twister,

la primitivit�e peut être d�etermin�ee en O(k

2

) op�erations. Dans le as du TGFSR, 2

rw

� 1

ne peut jamais être premier (sauf si w = 1 ou n = 1). Par ontre, rw � p peut repr�esenter

n'importe quel nombre entier, y ompris les exposants de Mersenne.

A�n de mieux perevoir la diÆult�e de trouver des polynômes primitifs pour de grandes

valeurs de k, les auteurs de [27℄ rapportent qu'il a fallu deux semaines de aluls pour trouver

un polynôme primitif de degr�e 19937 (19937 est un exposant de Mersenne), utilisable pour
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un Mersenne twister. Les auteurs ne sp�ei�ent pas le type d'ordinateur utilis�e pour es

aluls.

2.8 Combinaisons de g�en�erateurs

Il est possible de ombiner plusieurs g�en�erateurs a�n d'obtenir de meilleures propri�et�es

pour le g�en�erateur ombin�e que elles des omposantes individuelles. Il s'agit de faire fon-

tionner les g�en�erateurs en parall�ele et, �a haque it�eration, produire une sortie en ombinant

toutes les sorties de haune des omposantes.

La mani�ere de ombiner plusieurs g�en�erateurs est expliqu�ee dans l'introdution de e

m�emoire. Mais au lieu d'utiliser (1.5) pour la omposante j (j = 1; : : : ; J), on utilise

z

n;j

= B

j

x

n;j

et

y

n;j

= Y

j

z

n;j

:

On observe que H

j

= Y

j

B

j

o�u B

j

est une matrie k

j

� k

j

de plein rang et Y

j

est une

matrie L

j

� k

j

. Pour ombiner plusieurs omposantes, on utilise (1.6). En utilisant ette

m�ethode, Tezuka [31℄ aÆrme que si les p�eriodes de haune des omposantes sont premi�eres

entre elles, alors le g�en�erateur ombin�e a une p�eriode �egale au produit des p�eriodes des

omposantes.

La valeur de L est d�e�nie par (1.7) et la sortie u

n

est d�etermin�ee par la formule habituelle

(2.5). Au lieu de (1.7), on pourrait aussi utiliser

L = max fL

j

j 1 � j � Jg: (2.18)

Par ontre, les bits les moins signi�atifs n'auraient pas la même p�eriode que les bits les

plus signi�atifs. En prenant (1.7), on s'assure que tous les bits sont de p�eriode maximale.

Dans le as o�u on d�eide de prendre (2.18), il est important de ompl�eter les veteurs y

n;j

ave L� L

j

bits onstants puisque pour l'�equation (1.6), il est n�eessaire que tous les bits

des y

n;j

soient bien d�e�nis. Pour le besoin de e m�emoire, on utilise (1.7).
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A�n de s'assurer que le g�en�erateur ombin�e progresse dans le yle le plus long, o�u la

p�eriode maximale est donn�ee par (1.4), il est n�eessaire d'avoir x

0;j

6= 0, pour 1 � j � J ,

o�u 0 est le veteur de bits ne ontenant que des bits nuls. Dans le as ontraire, si pour une

omposante j

0

on a x

0;j

0

= 0, alors on obtient le même g�en�erateur ombin�e ave les mêmes

omposantes sauf la omposante j

0

.

On observe aussi que pour un g�en�erateur qui utilise k bits pour repr�esenter son �etat, on

pourrait s'attendre �a e que elui-i ait une p�eriode maximale, pour le plus long yle, de

2

k

� 1. Ce n'est pas le as du g�en�erateur ombin�e, qui utilise k =

P

J

j=1

k

j

bits, puisque son

yle le plus long a une p�eriode de (2

k

1

� 1)� : : : � (2

k

J

� 1), qui est stritement inf�erieur

�a 2

k

� 1.



Chapitre 3

�

Equidistribution et fa�on de la

aluler

Dans e hapitre, on disute du rit�ere le plus �etudi�e lorsqu'on onstruit des g�en�erateurs

utilisant une r�eurrene lin�eaire modulo 2. Ce rit�ere, qu'on appelle �equidistribution, v�eri�e

si des ensembles de points produits par le g�en�erateur de nombres al�eatoires oupent de fa�on

uniforme l'espae insrit dans des hyperubes unitaires, et e, dans plusieurs dimensions.

Il y a deux fa�ons de pro�eder a�n d'analyser ette uniformit�e : observer physiquement

les ensembles de points ou analyser la r�eurrene pour ensuite tirer des onlusions sur

l'uniformit�e de es ensembles de points. C'est une approhe du deuxi�eme type que nous

utilisons pour sa rapidit�e puisque elle-i ne n�eessite pas le alul de tous les points. Cet

avantage devient de plus en plus important �a mesure que la p�eriode des g�en�erateurs �a

v�eri�er augmente. Tout e hapitre se veut une r�evision, pour le leteur, de la notation et

des tehniques utilis�ees dans [13℄ a�n de v�eri�er l'�equidistribution, sauf pour la derni�ere

setion qui pr�esente une g�en�eralisation de l'�equidistribution donn�ee dans [4℄.
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3.1 D�e�nition de l'�equidistribution

Consid�erons l'ensemble 


t

de tous les points �a t dimensions produits par les valeurs

suessives d'un g�en�erateur, �a partir de tous les �etats initiaux possibles x

0

, d�e�ni par




t

= fu

0;t

= (u

0

; : : : ; u

t�1

) : x

0

2 IF

k

2

g:

Maintenant, supposons que l'on partitionne l'hyperube [0; 1)

t

en 2

t`

petits hyperubes

de même grandeur. La plus grande valeur de ` pour laquelle haun des petits hyperubes

ontient le même nombre de points est appel�ee la r�esolution en dimension t et est not�ee `

t

.

On dit que 


t

(et par le fait même, le g�en�erateur) est (t; `)-�equidistribu�e si tous les petits

hyperubes ontiennent le même nombre de points, soit 2

k�t`

points. Cei est possible

seulement si k � t`, pare que la ardinalit�e de 


t

est au plus 2

k

. L'ensemble 


t

est dit

�equidistribu�e au maximum(ME), si `

t

atteint sa borne sup�erieure pour toutes les valeurs

de t possibles, 'est-�a-dire `

t

= min(L; bk=t) pour t = 1; : : : ; k. Un ensemble de nombres

ompl�ementaires sont les t

`

; 1 � ` � L, o�u t

`

repr�esente la plus grande valeur de t pour

lequel 


t

est (t; `)-�equidistribu�e. On a les bornes sup�erieures

`

t

� `

�

t

def

= min(L; bk=t) pour t = 1; : : : ; k (3.1)

et

t

`

� t

�

`

def

= bk=` pour l = 1; : : : ; L: (3.2)

On d�e�nit aussi l'�eart en dimension t par �

t

def

= `

�

t

� `

t

et l'�eart en r�esolution ` par

�

l

def

= t

�

`

� t

`

. On dit que le g�en�erateur a une r�esolution maximale en dimension t si �

t

= 0.

De plus, elui-i sera dit de dimension maximale en r�esolution `, si �

`

= 0. Selon es

d�e�nitions, on peut dire que le g�en�erateur est �equidistribu�e au maximum (ME), si �

t

= 0

pour t = 1; : : : ; k ou, de fa�on �equivalente, si �

`

= 0 pour ` = 1; : : : ;min(k; L). L'�equivalene

peut être vue en onstatant que, si pour une valeur de t on a `

t

< `

�

t

il s'ensuit que �

`

�

t

> 0

et que si, pour une ertaine valeur de `, t

`

< t

�

`

, alors �

t

�

`

> 0.
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3.2 V�eri�ation de l'�equidistribution

Dans e qui suit, on montre la fa�on de v�eri�er l'�equidistribution pour les g�en�erateurs

utilisant des r�eurrenes lin�eaires modulo 2. Dans ette setion, on montre que le alul du

rang d'une matrie permet de trouver les valeurs de `

t

et de t

`

.

�

A partir des veteurs de sortie y

n

du g�en�erateur, onstruisons le veteur ligne de t` bits

s

t;`

= (trun

`

(y

0

)

T

; : : : ; trun

`

(y

t�1

)

T

)

De (2.2),(2.3) et (2.4), on peut observer que haque valeur de y

(i)

n

peut être exprim�ee

omme une ombinaison lin�eaire de x

(0)

0

; : : : ; x

(k�1)

0

. On obtient

y

(i)

n

=

k�1

X

g=0

b

n;i;g

x

(g)

0

(3.3)

o�u b

n;i;g

2 IF

2

. Alors s

t;`

peut être exprim�e par

s

t;`

= x

T

0

B

t;`

; (3.4)

o�u B

t;`

est une matrie k�t`, ave �el�ements dans IF

2

, qui peut être d�e�nie omme suit : si y

(i)

n

est le g-i�eme �el�ement de s

t;`

, alors la g-i�eme olonne de la matrie est (b

n;i;0

; : : : ; b

n;i;k�1

)

T

.

La proposition suivante donne une ondition n�eessaire et suÆsante pour que le g�en�erateur

soit (t; `)-�equidistribu�e.

Proposition 3.2.1 (L'

�

Euyer[13℄)

Le g�en�erateur est (t; `)-�equidistribu�e si et seulement si la matrie B

t;`

est de plein rang.

A�n de trouver les valeurs des b

n;i;g

, nous utilisons diretement l'implantation du g�e-

n�erateur. Supposons que nous ayons omme �etat initial x

0

= (x

(0)

0

; : : : ; x

(k�1)

0

)

T

= e

T

q

, le

q-i�eme veteur unitaire en dimension k, alors l'�equation (3.3) se r�eduit �a y

(i)

n

= b

n;i;q

. On

peut ensuite ompl�eter le veteur s

t;`

ave l'implantation même du g�en�erateur. En utilisant

le g�en�erateur, on peut onstruire failement la matrie B

t;`

ave l'algorithme 3.2.1.
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Algorithme 3.2.1 (L'

�

Euyer[13℄)

1. q  0

2. x

0

 e

q

3. Utiliser l'implantation du g�en�erateur pour trouver le veteur s

t;`

4. Mettre le veteur s

t;`

ourant �a la ligne q de la matrie B

t;`

5. q  q + 1

6. Retourner �a l'�etape 2 si q < k, sinon arrêter.

Il est �a remarquer que les g�en�erateurs qui utilisent le adre g�en�eral, ave B = I

k

, sont

toujours (1;min(k; L))-�equidistribu�es par d�e�nition de 


t

, même ave une matrie X quel-

onque. Un g�en�erateur (1;min(k; L))-�equidistribu�e signi�e que toutes les 2

min(k;L)

valeurs

possibles de trun

min(k;L)

(y

n

) sont observ�ees si l'on onsid�ere tous les yles possibles.

3.3 V�eri�er l'�equidistribution pour des g�en�erateurs ombin�es

On peut ombiner plusieurs g�en�erateurs a�n d'am�eliorer l'�equidistribution ompara-

tivement �a l'�equidistribution des omposantes individuelles. On peut ainsi ombiner J

g�en�erateurs ave l'�equation (1.6). De l'�equation (3.3), on obtient pour haque omposante

j, 1 � j � J ,

y

(i)

n;j

=

k

j

�1

X

g=0

b

n;j;i;g

x

(g)

0;j

o�u b

n;j;i;g

2 IF

2

. Le veteur de bits

s

j;t;`

= (trun

`

(y

0;j

)

T

; : : : ; trun

`

(y

t�1;j

)

T

)

peut être exprim�e par

s

j;t;`

= x

T

0;j

B

j;t;`

o�u B

j;t;`

est une matrie �a �el�ements binaires de dimension k

j

� t`. Ses �el�ements peuvent

être alul�es ave les m�ethodes d�erites dans la setion pr�e�edente en onsid�erant haque

omposante ind�ependamment.
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On peut observer que

y

(i)

n

= y

(i)

n;1

+ : : :+ y

(i)

n;J

=

J

X

j=1

k

j

�1

X

g=0

b

n;j;i;g

y

(i)

0;j

pour haque valeur de n et i possible. On obtient alors

s

t;`

=

J

X

j=1

s

j;t;`

=

J

X

j=1

x

T

0;j

B

j;t;`

que l'on peut r�e�erire de la fa�on suivante :

s

t;`

� ~x

T

0

~

B

t;`

o�u

~

B

t;`

est une matrie k � t` d�e�nie par la juxtaposition vertiale des B

j;t;`

et o�u ~x

T

0

est

obtenu en juxtaposant les x

T

0;j

horizontalement. On obtient une proposition similaire �a elle

de la setion pr�e�edente, sauf que elle-i est plus g�en�erale. Comme dans le as du g�en�erateur

simple, il est possible de d�eterminer l'�equidistribution du g�en�erateur en trouvant le rang

d'un matrie. Si haun des x

j;n

n'ont pas le même nombre de bits de pr�eision, alors la

valeur de L, pour la v�eri�ation de l'�equidistribution, est donn�ee par (1.7).

Proposition 3.3.1 (L'

�

Euyer[13℄) Un g�en�erateur ombin�e est (t; `)-�equidistribu�e si et seule-

ment si la matrie

~

B

t;`

est de plein rang t`.

3.4 Conditions suÆsantes pour l'�equidistribution maximale

A�n de v�eri�er si un g�en�erateur est ME, on peut aluler les valeurs `

t

pour t = 1; : : : ; k

ou t

`

pour ` = 1; : : : ;min(k; L). Mais il n'est pas n�eessaire de aluler toutes les valeurs

de `

t

ou de t

`

puisqu'une (t; `)-�equidistribution implique une (t

0

; `

0

)-�equidistribution pour

tous t

0

� t et `

0

� `. Cei peut être vu �a l'aide de la matrie

~

B

t;`

. Si le g�en�erateur est

(t; l)-�equidistribu�e, alors la matrie

~

B

t;`

est de plein rang t`. Pour savoir si le g�en�erateur est

(t� 1; `)-�equidistribu�e, on alule le rang de la matrie

~

B

t�1;`

. Mais, il est �a remarquer que

l'on peut obtenir la matrie

~

B

t�1;`

en enlevant les ` derni�eres olonnes de

~

B

t;`

. Alors puisque

~

B

t;`

est de rang t`,

~

B

t�1;`

est de rang (t�1)`. Un raisonnement semblable peut être fait pour
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d�eduire le rang de

~

B

t;`�1

.

�

Egalement, si `

t

0

= `

t

pour t

0

< t et si une r�esolution maximale est

obtenue en dimension t, alors elle est aussi obtenue en dimension t

0

. De fa�on similaire, si

t

`

0

= t

`

pour `

0

< ` et le g�en�erateur est de dimension maximale pour la r�esolution `, alors il

est aussi de dimension maximale pour la r�esolution `

0

. La prohaine proposition nous dite

pour quelles valeurs de t et de ` on doit v�eri�er l'�equidistribution. Mais d'abord, d�e�nissons

les ensembles suivants :

�

1

= fmax(2; bk=L); : : : ; b

p

kg;

�

2

= ft = bk=` j ` = 1; : : : ; b

p

k � 1g;

	

1

= f1; : : : ; b

p

kg

et

	

2

= f` = bk=t j t = max(2; bk=L); : : : ; b

p

k � 1g;

Proposition 3.4.1 (L'

�

Euyer[13℄) Un g�en�erateur ave p�eriode maximale est ME si et

seulement si �

t

= 0 pour tout t 2 �

1

[�

2

, si et seulement si �

`

= 0 pour tout ` 2 	

1

[	

2

.

3.5 V�eri�ation de l'�equidistribution des projetions

Dans la setion 3.1, on a disut�e de l'ensemble de points 


t

et de la signi�ation de

l'�equidistribution du g�en�erateur g�en�erant et ensemble de points. Cet ensemble de points

est g�en�er�e par les valeurs suessives produites par le g�en�erateur. L'�equation (3.5) d�e�nit un

rit�ere d'uniformit�e plus rigoureux que la simple �equidistribution et tente de mesurer l'uni-

formit�e d'ensembles de points lorsqu'on onsid�ere des projetions dans des dimensions non

suessives. L'utilit�e de e rit�ere est bien illustr�e dans [4, 22℄ pour l'int�egration quasi-Monte

Carlo : a�n de r�eduire l'erreur d'int�egration, il est pr�ef�erable de v�eri�er l'�equidistribution

dans plusieurs ensembles de points form�es par des t-tuplets de valeurs non suessives

du g�en�erateur. Dans [4℄, on d�e�nit le rit�ere 3.5 qui est une g�en�eralisation du rit�ere

d'�equidistribution et que l'on nomme �equidistribution des projetions. C'est de e rit�ere

dont il est question dans ette setion.
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On d�e�nit

~

�

t

1

;:::;t

d

= max

�

max

I=f1;:::;sg;s=1;:::;t

1

(`

�

jIj

(n)� `

I

); max

I2S(t

s

;s);s=2;:::;d

(`

�

jIj

(n)� `

I

)

�

; (3.5)

o�u S(t

s

; s) = ffi

1

; : : : ; i

s

g; 1 = i

1

< : : : < i

s

� t

s

g. La quantit�e `

�

jIj

(n) est donn�ee par bk=jIj

et orrespond �a la r�esolution maximale pour un ensemble de n = 2

k

points dans [0; 1)

jIj

.

L'ensemble I est un ensemble d'indies de dimensions.

La premi�ere partie du rit�ere, soit

max

I=f1;:::;sg;s=1;:::;t

1

(`

�

jIj

(n)� `

I

);

d�etermine l'�eart maximal entre la r�esolution maximale, `

�

jIj

(n), et la r�esolution obtenue,

`

I

, en prenant les ensembles de points produits par des s-tuplets de valeurs suessives du

g�en�erateur, soit

fu

s

= (u

0

; : : : ; u

s�1

) : x

0

2 IF

k

2

g:

pour s = 1; : : : ; t

1

.

Une autre fa�on d'exprimer la premi�ere partie est par

max

t=1;:::;t

1

�

t

:

La deuxi�eme partie du rit�ere, soit

max

I2S(t

s

;s);s=2;:::;d

(`

�

jIj

(n)� `

I

);

d�etermine �egalement l'�eart maximal entre la r�esolution maximale et la r�esolution obtenue

mais en prenant des ensembles de points de valeurs non suessives. Ces ensembles de points

sont

fu = (u

i

1

; : : : ; u

i

s

) : x

0

2 IF

k

2

g;

pour s = 2; : : : ; d et 1 = i

1

< : : : < i

s

� t

s

. Le param�etre t

s

permet de hoisir, pour les s-

tuplets, la valeur maximale de i

s

et par le fait même, du point de vue pratique, de ontrôler

le nombre d'ensembles de points �a v�eri�er. La valeur

~

�

t

1

;:::;t

d

est la valeur maximale de

`

�

jIj

(n)� `

I

qu'on obtient dans les deux parties.
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Il est important d'observer que e rit�ere

~

�

t

1

;:::;t

d

g�en�eralise la propri�et�e ME pare que

le g�en�erateur est ME si et seulement si

~

�

k

= 0. Dans e as, on obtient

~

�

k

= max

I=f1;:::;sg;s=1;:::;k

(`

�

jIj

(n)� `

I

) = max

t=1;:::;t

1

�

t

:

Dans la d�e�nition que l'on a donn�ee d'un g�en�erateur ME, on dit qu'il est ME si �

t

= 0 pour

t = 1; : : : ; k. Puisque �

t

� 0, alors l'�equivalene entre

~

�

k

= 0 et la propri�et�e ME devient

�evidente.



Chapitre 4

Transformations lin�eaires modi�ant

la sortie d'un g�en�erateur

Selon notre d�e�nition d'un g�en�erateur de nombres al�eatoires de la setion 1.2, G =

(S; s

0

; f; U; g), il nous est toujours possible de modi�er la fontion de sortie g. La fontion

g : S ! U permet d'assoier �a haque �etat du g�en�erateur un �el�ement de U .

Ce adre g�en�eral nous permet une libert�e qui, jusqu'�a pr�esent dans e m�emoire, n'a pas

�et�e exploit�ee : la matrie B. On va maintenant utiliser ette matrie B dans un but tr�es

simple : obtenir la meilleure �equidistribution possible.

Pour e m�emoire, on s'int�eresse �a des matries B de dimension k � k dont les k

0

=

min(k; L) premi�eres lignes sont lin�eairement ind�ependantes. Cei permet d'obtenir un g�e-

n�erateur (1,k

0

)-�equidistribu�e. Lors de la v�eri�ation de l'�equidistribution, on n'aura pas

besoin de v�eri�er l'�equidistribution en 1 dimension puisque elle-i sera garantie. Dans le

as o�u B = I

k

, la (1,k

0

)-�equidistribution est garantie par d�e�nition de 


t

. Par ontre, quand

B 6= I

k

, la (1,k

0

)-�equidistribution n'est pas garantie. La proposition suivante donne une

ondition suÆsante pour que le g�en�erateur soit (1,k

0

)-�equidistribu�e.

Proposition 4.0.1 Si les min(k; L) premi�eres lignes de B sont lin�eairement ind�ependantes,
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alors le g�en�erateur sera (1,min(k; L))-�equidistribu�e.

preuve :

En onstruisant la matrie B

1;min(k;L)

ave l'algorithme 3.2.1, on obtient B

1;min(k;L)

=

~

B

o�u

~

B est une matrie k � min(k; L) qui ontient les min(k; L) premi�eres olonnes de B

T

.

Puisque les min(k; L) premi�eres lignes de B sont lin�eairement ind�ependantes, alors il est

�evident que B

1;min(k;L)

=

~

B est au moins de rang min(k; L). Selon la proposition 3.2.1, le

g�en�erateur est alors (1,min(k; L))-�equidistribu�e.

4.1 Transformations lin�eaires sur des g�en�erateurs ombin�es

Dans ette sous-setion, on explique la mani�ere d'appliquer des transformations lin�eaires

sur des g�en�erateurs ombin�es, tout en gardant la (1; k

0

)-�equidistribution. Soit k

0

j

= min

(k

j

; L

j

). Il y a deux fa�ons prinipales d'appliquer les transformations lin�eaires :

1. Sur haune des omposantes de fa�on ind�ependante, tel qu'expliqu�e �a la setion 2.8,

'est-�a-dire avoir une transformation B

j

propre �a haune des omposantes.

2.

�

A la sortie du g�en�erateur ombin�e. La matrie Y

j

est une matrie L

j

� k

j

qui fait en

sorte que y

n;j

soit un veteur de L

j

bits (si L

j

> k

j

, alors Y

j

est don de la forme

(I

k

j

C

j

)

T

o�u C

j

sert �a rajouter les L

j

� k

j

bits manquants, sinon Y

j

= I

L

j

�k

j

). Si on

d�e�nit

L

min

= min

j=1;:::;J

L

j

;

alors la matrie B est une matrie min(k; L

min

)�min(k; L

min

) et la matrie Y est une

matrie L� k o�u L � L

min

. On pro�ede ainsi :

z

n;j

= x

n;j

; 1 � j � J

y

n;j

= Y

j

z

n;j

; 1 � j � J

z

n

= B trun

L

min

(�

J

j=1

y

n;j

)

y

n

= Y z

n

Pour la premi�ere option, par la proposition 4.0.1, a�n que le g�en�erateur soit (1;min(k; L))-

�equidistribu�e, il est n�eessaire que les min(k; L) premi�eres lignes des matries B

j

soient
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lin�eairement ind�ependantes ar en fait on obtient z

n

par

z

n

= (

~

B

1

: : :

~

B

J

)(x

T

n;1

; : : : ;x

T

n;J

)

T

o�u les

~

B

j

sont des matries L� k

j

, qui ne ontiennent que les L premi�eres lignes de B

j

.

De fa�on similaire, pour la deuxi�eme option, le veteur de bits z

n

est obtenu en e�etuant

B

~

B(x

T

n;1

; : : : ;x

T

n;J

)

T

o�u

~

B =

�

~

Y

1

~

Y

2

: : :

~

Y

J

�

et les matries

~

Y

j

sont des matries L

min

� k

j

qui ne ontiennent que les L

min

premi�eres

lignes de Y

j

. A�n que le g�en�erateur soit (1;min(k; L))-�equidistribu�e, il faut que les min(k; L)

premi�eres lignes de la matrie B

~

B soient lin�eairement ind�ependantes.

La premi�ere option a l'avantage d'avoir des omposantes qui sont (1; k

0

j

)-�equidistribu�ees

si elles sont prises individuellement. La seonde a l'avantage d'o�rir des g�en�erateurs plus

rapides (ar on n'e�etue qu'une seule transformation lin�eaire, au lieu de J).

4.2 La permutation des oordonn�ees

La premi�ere transformation lin�eaire B abord�ee dans e m�emoire est la permutation des

oordonn�ees. Celle-i, que l'on note B = P , onsiste �a hanger la position des bits du veteur

x

n

pour obtenir le veteur z

n

de la fa�on suivante :

z

(i)

n

= x

(�(i))

n

; 0 � i < L� 1 (4.1)

(4.2)

o�u � : ZZ

k

! ZZ

k

est une permutation. Une forme aeptable de permutation qui est utilis�ee

plus tard dans e m�emoire est elle o�u �(i) = pi+ q mod k pour 0 � i < k. Cette forme est

not�ee P

p;q

.

Une autre forme de ette transformation lin�eaire est elle o�u �(i) = pi + q mod w

pour 0 � i < w et �(i) = i pour w < i < k. Elle orrespond �a permuter les w premiers

bits du veteur d'�etat et �a laisser les k � w suivants aux mêmes positions. Cette forme est
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surtout utilis�ee pour les g�en�erateurs TGFSR, ar ave es g�en�erateurs, l'�etat est d�eoup�e en

r veteurs de w bits. Appliquer une permutation, lors de l'implantation, sur les w premiers

bits de l'�etat est plus faile que de faire la permutation �a l'int�erieur du veteur d'�etat au

omplet. Cette forme est not�ee

~

P

w

p;q

.

4.3 Le self-tempering

Cette transformation lin�eaire a �et�e d�evelopp�ee a�n d'am�eliorer les propri�et�es statistiques

des GCL polynomiaux. En e�et, lorsque que x

n�1

a peu de bits non nuls, �etant donn�ee la

r�eurrene tr�es simple du g�en�erateur, alors il est tr�es probable que x

n

aura aussi tr�es peu

de bits non nuls. Ce fait important am�ene des probl�emes de orr�elation entre les valeurs

suessives u

n

si B = I

k

. La strat�egie prise par le self-tempering est une heuristique qui

tente de rem�edier �a e probl�eme en faisant en sorte que z

n

ait beauoup de bits non nuls,

si x

n

en a peu. De ette mani�ere, la tendane �a avoir peu de bits pour plusieurs valeurs

suessives est r�eduite. Il est important de remarquer que le nombre moyen de bits non nuls

par sortie ne hange pas ave ette transformation. Cette transformation lin�eaire, quoique

on�ue pour les GCL polynomiaux, peut être utilis�ee pour n'importe quel type de g�en�erateur

de nombres al�eatoires qui utilise une r�eurrene lin�eaire modulo 2.

Le self-tempering a deux param�etres,  et d, ayant les ontraintes 0 < d <  � k. On

note ette transformation par B = S

;d

. Si on note K = dk=e, alors les op�erations suivantes

d�erivent e que fait S

;d

pour obtenir z

n

.

Algorithme 4.3.1 Self-tempering S

;d

1. b

j

= (x

n

� (j � 1)) &m



pour j = 1; : : : ;K

2. e = (

L

K

j=1

b

j

)� d

3. d

j

= b

j

� e pour j = 1; : : : ;K

4. z

n

=

L

K

j=1

(d

j

� (j � 1))

Il est �a noter que� d signi�e un d�ealage de d bits vers la gauhe et� d signi�e un d�ealage

de d bits vers la droite. L'op�eration x & y signi�e qu'on e�etue une multipliation de x
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par y modulo 2, bit par bit (voir table 2.2).

Pour ette transformation, m



est un masque qui ne onserve que les  premiers bits.

Cette transformation fait e qui suit :

�

A l'�etape 1, on d�eoupe le veteur x

n

en K veteurs

b

j

de  bits.

�

A la deuxi�eme �etape de l'algorithme, on fait un ou-exlusif de tous les b

j

et on

d�eale le r�esultat de d bits vers la gauhe pour mettre le r�esultat dans le veteur e de  bits.

Ensuite, on reprend haun des veteurs b

j

et on e�etue un ou-exlusif ave le veteur e,

e qui produit les veteurs d

j

. La derni�ere �etape onsiste �a juxtaposer les veteurs d

j

pour

obtenir z

n

Cette transformation est failement implant�ee sur un ordinateur 32 bits. Dans e as on

prend  = 32. A�n de repr�esenter un mot de k bits x

n

, on aura besoin de K = dk=32e mots

de 32 bits : x

1

n

;x

2

n

; ::;x

K

n

. Don x

n

est la juxtaposition des x

j

n

. Dans e as partiulier, S

32;d

se fait de la mani�ere suivante :

Algorithme 4.3.2 Self-tempering S

32;d

1. e = (

L

K

j=1

x

j

n

)� d

2. z

j

n

= x

j

n

� e pour j = 1; : : : ;K � 1:

3. z

K

n

= (x

K

n

� e) &m

h

o�u h = k � 32(K � 1), e est un veteur de 32 bits et le r�esultat de la transformation S

32;d

sur x

n

est le veteur de bits z

n

qui est la juxtaposition horizontale des z

j

n

(1 � j � K).

En analysant la transformation lin�eaire donn�e par les algorithmes 4.3.1 et 4.3.2, on se

rend ompte que dans le meilleur des as, s'il y a peu de bits non nuls dans x

n

, alors le

nombre de bits non nuls est multipli�e par K + 1. En moyenne, le nombre de bits non nuls

reste le même.

4.4 Le tempering de Matsumoto-Kurita

Le tempering de Matsumoto-Kurita est une transformation lin�eaire qui a �et�e introduite

par Matsumoto et Kurita dans [26℄ a�n d'am�eliorer l'�equidistribution des TGFSR. Ave e
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type de g�en�erateur, on a toujours L � k. Le tempering de Matsumoto-Kurita utilis�e dans

[26℄ se d�e�nit par ette ombinaison d'op�erations :

Algorithme 4.4.1 Tempering de Matsumoto-Kurita

1.
~
x

n

= trun

L

(x

n

)

2. r

n

=
~
x

n

� ((
~
x

n

� �) & b)

3. y

n

= r

n

� ((r

n

� �) & ):

o�u r

n

est un veteur de L bits et les param�etres � et � sont des entiers tels que 0 � �,

� � L � 1 ; b et  sont des masques de L bits. Maintenant, si nous voulons appliquer

ette transformation lin�eaire, omment faire pour hoisir les param�etres �; �;b et  ? Dans

[26℄, il est reommand�e de hoisir � pr�es de bL=2 � 1 et � pr�es de �=2. Les auteurs ont

trouv�e qu'ave es valeurs de � et �, ils peuvent atteindre assez failement une (bk=2; 2)-

�equidistribution. Pour trouver b et , ils utilisent l'algorithme d�erit dans la setion 4.4.1.

�

A la premi�ere op�eration du tempering de Matsumoto-Kurita, on tronque le veteur x

n

pour ne garder que les L premiers bits, L �etant la r�esolution de la sortie du g�en�erateur. On

se restreint don �a n'utiliser que l'information ontenue dans les L premiers bits de l'�etat

x

n

. Si L < k, il serait avantageux d'utiliser plus que L bits. Cette id�ee en tête, on modi�e

le tempering de Matsumoto-Kurita pour obtenir la g�en�eralisation suivante :

Algorithme 4.4.2 Tempering de Matsumoto-Kurita g�en�eralis�e

1. x

n

= trun

w

(x

n

)

2. r

n

= x

n

� ((x

n

� �) & b)

3. z

n

= r

n

� ((r

n

� �) & )

On note le r�esultat de es �etapes par z

n

= T

w;�;�;b;

x

n

et 'est elle-i que l'on appelle

tempering de Matsumoto-Kurita pour le reste du m�emoire. Cette nouvelle transformation

lin�eaire permet de ontrôler le nombre de bits qui est utilis�e par la transformation lin�eaire

par le param�etre w. Il faut ependant que w � k. La r�egle g�en�erale est que w � k pour les

g�en�erateurs de type GCL polynomial et de Tausworthe et pour les TGFSR et les Mersenne

twister, w est de même valeur que le param�etre w des g�en�erateurs. Ces hoix sont dit�es

pour des raisons de simpliit�e lors de l'implantation des g�en�erateurs.
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S'inspirant des reommandations donn�ees dans [26℄, il a �et�e observ�e que des valeurs de

� pr�es de bw=2�1 et des valeurs de � pr�es de �=2 donnent de bons r�esultats. L'algorithme

de la prohaine sous-setion permet de trouver, pour des valeurs de � et de � donn�ees, des

valeurs de b et  qui donnent une bonne �equidistribution au g�en�erateur.

La di��erene majeure entre les algorithmes 4.4.1 et 4.4.2 est le nombre de bits utilis�es par

la transformation lin�eaire. Ave l'algorithme 4.4.1, on e�etue le tempering de Matsumoto-

Kurita sur les L premiers bits de l'�etat du g�en�erateur, tandis qu'ave l'algorithme 4.4.2, on

peut hoisir le nombre de bits de l'�etat qui seront utilis�es pour la transformation lin�eaire

par l'interm�ediaire du param�etre w. Par exemple, supposons que pour un g�en�erateur donn�e

k = 200 et L = 32. En prenant w = k = 200 dans l'algorithme 4.4.2, on utilise tous les bits

de l'�etat a�n de produire la sortie. En prenant w = L = 32, omme dans l'algorithme 4.4.1,

on n'utilise que les 32 premiers bits de l'�etat et les 168 derniers bits n'inuenent nullement

la sortie.

4.4.1 Algorithme d'optimisation du tempering Matsumoto-Kurita

Supposons qu'en v�eri�ant l'�equidistribution d'un g�en�erateur auquel on applique un tem-

pering de Matsumoto-Kurita, on observe qu'il est (t

�

`

; `)-�equidistribu�e pour ` = 1; : : : ; `

0

�1,

mais pas pour ` = `

0

. En analysant la transformation lin�eaire, on observe que les bits

des masques b et  qui a�etent le bit y

(`

0

�1)

n

qui empêhe le g�en�erateur d'être (t

�

`

0

; `

0

)-

�equidistribu�e sont les bits b

(`

0

�1)

; b

(`

0

+��1)

et 

(`

0

�1)

. La �gure 4.1 permet de visualiser ei.

Dans le diagramme, on regarde les retangles horizontaux omme des veteurs de bits, o�u

le bit 0 est �a la gauhe du retangle et le bit w � 1 est �a la droite.

�

Egalement, on voit les

op�erations en fontion du veteur de bits x

n

, puisque r

n

= x

n

� ((x

n

� �) & b). Il y a

un retangle vertial en pointill�es qui indique bien les bits qui a�etent le bit y

(`

0

�1)

n

. Les

symboles \h1i", \h2i", \h3i" et \h4i" repr�esentent les bits y

(`

0

�1)

n

, 

(`

0

�1)

, b

(`

0

+��1)

et b

(`

0

�1)

,

respetivement.

Montrons maintenant omment am�eliorer la (t

�

`

0

; `

0

)-�equidistribution du g�en�erateur en

hangeant les valeurs de b

(`

0

�1)

; b

(`

0

+��1)

et 

(`

0

�1)

. Le diagramme montre bien que si `

0

�
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Figure 4.1 { Illustration du tempering

w � �, alors le bit 

(`

0

�1)

a�ete le bit y

n

(`

0

�1)

. Dans le as o�u `

0

� w � �, on a le hoix de

hoisir 0 ou 1 omme valeur de 

(`

0

�1)

, si `

0

> w��, on met e bit �a z�ero. On voit �egalement

que si `

0

� � > 0 et 

(`

0

���1)

= 1, alors le bit b

(`

0

�1)

a�ete le bit y

n

(`

0

���1)

. Dans e as,

on ne doit pas hanger b

(`

0

�1)

pour ne pas nuire �a la (t

�

(`

0

�1)

; `

0

� 1)-�equidistribution. Sinon,

si `

0

� w � �, alors le bit b

(`

0

�1)

a�ete aussi le bit y

n

(`

0

�1)

. Dans e as, on peut mettre le

bit b

(`

0

�1)

�a 0 ou �a 1. Dans l'autre as, on met le bit b

(`

0

�1)

�a z�ero. On observe aussi que si

`

0

+ � � w � � et si 

(`

0

�1)

= 1, alors le bit b

(`

0

+��1)

a�ete le bit y

n

(`

0

�1)

. Dans le as o�u

`

0

+ � � w � � et si 

(`

0

�1)

= 1, alors on peut mettre le bit b

(`

0

+��1)

�a 0 ou �a 1, sinon on

met le bit b

(`

0

+��1)

�a z�ero.

Ces observations faites grâe �a la �gure 4.1 permettent de onstruire l'algorithme 4.4.3

qui est sugg�er�e dans [26℄. Cet algorithme est on�u pour des g�en�erateur �a une seule ompo-

sante. Un algorithme, s'inspirant de elui-i, permettant du tempering sur plusieurs ompo-

santes est d�erit dans la setion 4.4.2. Avant d'amorer l'algorithme 4.4.3, il est important

de d�eterminer les valeurs de Æ

v

pour v = 1; : : : ; k

0

. Ces valeurs repr�esentent les valeurs de

�

v

que l'on peut aepter et permettent de ontrôler la qualit�e de l'�equidistribution des
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g�en�erateurs que l'on d�esire. Ainsi, si on veut des g�en�erateurs qui sont ME, alors on mettra

Æ

v

= 0 pour v = 1; : : : ; k

0

.

L'algorithme 4.4.3 onstruit un arbre de reherhe.

�

A haque noeud, on assoie inq

valeurs : v, �

v

, b

(v�1)

, b

(v+��1)

et 

(v�1)

. Si pour un noeud donn�e o�u v = ~v, on observe

que �

v

� Æ

v

, alors elui aura des enfants ave v  ~v + 1 et haun de eux-i aura une

on�guration di��erente des bits b

(v�1)

, b

(v+��1)

et 

(v�1)

. Si �

v

> Æ

v

, alors e noeud n'aura

pas d'enfants. Voii l'algorithme de fa�on plus formelle.

Algorithme 4.4.3 (Matsumoto et Kurita[26℄)

1. Fixer � et � et mettre b 0, et  0.

2. On trouve `

0

, la plus grande valeur de ` telle que le g�en�erateur, ave b et , est (t

�

`

; `)-

�equidistribu�e, pour ` = 1; : : : ; `

0

� 1. v  `

0

.

3. Le raine de l'arbre de reherhe est le noeud o�u v = `

0

.

4. Pour haque noeud tel que v = ~v � 1, elui-i aura au plus huit enfants o�u haque

enfant orrespond �a une on�guration des bits b

(~v�1)

, b

(~v+��1)

et 

(~v�1)

. Pour haun

des enfants, v�eri�er si l'�equidistribution est telle que �

~v

> Æ

~v

. Si 'est le as, alors

elui-i n'aura pas d'enfants qui lui sont propres. Sinon, il aura des enfants ave une

valeur de v  ~v + 1. Voii les r�egles qui permettent de hoisir les on�gurations de

bits pour haque enfant du noeud ave v = ~v � 1 :



(~v�1)

8

<

:

= 0 si ~v > w � �

2 IF

2

sinon

(4.3)

b

(~v�1)

8

>

>

>

<

>

>

>

:

sans hangement si 

(~v���1)

= 1 et ~v � � > 0

= 0 si ~v > w � �

2 IF

2

sinon

(4.4)

b

(~v+��1)

8

<

:

= 0 si ~v + � > w � s ou 

(~v�1)

= 0

2 IF

2

sinon

(4.5)

5. Explorer l'arbre en profondeur et arrêter l'algorithme lorsqu'on a trouv�e un g�en�erateur

qui soit tel que �

v

� Æ

v

pour v = 1; : : : ; k

0

ou lorsque l'on a explor�e tout l'arbre.
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Voii quelques expliations sur et algorithme. Dans les r�egles de s�eletion des bits b

(~v�1)

,

b

(~v+��1)

et 

(~v�1)

, il y a plusieurs fa�ons des hoisir eux-i qui sont valides. Ainsi, lorsqu'il

est �erit par exemple, \b

(~v�1)

2 IF

2

sinon", ei indique que les deux valeurs de IF

2

sont

possibles pour e bit si les autres onditions ne sont pas respet�ees. En analysant les r�egles,

on se rend vite ompte qu'il peut y avoir jusqu'�a huit on�gurations des bits b

(~v�1)

, b

(~v+��1)

et 

(~v�1)

. Aussi, l'algorithme sp�ei�e de reherher l'arbre en profondeur puisque le r�esultat

voulu n'est jamais dans les premiers niveaux de l'arbre de reherhe mais plutôt dans le

dernier niveau possible.

4.4.2 Algorithme d'optimisation du tempering de Matsumoto-Kurita pour

les g�en�erateurs ombin�es

L'algorithme suivant est l'algorithme d'optimisation du tempering de Matsumoto-Kurita

qui a �et�e d�evelopp�e a�n de tenir ompte des g�en�erateurs ombin�es. Ce nouvel algorithme a

l'avantage de modi�er le tempering de Matsumoto-Kurita sur haune des omposantes a�n

d'optimiser l'�equidistribution du g�en�erateur ombin�e. Parmi les deux fa�ons d�erites dans la

setion 4.1 d'appliquer les transformations lin�eaires, il s'agit d'une ombinaison du premier

type ar et algorithme suppose que l'on applique un tempering de Matsumoto-Kurita

di��erent sur haune des omposantes. Si on d�esire faire un seul tempering de Matsumoto-

Kurita �a la sortie du g�en�erateur ombin�e, alors on peut utiliser l'algorithme 4.4.3.

Pour la omposante j, les param�etres du tempering de Matsumoto-Kurita sont w

j

, �

j

,

�

j

, b

j

et 

j

. L'ensemble des omposantes pour lesquelles on d�esire optimiser le tempering

de Matsumoto-Kurita est � (Il se peut que l'on d�esire optimiser le tempering pour ertaines

omposantes et, pour d'autres, on d�esire utiliser un tempering de Matsumoto-Kurita ave

des param�etres �x�es �a l'avane. Il se peut �egalement que, sur ertaines omposantes, il n'y

ait pas de tempering de Matsumoto-Kurita du tout).

Algorithme 4.4.4 Optimisation du tempering de Matsumoto-Kurita pour les g�en�erateurs

ombin�es
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1. Mettre b

j

 b

0

j

, 

j

 

0

j

, pour j 2 �. k

0

= minfk

0

j

j1 � j � Jg.

2. V�eri�er l'�equidistribution du g�en�erateur ombin�e. On onstate que elui-i, ave les

b

j

et 

j

ourants, est tel que �

`

� Æ

`

, pour ` = 1; : : : ; `

0

� 1.

3. Si `

0

� 1 = k

0

, alors on arrête ar on a une �equidistribution telle que �

v

� Æ

v

pour

v = 1; : : : ; k

0

.

4. v  `

0

.

5. n

v

 0.

6. Si v = `

0

� 1, on arrête l'algorithme (on n'a pas obtenu l'�equidistribution voulue),

sinon on peut hanger les masques b

j

et 

j

(j 2 �) selon les restritions suivantes :



(v�1)

j

8

<

:

0 si v > w

j

� �

j

2 IF

2

sinon

(4.6)

b

(v�1)

j

8

>

>

>

<

>

>

>

:

sans hangement si 

(v��

j

�1)

j

= 1 et v � �

j

> 0

0 si v > w

j

� �

j

2 IF

2

sinon

(4.7)

b

(v+�

j

�1)

j

8

<

:

0 si v + �

j

> w

j

� �

j

ou 

(v�1)

j

= 0

2 IF

2

sinon

(4.8)

On peut hoisir es valeurs de fa�on syst�ematique ou au hasard. Cet aspet est disut�e

plus loin.

7. n

v

 n

v

+ 1.

8. On v�eri�e la (t

v

; v)-�equidistribution.

Si on a �

v

� Æ

v

et v < k

0

, on retourne �a l'�etape 5 ave v  v + 1,

Si on a �

v

� Æ

v

et v = k

0

alors aller �a l'�etape 10.

Si on n'a pas �

v

� Æ

v

et n

v

> N(v), alors aller �a l'�etape 9.

Sinon on reommene l'�etape 6 ave la même valeur de v mais en obtenant une

autre on�guration des bits b

(v�1)

j

; b

(v+�

j

�1)

j

et 

(v�1)

j

.

9. Reommener l'�etape 6 ave v  v � 1.

10. On a atteint une �equidistribution telle que �

v

� Æ

v

pour v = 1; : : : ; k

0

pour e

g�en�erateur ave les valeur de b

j

et 

j

obtenues.
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Dans et algorithme, N(v) est le nombre de on�gurations possibles des bits b

(v�1)

j

,

b

(v+�

j

�1)

j

et 

(v�1)

j

, j 2 � et le nombre n

v

ontient le nombre de on�gurations que l'on a

essay�ees ave ette valeur de v. Si on ne tient pas ompte des restritions donn�ees �a l'�etape

6, il y a 2

3j�j

on�gurations possibles de es 3j�j bits. Mais, en fontion des restritions,

il se peut qu'il y en ait moins.

�

A l'�etape 1, on initialise b

j

et 

j

ave des veteurs de bits

al�eatoires b

0

j

et 

0

j

pour les omposantes j 2 �. Les valeurs �

j

et �

j

sont hoisies au d�ebut

de l'algorithme et ne hangent pas.

L'algorithme peut se voir omme une reherhe en profondeur dans un arbre, omme

dans l'algorithme 4.4.3, o�u haque n�ud au niveau v a N(v) branhes et le param�etre

n

v

indique le nombre de branhes explor�ees par niveau. Le noeud sup�erieur est le noeud

v = `

0

.

�

A haque noeud, il est n�eessaire de v�eri�er l'�equidistribution, e qui implique la

diagonalisation d'une matrie de dimension k � bk=vv. Cei est la raison majeure de la

diÆult�e de trouver des bons masques b

j

et 

j

�etant donn�e l'e�ort de alul demand�e pour

diagonaliser es matries. Par ontre, on remarque que B

bk=(v�1);v�1

et B

bk=v;v

ont des

olonnes ommunes. Si on enregistre les op�erations que l'on a e�etu�ees sur B

bk=(v�1);v�1

et on les applique sur B

bk=v;v

, alors le travail de diagonalisation sera moins grand. Cette

strat�egie n'a pu être �etudi�ee dans le adre de e m�emoire, mais elle pourrait permettre de

r�eduire le temps de alul pour la diagonalisation des matries. En fait, on pourrait utiliser

ette strat�egie pour la v�eri�ation de l'�equidistribution en g�en�eral et non seulement dans le

ontexte de l'algorithme 4.4.4.

�

A l'�etape 6, on doit modi�er la valeur des bits b

(v�1)

j

; b

(v+�

j

�1)

j

et 

(v�1)

j

. Si on n'obtient

pas �

v

� Æ

v

pour une on�guration de bits, on doit en essayer d'autres jusqu'�a e qu'on

obtienne �

v

� Æ

v

. On peut essayer les on�gurations de fa�on syst�ematique, 'est-�a-dire

essayer toutes les N(v) on�gurations possibles. On peut �egalement essayer les on�gura-

tions de fa�on al�eatoire. Soit N

0

(v) < N(v), le nombre de on�gurations �a essayer pour

haque valeur de v. En essayant les on�gurations de fa�on al�eatoire et en hoisissant des

valeurs de N

0

(v) plus petites que N(v), on parourt un arbre de reherhe plus restreint.

Cei permet de ne pas s'attarder trop longtemps sur de mauvaises branhes. En e�et, on

a pu remarquer qu'en remontant dans l'arbre et en redesendant par d'autres branhes,
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il est possible d'obtenir une meilleure �equidistribution que si nous avions persist�e dans la

premi�ere branhe. Il a �et�e observ�e qu'en mettant N

0

(v) d�eroissant puis roissant ave v,

on obtient de bons r�esultats. Ce hoix de N

0

(v) se justi�e par l'heuristique suivante :

{ On veut beauoup de noeuds pr�es de la raine pour pouvoir essayer plusieurs veteurs

b

j

et 

j

;

{ si une branhe s'av�ere mauvaise et v est assez grand (N

0

(v) est petit), alors on passe

moins de temps �a l'explorer, ar les hanes de progression sont basses ;

{ si une branhe est bonne et v est assez grand, même si N

0

(v) est petit, les hanes de

progression sont grandes ;

{ quand v est pr�es de L (N

0

(v) est grand), on est pr�es du but, don on explore le plus

possible a�n d'arriver au noeud v = L.

Exemple Reherhe al�eatoire

Soit un g�en�erateur �a une omposante. On d�esire explorer l'arbre de fa�on al�eatoire. On

initialise les valeurs de N

0

(v) :

N

0

(1) = 6; N

0

(2) = 5; N

0

(3) = 2; N

0

(4) = 3; N

0

(5) = 4; N

0

(6) = 5; N

0

(7) = 7; N

0

(8) = 8

On observe que N

0

(v) rô�t puis d�erô�t. On obtient un arbre de reherhe plus restreint

que pour la reherhe syst�ematique, mais qui a de bonnes hanes de trouver une solution,

s'il en existe une. Par exemple, il est impossible d'avoir un TGFSR �a une omposante qui

soit ME (e qui montr�e dans le prohain hapitre). Si on initialise Æ

`

= 0 pour ` = 1; : : : ; L,

alors il n'existe pas de solution.

Une modi�ation que l'on peut apporter �a l'algorithme 4.4.4 est le remplaement de

l'�etape 2 par `

0

 1. Cette modi�ation permet de parourir un arbre plus �etendu. Dans

l'algorithme 4.4.4, on suppose que la raine en haut de l'arbre de reherhe est une bonne

raine et que l'on doit onstruire notre arbre bas�e sur ette raine. Ave ette modi�ation,

on ne suppose rien et on ommene la reherhe ave la valeur de v la plus basse possible,

a�n de ne pas rendre ertaines on�gurations des bits b et  inaessibles pour l'arbre de

reherhe.
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4.5 Composition de transformations lin�eaires

On peut e�etuer plusieurs transformations lin�eaires sur la sortie d'une omposante

d'un g�en�erateur. Don B sera de la forme B = B

1

B

2

: : : B

m

o�u m est le nombre de trans-

formations lin�eaires que l'on veut appliquer. Si haune des transformations est de plein

rang, alors la omposition sera aussi de plein rang. Souvent, en pratique on observe qu'il

est possible d'obtenir une bonne �equidistribution en e�etuant plusieurs transformations

lin�eaires ons�eutives sur le même veteur d'�etat a�n d'obtenir le veteur de sortie. La seule

restrition qui rend ette alternative peu attirante est le ralentissement provoqu�e pour la

g�en�eration des nombres al�eatoires sur un ordinateur.

Si l'on d�esire optimiser le tempering de Matsumoto-Kurita sur une omposante ave

l'algorithme 4.4.4, il est pr�ef�erable que elui-i soit la derni�ere transformation �a être e�etu�ee

sur la omposante. La raison est simple, supposons que nous ayons une (t

�

(v�1)

; v � 1)-

�equidistribution �a un ertain point dans l'algorithme 4.4.4, alors les bits des masques b

j

et



j

empêhant une (t

�

v

; v)-�equidistribution ne seraient plus les bits b

(v�1)

j

; b

(v+�

j

�1)

j

et 

(v�1)

j

,

mais plutôt d'autres bits plus diÆiles �a retraer.

On peut remarquer �egalement qu'il est inutile d'appliquer plusieurs permutations on-

s�eutives puisque l'on peut obtenir le même r�esultat ave une seule permutation. En e�et,

par exemple si �(i) = pi+ q mod k pour i < k alors on obtient

ẑ

(i)

n

= x

(p

1

i+q

1

mod k)

n

z

n

(i)

= ẑ

(p

2

i+q

2

mod k)

n

= x

(p

1

(p

2

i+q

2

)+q

1

mod k)

n

= x

(p

1

p

2

i+p

1

q

2

+q

1

mod k)

n

:

Ce qui d�emontre bien que P

p

1

;q

1

suivit de P

p

2

;q

2

est l'�equivalent de P

p;q

o�u p � p

1

p

2

mod k

et q � p

1

q

2

+ q

1

mod k.



Chapitre 5

Implantation des g�en�erateurs

Ce hapitre pr�esente quelques nouveaux algorithmes qui ont �et�e d�evelopp�es dans le adre

de e m�emoire de mâ�trise. Parmi eux-i, on retrouve la g�en�eralisation de QuikTaus et

l'implantation de permutations partiuli�eres pour les GCL polynomiaux et les TGFSR. Les

r�ef�erenes sont donn�es pour les algorithmes qui existent d�ej�a dans la litt�erature.

5.1 Tausworthe

Dans [13℄, on pr�esente l'algorithme Quiktaus, qui permet d'implanter un g�en�erateur

de Tausworthe, omme le laisse entendre son nom, rapidement. Cet algorithme fontionne

si P (z) est un trinôme, P (z) = z

k

� z

q

� 1, et les param�etres du g�en�erateur v�eri�ent les

onditions 0 < 2q � L et 0 < s < k � q et pgd(s; 2

k

� 1) = 1. Cet algorithme permet

de aluler, L bits �a la fois, la r�eurrene. Dans e qui suit, nous pr�esentons un nouvel

algorithme qui g�en�eralise Quiktaus a�n de ne pas se limiter �a un trinôme.

Soit P (z) = z

k

� z

q

1

� � � � � z

q

m

� 1, un polynôme primitif dans IF

2

tel que q

1

> q

2

>

: : : > q

m

. On d�e�nit r = k � q

1

. Les veteurs a, b; b

1

, ..., b

m

et  sont des veteurs de L

bits. Au d�ebut de l'algorithme, le veteur a ontient y

n�1

et, �a la �n, ontient y

n

(�a noter

que l'on suppose que B = I

k

). Le veteur  ontient un masque ompos�e de k uns suivis de



49

L� k z�eros.

Algorithme 5.1.1 Algorithme Quiktaus g�en�eralis�e

1. Pour i de 1 �a m

b

i

 a� q

i

2. b 

L

m

i=1

b

i

3. b a� b

4. b b� (k � s)

5. a a & 

6. a a� s

7. a a� b

Pour les d�etails de haune des �etapes de et algorithme, voir [13℄. Les �etapes 1 et 2 de l'al-

gorithme g�en�eralis�e orrespondent �a l'�etape 1 de l'algorithme Quiktaus. Les autres �etapes

sont les mêmes.

Comme dans le as de Quiktaus, le veteur a doit être initialis�e orretement, 'est-

�a-dire, ave une valeur de y

0

o�u ses bits suivent la r�eurrene. Les k premiers bits de y

0

peuvent être hoisis de fa�on arbitraire, sauf tous des z�eros. Les autres bits de y

0

doivent

être d�etermin�es par la r�eurrene (2.1). L'algorithme suivant permet de ompl�eter y

0

, r bits

�a la fois. Les k premiers bits de a sont initialis�es arbitrairement et les L� k suivants sont

initialement nuls.

Algorithme 5.1.2 Pro�edure d'initialisation pour Quiktaus g�en�eralis�e

1. Pour i de 1 �a m

b

i

 a� q

i

2. b 

L

m

i=1

b

i

3. b a� b

4. b b� k

5. a a� b
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On doit r�ep�eter ette pro�edure d'initialisation autant de fois que n�eessaire a�n de

remplir les L bits de a. Une fois ette pro�edure appliqu�ee

�

L�k

r

�

fois, a est le veteur y

0

initialis�e orretement.

On explique maintenant une fa�on d'appliquer une transformation lin�eaire sur un g�en�erateur

de Tausworthe quand L > k ave ette implantation. On sait que Y = (I

k

C)

T

dans e

as. On remarque aussi que l'implantation passe de y

n�1

�a y

n

diretement. Si on appliquait

une transformation B 6= I

k

, alors la matrie H aurait la forme H = (B BC)

T

. Cette

matrie H peut être �a nouveau d�eompos�ee pour obtenir H = Y

0

B o�u Y

0

= (I

k

C

0

) et

C

0

= BC. Au lieu de hoisir C omme d�erit �a la setion 2.5, on hoisit C de telle sorte

que r = BCx

n

= (x

ns+k

; : : : ; x

ns+L�1

). On obtient l'algorithme suivant.

Algorithme 5.1.3 Transformation lin�eaire sur un g�en�erateur de Tausworthe

1. x

n

 trun

k

(y

n

)

2. r trun

L�k

(y

n

� k)

3. z

n

= Bx

n

4. y

n

= x

n

jr

Puisque l'algorithme 5.1.1 ne manipule pas les veteurs x

n

, il faut aller les extraire �a

haque it�eration. Cei est obtenu par l'op�eration x

n

=trun

k

(y

n

). On onserve les L � k

derniers bits de y

n

ave l'op�eration r=trun

L�k

(y

n

� k). On peut maintenant e�etuer

z

n

= Bx

n

et obtenir le nouveau y

n

par y

n

= x

n

jr.

5.2 GCL polynomial

La fa�on d'implanter e g�en�erateur est la suivante. Pour passer d'un �etat �a l'autre,

on utilise la r�eurrene (2.10). En partant d'un �etat initial, soit le polynôme p

0

(z) =

P

k�1

j=0

x

(j)

0

z

k�j

, qui est repr�esent�e par le veteur de bits x

n

, on progresse dans la r�eurrene

en multipliant x

n

par la matrie X d�e�nie par (2.11). De fa�on onr�ete, la multipliation

est e�etu�ee par l'algorithme 5.2.1 dont l'id�ee vient de Raymond Couture.
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Algorithme 5.2.1 GCL polynomial

Si x

(0)

n�1

= 1

x

n

 (x

n�1

� 1)� a

sinon

x

n

 x

n�1

� 1

5.3 TGFSR

Une fois les valeurs de r, m, w et A hoisies on peut implanter l'algorithme de la fa�on

suivante.

Algorithme 5.3.1 TGFSR (Matsumoto et Kurita[26℄)

1. l 0, n 0

2. Initialiser l'�etat du g�en�erateur, soit v

0

, v

1

, .., v

r�1

, de mani�ere �a e que ses bits ne

soient pas tous nuls.

3. Produire omme sortie y

n

 v

l

(si B = I

k

)

4. v

l

 v

(l+m) mod r

�Av

l

5. l (l + 1) mod r, n n+ 1

6. Aller �a l'�etape 3.

Il est important de hoisir une matrie A dont l'op�eration Av

n

est faile �a aluler. La

matrie A qui sera utilis�ee pour le reste de e m�emoire est la matrie

A = R =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

a

0

1 a

1

1 a

2

.

.

.

1 a

w�1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

: (5.1)

Il y a deux raisons prinipales pour e hoix de A. La premi�ere est que y Av

n

peut être

alul�e failement par l'algorithme suivant o�u a = (a

0

; a

1

; : : : ; a

w�1

).
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Algorithme 5.3.2 Multipliation de y = Rv

n

(Matsumoto et Kurita[25℄)

Si v

(w�1)

n

= 1

y (v

n

� 1)� a

sinon

y v

n

� 1

La deuxi�eme raison est qu'ave e hoix de A, on obtient diretement le polynôme

arat�eristique :

�

A

(t) = t

w

+

w�1

X

i=0

a

i

t

i

;

e qui failite les aluls permettant de onnâ�tre le polynôme arat�eristique de la r�eurren-

e et, du fait même, la p�eriode du g�en�erateur.

Lorsqu'on reherhe des param�etres r, m, w et r, la proposition suivante peut nous

aider.

Proposition 5.3.1 (Matsumoto et Kurita[25℄) Soit � 2 IF

w

2

. Le polynôme t

r

+ t

m

+� dans

IF

w

2

a un nombre pair de fateurs irr�edutibles. Il n'est pas irr�edutible si une des onditions

suivantes est v�eri��ee :

(1) r � �3 mod 8; w impair; m pair et (2r mod m) 6� 0

(2) r � �3 mod 8; w impair; m impair et (2r mod r �m) 6� 0

(3) r pair; m pair

(4) r pair; r 6= 2m et rm � 0; 2 mod 8

(5) r pair; r 6= 2m; rm � 4; 6 mod 8 et w est pair

Pour un g�en�erateur dont l'�etat est repr�esent�e sur k = rw bits, on sait par 3.2 que t

�

`

est

une borne sup�erieure sur la dimension maximale pour laquelle le g�en�erateur est �equidistribu�e

ave une r�esolution de ` bits. Pour les TGFSR, il existe une borne sup�erieure beauoup plus

restreignante que t

�

`

. La proposition suivante donne ette borne sup�erieure pour les TGFSR

onstruits ave une matrie A g�en�erale.
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Proposition 5.3.2 (Matsumoto et Kurita[26℄) Pour un TGFSR ave matrie A quel-

onque, alors on a

r divise t

`

et t

`

�

~

t

`

= rbw=` (v = 1; 2; : : : ; w)

Il existe un probl�eme pour tous les TGFSR qui utilisent la matrie A de l'�equation 5.1 :

ils ne sont que (r; 2)-�equidistribu�es. C'est-�a-dire qu'ils n'atteignent même pas la borne

~

t

`

.

C'est pour atteindre ette borne que le tempering de Matsumoto-Kurita a �et�e d�evelopp�e. En

appliquant une transformation lin�eaire B inversible �a la sortie du g�en�erateur ave omme

matrie A = R , on obtient la r�eurrene

y

n

= y

n+m�r

+BRB

�1

y

n�r

:

Cette nouvelle r�eurrene est aussi un TGFSR mais dont la matrie A est BRB

�1

.

Le tempering de Matsumoto-Kurita est une transformation B qui permet aux TGFSR

d'atteindre la borne

~

t

`

. Un liste de tels TGFSR est donn�ee dans [26℄.

5.4 Mersenne twister

Dans ette setion, on d�erit l'algorithme, tel que pr�esent�e dans [27℄, qui permet d'im-

planter un g�en�erateur Mersenne twister. Avant de d�e�nir l'algorithme, d�e�nissons ertains

symboles. La matrie A et le veteur a sont les mêmes que eux de la setion 5.3. Le symbole

u est un veteur de bits ompos�e de w�p uns suivis de p z�eros, tandis que d est un veteur

de bits ompos�e de w � p z�eros suivis de p uns. Les v

j

sont des veteurs de w bits.

Algorithme 5.4.1 Mersenne Twister (Matsumoto et Nishimura [27℄)

1. l 0, n 0

2. Initialiser l'�etat, soit v

0

,v

1

,. . .,v

r�1

, de mani�ere �a e que ses bits ne soient pas tous

nuls.

3. w (v

l

& u)� (v

(l+1) mod r

& d)

4. v

l

 v

(l+m) mod r

�Aw
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5. Produire y

n

 v

l

omme sortie si (B = I

k

).

6. l (l + 1) mod r, n n+ 1

7. Aller �a l'�etape 3.

Pour et algorithme, la multipliation Aw se fait par l'algorithme 5.3.2 et le polynôme

arat�eristique de la r�eurrene est

�

X

(t) = (t

r

+ t

m

)

w�p

(t

r�1

+ t

m�1

)

p

+

p�1

X

i=0

a

i

(t

r

+ t

m

)

w�p

(t

r�1

+ t

m�1

)

p�i�1

+

w�1

X

i=p

a

w�i�1

(t

r

+ t

m

)

w�i�1

:

(5.2)

5.5 R�eurrene dans l'espae des veteurs de sortie

Dans ette setion, nous d�emontrons omment faire �evoluer la r�eurrene (2.2) dans

l'espae des veteurs z

n

= Bx

n

sans jamais �a avoir �a aluler les veteurs d'�etats x

n

pour

n'importe quel g�en�erateur qui entre dans le adre g�en�eral d�e�ni au hapitre 2. Pour e faire,

il est important que la matrie B soit inversible. Dans e as

z

n

= Bx

n

= BXx

n�1

= BXB

�1

z

n�1

= Qz

n�1

Cei d�emontre qu'il est possible de faire �evoluer diretement la r�eurrene d'un �etat trans-

form�e �a un autre �etat transform�e. Il n'est don plus n�eessaire de produire les valeurs de x

n

et obtenir z

n

en appliquant B �a x

n

. La r�eurrene qu'on utilise est maintenant z

n

= Qz

n�1

o�u Q = BXB

�1

.

5.5.1 GCL polynomial ave permutation des oordonn�ees B = P

p;q

Dans ette sous-setion, nous introduisons un nouvel algorithme qui permet d'implanter

un type de permutation sur un GCL polynomial. Pour le type de permutation onsid�er�e, la

matrie des permutations P

p;q

est inversible. Dans e as, on doit aluler ertaines quantit�es



55

a�n de onnâ�tre la matrie Q. Soit
~
a = P

p;q

a, � est tel que p� � 1 mod k, � est tel que

p� + q � k � 1 mod k et  est tel que p + q � 0 mod k. La multipliation par la matrie

Q se fait par l'algorithme 5.5.1.

Algorithme 5.5.1 GCL polynomial ave P

p;q

Si z

()

n�1

= 1

z

n

= ((z

n�1

~

� �) & d

�

) �
~
a

sinon

z

n

= (z

n�1

~

� �) & d

�

Le masque d

�

met le bit � �a z�ero et x

~

�� signi�e un d�ealage rotatif de � bits vers la gauhe

du veteur de bit x (si x est un veteur de L bits, alors on a que x

~

�j = (x � j) � (x �

L� j)).

Proposition 5.5.1 Une it�eration de l'algorithme 5.5.1 est �equivalente �a une it�eration de

l'algorithme 5.2.1 suivie d'une permutation P

p;q

.

Preuve :

D'abord, il est important de remarquer que la fontion �

�1

(j) est l'inverse de �(i) et

�

�1

(j) = p

�1

j � p

�1

q o�u pp

�1

mod k � 1.

Pour ette preuve, on d�e�nit le r�esultat de P

p;q

x

n

par
~
z

n

. Puisque P

p;q

ne fait que hanger

l'ordre des bits, haque bit x

(j)

n

a la même valeur que le bit ~z

(�

�1

(j))

n

. Le bit x

(0)

orrespond

au bit ~z

(�

�1

(0))

et par d�e�nition �

�1

(0) = . On obtient que la ondition \Si x

(0)

n�1

= 1" est

�equivalente �a \Si ~z

()

n�1

= 1".

L'op�eration x

n

= x

n�1

� 1 fait en sorte que le bit �a la position j de x

n�1

se retrouve �a

la position j � 1 dans x

n

pour j = 1; : : : ; k � 1. Si on applique P

p;q

�a x

n�1

et x

n

, alors on

remarque que le bit �

�1

(j) de
~
z

n�1

se retrouve �a la position �

�1

(j � 1) dans le veteur z

n

.

Il se trouve que

�

�1

(j)� �

�1

(j � 1) = p

�1

j � p

�1

q � p

�1

(j � 1) + p

�1

q mod k = p

�1

mod k:

Par d�e�nition, p

�1

mod k = �. On obtient que le bit i de
~
z

n�1

est �a la position i�� mod k
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dans
~
z

n

, pour i 2 f�

�1

(j)jj = 1; : : : ; k � 1g.

L'op�eration x

n

= x

n�1

� 1 fait �egalement en sorte que le bit j = k � 1 de x

n

est 0.

Si l'on applique P

p;q

�a x

n

, on remarque que le bit ~z

(�

�1

(k�1))

n

est z�ero. On a, par d�e�nition,

que � = �

�1

(k � 1).

On peut maintenant aÆrmer que l'op�eration

x

n

= x

n�1

� 1

suivie de P

p;q

x

n

orrespond bien �a

~
z

n

= ((
~
z

n�1

~

� �) & d

�

):

L'op�eration x

n

�a suivie de P

p;q

orrespond �a l'op�eration
~
z

n

�
~
a puisque P

p;q

(x

n

�a) =

~
z

n

�
~
a.

Quand l'algorithme 5.2.1 est suivi d'une multipliation par P

p;q

, alors il existe pour

haune des op�erations de l'algorithme une op�eration orrespondante qui obtient le même

r�esultat sans utiliser les veteurs x

n

et x

n�1

. Il suÆt de substituer les op�erations orrespon-

dantes et
~
z

n

et
~
z

n�1

par z

n

et z

n�1

a�n d'obtenir l'algorithme 5.5.1.

5.5.2 TGFSR ave permutation des oordonn�ees

~

P

w

p;q

De fa�on similaire au GCL polynomial, ave le TGFSR, il est possible d'implanter une

permutation des oordonn�ees de la forme

~

P

p;q

sans avoir �a aluler le veteur d'�etats. On

obtient la r�eurrene 2.13

w

n

= w

n+m�r

+

~

Aw

n�r

o�u

~

A =

~

P

w

p;q

A

~

P

w T

p;q

et w

n

=

~

P

w

p;q

v

n

. Dans e ontexte, on modi�e l'algorithme du TGFSR

de la mani�ere suivante :



57

Algorithme 5.5.2 TGFSR ave

~

P

w

p;q

1. l 0, n 0

2. Initialiser w

0

, w

1

, .., w

r�1

de mani�ere �a e qu'ils ne soient pas tous nuls.

3. Produire omme sortie y

n

= w

l

(s'il n'y a pas d'autres transformations lin�eaires).

4. w

l

 w

(l+m) mod r

�

~

Aw

l

.

5. l (l + 1) mod r, n n+ 1

6. Aller �a l'�etape 3.

On e�etue l'op�eration y  

~

Aw

n

par l'algorithme 5.5.3. Pour et algorithme, � est tel

que p� � 1 mod w, � est tel que p� + q � w� 1 mod w et  est tel que p+ q � 0 mod w.

Algorithme 5.5.3 Multipliation a�n d'obtenir y 

~

Aw

n

.

Si w

(�)

n

= 1

y ((w

n

~

��) & d



) �
~
a

sinon

y (w

n

~

��) & d



Proposition 5.5.2 Une it�eration de l'algorithme 5.3.2 suivie d'une permutation

~

P

w

p;q

est

�equivalente �a une it�eration de l'algorithme 5.5.3.

Preuve :

La preuve est tr�es similaire �a elle de la proposition 5.5.1. Cependant, la fontion � est telle

que �(i) = pi+ q mod w et �

�1

(j) = p

�1

j + p

�1

q mod w.

5.6 Un exemple d'implantation de GCL polynomial

Dans ette setion, on donne un exemple, �a la �gure 5.1, du ode, en langage C, d'un

GCL polynomial ave 3 transformations lin�eaires. Cet exemple est publi�e dans [20℄ et porte

le nom de poly96. Le veteur a pour e g�en�erateur est d7348d7 18975f66 22ba527. Les

transformations lin�eaires sont, dans l'ordre, une permutation des oordonn�ees P

23;83

, un
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self-tempering S

32;10

et un tempering de Matsumoto-Kurita o�u w = k, s = 23, t = 47,

b=2fa51fb4 2e1e2000 03000000 and  = 78d849e0 55db0000 00000000.

A�n d'implanter la permutation de oordonn�ees, on utilise l'algorithme 5.5.1. Les valeurs

de �, � et  pour e g�en�erateurs sont 71, 84 et 59 respetivement et la valeur de
~
a est

4b24716e fb6d96 0ab7ab0.

Dans le programme, les variables state0, state1 et state2 ontiennent le veteur de

bits z

n

qui est la valeur de x

n

apr�es permutation. C'est e veteur que l'on manipule, au

lieu de x

n

. C'est l'algorithme 5.5.1 qui permet ela. Les variables qui ontiennent le veteur

de bits y

n

sont y0, y1 et y2. Lorsque le tempering de Matsumoto-Kurita est ex�eut�e, on

obtient la sortie u

n

ave y0 * 2.3283064365e-10.

A�n que le g�en�erateur progresse dans son plus long yle, il est important que les va-

riables state0, state1 et state2 ne soient pas toutes nulles. De plus, la sortie a une

r�esolution de 32 bits. Si l'on d�esire 53 bits de r�esolution (le maximum admis pour le

type double en C), il suÆt de r�eativer l'avant-derni�ere ligne de ode et de rajouter y1

* 5.421010862247e-20 �a la valeur retourn�ee.

Nous avons hronom�etr�e la performane de e g�en�erateur et ompar�e les r�esultats ave

eux obtenus ave des g�en�erateurs onnus. L'exp�eriene a �et�e ex�eut�ee deux fois : une fois

sur un Pentium-III 600MHz et l'autre sur un AMD Athlon 750MHz. Le tableau 5.1 donne

les r�esultats de es exp�erienes.

Le g�en�erateur poly96* est le même g�en�erateur que poly96 mais sans auune transfor-

mation lin�eaire. Ce g�en�erateur n'a pas une tr�es bonne �equidistribution, omme il est disut�e

�a la setion 7.1.1. La desription de MRG32k3a se trouve dans [16℄. Le g�en�erateur MT19937

a �et�e introduit dans [27℄ et nous avons utilis�e l'implantation donn�ee dans ette publiation.

Le g�en�erateur poly96* est le plus rapide, pr�es de deux fois plus rapide que poly96, mais

ne peut être reommand�e �a ause de ses mauvaises propri�et�es th�eoriques. Le g�en�erateur

poly96 est plus rapide que MRG32k3a, mais un peu plus lent que MT19937. Le g�en�erateur

MT19937 a une p�eriode beauoup plus grande que poly96, mais n'est pas ME.
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Tableau 5.1 { Comparaison de la vitesse de di��erents g�en�erateurs (temps en seondes pour

g�en�erer 10

7

nombres)

G�en�erateur P-III AMD

MT19937 1.73 1.20

poly96 2.11 1.45

poly96* 0.99 0.76

MRG32k3a 4.84 2.71

#define a0 0x4b24716eUL

#define a1 0xfb6d96UL

#define a2 0xab7ab0UL

#define B10 0x2fa51fb4UL

#define B11 0x2e1e2000UL

#define B12 0x03000000UL

#define B20 0x78d849e0UL

#define B21 0x55db0000UL

stati unsigned long state0 = 0x1UL, state1 = 0x0UL, state2 = 0x0UL;

double poly96 (void) {

unsigned long e, y0, y1, y2, w0, w1, w2 ;

/* D�ealage rotatif de 71 bits vers la gauhe */

w0 = (state0 >> 25) ^ (state2 << 7) ;

w1 = (state1 >> 25) ^ (state0 << 7) ;

w2 = (state2 >> 25) ^ (state1 << 7) ;

/*

�

Elimination du bit 84 et v�erifiation du bit 59 */

w2 = w2 & 0xfffff7ffUL;

if (state1 & 0x00000010UL) {

state0 = w0 ^ a0; state1 = w1 ^ a1 ; state2 = w2 ^ a2 ;

}

else {

state0 = w0; state1 = w1; state2 = w2 ;

}

/* Self-tempering ave =32 et d=10 */

e = (state0 ^ state1 ^ state2 ) << 10 ;

y0 = state0 ^ e ; y1 = state1 ^ e ; y2 = state2 ^ e ;

/* tempering de M-K ave s=23 et t=47 */

y0 = y0 ^ (((y1 >> 9) ^ (y0 << 23)) & B10);

y1 = y1 ^ (((y2 >> 9) ^ (y1 << 23)) & B11);

y2 = y2 ^ ((y2 << 23) & B12);

y0 = y0 ^ (((y2 >> 17) ^ (y1 << 15)) & B20);

/* y1 = y1 ^ ((y2 << 15) & B21); */

return (y0 * 2.3283064365e-10);

}

Figure 5.1 { Implantation de poly96 en Langage C



Chapitre 6

Le progiiel REGPOLY

Dans e hapitre nous d�erivons le but du progiiel REGPOLY qui a �et�e on�u dans le

adre de ette mâ�trise. On parle de e qui existait avant sa oneption et des innovations

importantes du progiiel REGPOLY. On retrouve aussi des exemples de reherhe de bons

g�en�erateurs qui d�emontrent les apait�es du progiiel REGPOLY.

6.1 Raison d'être de REGPOLY

Dans le pass�e, au laboratoire de simulation du d�epartement d'informatique et de re-

herhe op�erationnelle de l'Universit�e de Montr�eal, il existait deux logiiels permettant de

v�eri�er l'�equidistribution de g�en�erateurs �a r�eurrene lin�eaire modulo 2. L'un �etait on�u

pour les g�en�erateurs de Tausworthe ombin�es bas�es sur des trinômes sans transformation

lin�eaire �a la sortie et l'autre pour les TGFSR ombin�es ave du tempering de Matsumoto-

Kurita �a la sortie. Ce deuxi�eme n'�etait pas tr�es eÆae, ar son algorithme qui permettait

d'optimiser le tempering de Matsumoto-Kurita (qui trouve les masques b et ) ne fon-

tionnait pas pour des g�en�erateurs ave L > 7. Ces programmes utilisaient des pro�edures

semblables, mais qui �etaient sp�ei�ques aux g�en�erateurs. Il n'y avait don auune ompati-

bilit�e entre le ode des deux logiiels.
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Ainsi, si l'on d�esirait v�eri�er l'�equidistribution d'autres types de g�en�erateurs, alors on

avait deux options : onstruire des programmes semblables propres �a haun des g�en�erateurs

ou onstruire un progiiel qui permet de faire e que les deux autres permettent de faire,

mais qui permet �egalement de v�eri�er l'�equidistribution d'autres g�en�erateurs ais�ement.

Il �etait devenu �evident qu'il fallait onstruire un progiiel qui r�ealise la deuxi�eme option

�etant donn�e le nombre roissant de e type de g�en�erateurs et des transformations lin�eaires �a

appliquer �a la sortie de es g�en�erateurs. Le progiiel REGPOLY est don l'implantation de

la deuxi�eme option. Le progiiel REGPOLY r�epond aux rit�eres de d�eveloppement suivants :

1. modularit�e,

2. eÆait�e, et

3. au moins les mêmes apait�es que les deux autres programmes.

En e�et, le nouveau progiiel devait être onstruit de fa�on modulaire. C'est-�a-dire, si

l'on d�eide de rajouter un type de g�en�erateur ou de modi�er ertains aspets du progiiel,

alors seulement un nombre minimal de modules s'en trouveraient a�et�es. Pour atteindre e

but, il faut bien analyser le probl�eme et g�en�eraliser le plus possible a�n que haque module

soit le plus ind�ependant possible.

�

Egalement, il faut que le progiiel soit aussi eÆae, en terme d'e�ort de alul, que les

deux autres programmes pour les tâhes que eux-i �etaient apables de faire. Cei peut

devenir un obstale lorsque vient le temps de g�en�eraliser les algorithmes.

Finalement, il est �evident que l'on ne devait pas onstruire e progiiel s'il en r�esultait

une perte de apait�es. Ainsi, le progiiel REGPOLY permet d'e�etuer au moins les mêmes

tâhes que les programmes qui existaient auparavant.

D'autres nouvelles fontionnalit�es ont �et�e d�evelopp�ees dans le progiiel REGPOLY. Voii

une liste des elles-i :

1. V�eri�er l'�equidistribution de n'importe quel type de g�en�erateurs ombin�es �a r�eurrene

lin�eaire modulo 2 (pas seulement les g�en�erateurs de Tausworthe ombin�es et les

TGFSR ombin�es).
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2. V�eri�er l'�equidistribution des projetions (

~

�

t

1

;:::;t

d

) pour n'importe quel type de g�e-

n�erateurs ombin�es.

3. V�eri�er la propri�et�e CF (voir [13℄ pour plus de d�etails) si le g�en�erateur est ME, pour

n'importe quel type de g�en�erateurs ombin�es.

4. V�eri�er des g�en�erateurs ombin�es dont haque omposante peut être de type di��erent.

5. Appliquer des transformations lin�eaires sur la sortie de haune des omposantes du

g�en�erateur ombin�e.

6. Appliquer un algorithme d'optimisation du tempering de Matsumoto-Kurita eÆae

pour n'importe quel type de g�en�erateur ombin�e.

7. Dans sa version pr�esente, le progiiel implante trois types de transformations lin�eaires

et trois types de g�en�erateurs de nombres al�eatoires, mais permet d'implanter de nou-

velles transformations lin�eaires ou de nouveaux g�en�erateurs failement �a ause du

design modulaire du progiiel.

8. Le module qui s'oupe des g�en�erateurs de Tausworthe ne permet pas seulement des

trinômes, mais aussi des polynômes ayant plus que trois oeÆients non nuls.

9. Permettre la r�eation de nouveaux rit�eres de s�eletions de g�en�erateurs ombin�es.

Le progiiel REGPOLY est en fait un ensemble de failit�es, od�ees �a l'avane, qui per-

mettent �a quionque d'�erire des programmes �a partir des failit�es de REGPOLY. L'en-

semble de es failit�es, regroup�ees en modules, permet �a un programmeur de fabriquer des

programmes de reherhe de g�en�erateurs de nombres al�eatoires, sp�ei�ques �a ses besoins. Le

programme reherhe., que l'on peut retrouver dans le guide d'utilisation de REGPOLY

(qui se trouve �a l'annexe de e m�emoire), essaie de tirer le maximum des apait�es pr�esentes

du progiiel. C'est ave le programme reherhe. que l'on d�emontre les apait�es du pro-

giiel dans la prohaine setion.

6.2 D�emonstration des apait�es de REGPOLY

Dans ette setion, on d�emontre les apait�es de REGPOLY par des exemples de re-

herhe. Ces exemples mettent en relief les apait�es de REGPOLY omparativement �a ses
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deux anêtres. Le programme reherhe. a �et�e �erit pour la reherhe de g�en�erateurs de

nombres al�eatoires. Il est utilis�e pour d�emontrer les apait�es du progiiel REGPOLY dans

ette setion. Il est aussi utilis�e au hapitre 7 pour les reherhes de GCL polynomiaux

et de TGFSR ombin�es. On trouve le ode de reherhe. dans le guide d'utilisation de

REGPOLY. D'autres exemples de reherhe se trouvent dans le guide d'utilisation

6.2.1 Exemple 1

Nous sommes int�eress�es �a v�eri�er l'�equidistribution de GCL polynomiaux qui ont des po-

lynômes arat�eristiques de degr�e 32 et auxquels on applique deux transformations lin�eaires

�a la sortie : une permutation et un tempering de Matsumoto-Kurita. La r�esolution du

g�en�erateur est de L = 32. On d�esire utiliser l'algorithme 4.4.4 d'optimisation du tempering

de Matsumoto-Kurita et on reherhe des g�en�erateurs qui sont ME.

Supposons que l'on permette au programme de v�eri�er 10 ensembles de param�etres

pour les transformations lin�eaires sur haque polynôme arat�eristique. Un ensemble de

param�etres serait, par exemple, la ombinaison des param�etres p = 7 et q = 13 pour la

permutation et � = 7, � = 15, b = (ee12345fe)

16

et  = (ee3a222)

16

(o�u les veteurs

de bits sont donn�es sous la forme hexad�eimale). Dans et exemple, es ombinaisons de

param�etres sont hoisies au hasard pour p et q, tandis que les param�etres � et � sont

d�etermin�es �a l'avane par l'usager. Les veteurs de bits b et  sont hoisis par l'algorithme

d'optimisation du tempering de Matsumoto-Kurita.

Pour e�etuer ette reherhe, on appelle le programme ave la ommande

> reherhe exemple1

o�u exemple1 est le nom du �hier de donn�ees prinipal (�gure 6.1). Les polynômes �a v�eri�er

sont dans le �hier 32poly.dat (�gure 6.2), tandis que le �hier trans32.dat (�gure 6.3)

indique au programme quelles transformations lin�eaires utiliser. Pour le format de es �-

hiers, il est n�eessaire d'aller onsulter le guide d'utilisation de REGPOLY donn�e en annexe

de e m�emoire.

�

Egalement, un �ehantillonnage de e que le programme aÆhe �a l'�eran est

donn�e aux �gures 6.4 et 6.5. Dans la �gure 6.4, on aÆhe un r�esum�e des param�etres de
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la reherhe ainsi que le premier g�en�erateur trouv�e. Les g�en�erateurs de type GCL poly-

nomiaux sont aÆh�es selon deux formats : on aÆhe le degr�e des oeÆients non nuls du

polynôme arat�eristique et le veteur a en notation hexad�eimale. On aÆhe �egalement les

param�etres des transformations lin�eaires. Pour la permutation, les valeurs entre parenth�eses

sont p et q (dans l'ordre) et pour le tempering de Matsumoto-Kurita, � et �. Les veteurs

b et  sont donn�es en notation hexad�eimale.

La �gure 6.5 indique que l'on a obtenu 53 g�en�erateurs ME en 285 seondes. Les exemples

de e hapitre ont tous �et�e ex�eut�es sur un Pentium-III 600MHz ave RedHat Linux 6.2

omme syst�eme d'exploitation. Pour exp�erimenter ave la performane de l'algorithme 4.4.4,

on a e�etu�e des reherhes pour exatement le même type de g�en�erateurs, mais sans l'al-

gorithme d'optimisation 4.4.4. En 333 seondes de reherhe, le progiiel n'a trouv�e auun

g�en�erateur ME.

Cet exemple d�emontre que l'algorithme d'optimisation du tempering de Matsumoto-

Kurita est eÆae, même pour des g�en�erateurs ave L > 7, et que le tempering de Matsu-

moto-Kurita n'est pas restreint aux g�en�erateurs TGFSR.

1 # 1 omposante

-1 # raine du g�en�erateur => horloge

poly 32 32poly.dat # omposante 1 : GCL polynomial,L=32, fihier de polynômes : 32poly.dat

1 trans32.dat # lin.trans.=oui,fihier de lin.trans.=trans32.dat

10 # 10 essais de trans.lin. par g�en�erateur

0 # on herhe des g�en�erateurs ME

0 # on ne d�efini pas de seuil pour �earts en dimension pour r�esolutions partiuli�eres

0 # pas de v�erifiation de DELTA

Figure 6.1 { Fihier de donn�ees prinipal pour l'exemple 1.

32 30 25 24 22 15 6 2 0

32 31 30 29 23 21 19 18 16 13 11 10 9 8 7 5 3 1 0

32 28 26 23 21 20 19 18 17 16 13 10 9 7 2 1 0

32 30 29 25 23 19 17 16 15 13 12 11 9 8 7 4 3 1 0

32 31 30 29 28 24 23 21 18 14 13 9 4 3 0

32 31 29 28 24 23 22 21 17 16 15 12 11 9 7 6 5 4 3 1 0

32 31 29 27 26 25 21 20 18 16 15 14 11 10 9 8 7 6 4 3 2 1 0

32 31 28 27 25 24 22 21 17 15 13 12 10 7 6 4 0

32 31 30 24 23 22 21 18 16 14 11 10 9 8 6 5 3 2 0

32 31 26 25 23 22 21 20 17 16 14 12 10 8 5 4 3 2 0

32 31 26 24 19 16 14 12 11 10 8 5 3 2 0

32 28 27 26 24 23 20 18 16 15 14 13 11 10 8 5 4 3 0

32 31 29 28 25 23 22 16 14 11 10 8 6 4 0

Figure 6.2 { Fihier 32poly.dat pour l'exemple 1.
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2

permut -1 -1

tempMKopt 7 15 -1 0 32

Figure 6.3 { Fihier trans32.dat pour l'exemple 1.

==================================================================

RESUME DE LA RECHERCHE DE GENERATEURS

Raine du g�en�erateur des trans. lin. = ( 967680431, 967679431 )

1 omposante :

- Composante 1 : Polynomial

Transformations :

* Permutation

* Tempering Matsumoto-Kurita

Nombre d'essais par g�en�erateur ombin�e : 10

Borne sup. pour la somme des �earts dans psi_12 : 0

==================================================================

==================================================================

Degr�e global : 32

GCL polynomial :

32 30 25 24 22 15 6 2 0

sous forme hexad�eimale :

43408045

Permutation(11,3)

Tempering Matsumoto-Kurita (7,15) b = 13e0a80  = 55e08000

==================================================================

===> GENERATEUR ME

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

Figure 6.4 { R�esum�e des param�etres de reherhe et premier g�en�erateur trouv�e pour l'exem-

ple 1.

===========================

total = 130

ME = 53

CF-ME = 2

retenus = 53

---------------------------

CPU (se) = 285.57

===========================

Figure 6.5 { R�esum�e des r�esultats de reherhe pour l'exemple 1.
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6.2.2 Exemple 2

Dans et exemple, on reherhe des g�en�erateurs TGFSR �a deux omposantes ave du

tempering de Matsumoto-Kurita appliqu�e sur haune des omposantes. Les param�etres

des TGFSR sont w

1

= 31, r

1

= 3, m

1

= 1 pour la premi�ere omposante et w

2

= 29, r

2

= 5,

m

2

= 2 pour la deuxi�eme omposante. Les valeurs de a

1

et a

2

sont indiqu�ees dans les

�hiers 93_1.dat et 145_2.dat. Plusieurs valeurs de es veteurs de bits sont essay�ees. On

reherhe des g�en�erateurs qui sont tels que

P

`2	

12

�

`

� 5 en utilisant l'algorithme 4.4.4. On

essaie 5 ensembles de param�etres pour les transformations lin�eaires par g�en�erateur ombin�e.

Pour tous les g�en�erateurs ombin�es de et exemple, en utilisant l'�equation (1.7), on obtient

L = 29, puisque L

1

= w

1

= 31 et L

2

= w

2

= 29.

Le �hier de donn�ees prinipal pour et exemple est exemple2 (�gure 6.6). Les �hiers

ontenant les param�etres de haune des omposantes du TGFSR ombin�e sont 93_1.dat

et 145_2.dat (�gure 6.7). Les �hiers ontenant les transformations lin�eaires �a e�etuer

sur haune des omposantes sont trans31.dat et trans29.dat (�gure 6.8). Le r�esum�e des

param�etres de la reherhe et le premier g�en�erateur aÆh�e sont donn�es �a la �gure 6.9. Le

r�esum�e de la reherhe est donn�e �a la �gure 6.10.

�

A la �gure 6.9, le tableau des �earts �

`

est aÆh�e puisque le g�en�erateur ombin�e n'est

pas ME. On peut voir que �

`

6= 0 pour ` = 17; 18; 19; 24; 25; 26. On donne aussi la valeur de

P

`2	

12

�

`

qui est de 4 pour e g�en�erateur. Cette quantit�e est repr�esentative de la qualit�e

de l'�equidistribution. En g�en�eral, plus la valeur est pr�es de z�ero, plus l'�equidistribution

est bonne. On donne aussi le degr�e du polynôme (�a la ligne Degr�e global) r�esultant de

la multipliation des polynômes arat�eristiques de haune des omposantes. Dans et

exemple, le degr�e est de 238. Si pgd(2

31�3

� 1; 2

29�5

)=1, alors la p�eriode maximale du

g�en�erateur ombin�e est pr�es de 2

238

. En�n, pour haune des omposantes, on donne les

param�etres des g�en�erateurs et des transformations lin�eaires appliqu�ees.

�

A la �gure 6.10, on observe que sur les 280 g�en�erateurs essay�es, 211 sont tels que

P

`2	

12

�

`

� 5. Le temps onsar�e �a v�eri�er tous es g�en�erateurs a �et�e de 9464 seondes

(environ 2h30min).



67

Cet exemple montre une fois de plus l'eÆait�e de l'algorithme 4.4.4 sur les g�en�erateurs

ombin�es. Malgr�e le fait qu'auun des g�en�erateurs trouv�es ne soit ME, on a observ�e lors de

l'ex�eution du programme que plusieurs d'entre eux �etaient tels que

P

`2	

12

�

`

= 1.

2 # 2 omposantes

-1 # raine du g�en�erateur => horloge

tgfsr 31 93_1.dt # omposante 1 : TGFSR,L=31, fihier de donn�ees : 93_1.dt

1 trans31.dat # lin.trans.=oui,fihier de lin.trans.= trans31.dat

tgfsr 29 145_2.dt # omposante 1 : TGFSR,L=29, fihier de donn�ees : 145_2.dt

1 trans29.dat # lin.trans.=oui,fihier de lin.trans.= trans29.dat

5 # 5 essais de trans.lin. par g�en�erateur

5 # somme des Delta_l pour l dans psi_12 <=5

0 # on ne d�efinit pas de seuil pour �earts en dimension pour r�es. partiuli�eres

0 # pas de v�erifiation de DELTA

Figure 6.6 { Fihier de donn�ees prinipal pour l'exemple 2.

31 3

a 7 dae727e f94aba8e 39bde7a 5353d7a e05efeb6 a35e4a d0377b06

m 1 1

29 5

a 8 1da3168 f966e478 bf84958 b5221b8 9d250498 be38a448 7ff9068 5637828

m 1 2

Figure 6.7 { Fihiers 93_1.dt et 145_2.dt pour l'exemple 2.

1

tempMKopt 7 15 -1 0 31

1

tempMKopt 7 14 -1 0 29

Figure 6.8 { Fihiers trans31.dat et trans29.dat pour l'exemple 2.
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====================================================================

RESUME DE LA RECHERCHE DE GENERATEURS

Raine du g�en�erateur des trans. lin. = ( 967680438, 967679438 )

2 omposantes :

- Composante 1 : TGFSR

Transformations :

* Tempering Matsumoto-Kurita

- Composante 2 : TGFSR

Transformations :

* Tempering Matsumoto-Kurita

Nombre d'essais par g�en�erateur ombin�e : 5

Borne sup. pour la somme des �earts dans psi_12 : 5

====================================================================

==================================================================

Degr�e global : 238

TGFSR :

w= 31 r= 3 m= 1 a= dae727e

Tempering Matsumoto-Kurita (7,15) b = 38f05400  = 2a1540e4

------------------------------------------------------------------

TGFSR :

w= 29 r= 5 m= 2 a= 1da3168

Tempering Matsumoto-Kurita (7,14) b = 41008  = 39533e8

==================================================================

Tableau des �earts en dimension pour haque r�esolution

=======+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+

RESOL | 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10| 11| 12| 13| 14| 15| 16|

-------+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----|

ECART | | | | | | | | | | | | | | | | |

-------+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----|

DIM | 238| 119| 79| 59| 47| 39| 34| 29| 26| 23| 21| 19| 18| 17| 15| 14|

=======+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====

=======+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+

RESOL | 17| 18| 19| 20| 21| 22| 23| 24| 25| 26| 27| 28| 29|

-------+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----|

ECART | 1| 1| 1| | | | | 1| 1| 1| | | |

-------+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----|

DIM | 13| 12| 11| 11| 11| 10| 10| 8| 8| 8| 8| 8| 8|

=======+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+

--------------------------->SOMMES ECARTS (Psi_12) = 4

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

Figure 6.9 { R�esum�e des param�etres de reherhe et premier g�en�erateur trouv�e pour l'exem-

ple 2.

===========================

total = 280

ME = 1

CF-ME = 0

retenus = 211

---------------------------

CPU (se) = 9464.76

===========================

Figure 6.10 { R�esum�e des r�esultats de reherhe pour l'exemple 2.
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6.2.3 Exemple 3

L'exemple 3 d�emontre les apait�es du progiiel pour aluler le rit�ere

~

�

t

1

;:::;t

d

. En

e�et, 'est une variante du programme reherhe qui a permis aux auteurs de [19℄ de

trouver de bons g�en�erateurs pour leurs appliations. Ils voulaient de petits g�en�erateurs,

pour l'int�egration quasi-Monte Carlo, qui montraient une bonne �equidistribution pour les

projetions.

On s'inspire ii de leur reherhe de petits g�en�erateurs de Tausworthe ombin�es sans

transformations lin�eaires. On reherhe des g�en�erateurs dont

~

�

10;10;10;10

est inf�erieur �a 2.

On ne met auune restrition sur la valeur de

P

`2	

12

�

`

.

Le �hier de donn�ees prinipal pour et exemple est exemple3 (�gure 6.11) et le �hier

ontenant les trinômes �a v�eri�er est trinomes.dat (�gure 6.13). Un �ehantillon de l'aÆhage

�a l'�eran est ontenu dans la �gure 6.14 qui ontient le r�esum�e des param�etres de reherhe

et le premier g�en�erateur trouv�e. Le r�esum�e des r�esultats de la reherhe est pr�esent�e �a la

�gure 6.12.

Dans l'aÆhage de la �gure 6.14, on retrouve les polynômes de haune des omposantes

ainsi que leur param�etre s du g�en�erateur ombin�e trouv�e. Le premier tableau de ette

�gure donne la valeur des �earts �

`

pour haque bit. Dans le deuxi�eme tableau de ette

�gure, on donne les �earts maximaux en r�esolution pour les projetions dans haune des

dimensions. Les valeurs de pourentage qui sont donn�ees dans le tableau sont la proportion

des projetions, pour haune des dimensions, qui ont un �eart en r�esolution de 0. On donne

aussi la valeur du rit�ere

~

�

10;10;10;10

qui est de 2 pour le g�en�erateur montr�e.

�

A la �gure 6.12, on observe que parmi les 688 g�en�erateurs v�eri��es, 335 ont �et�e rete-

nus pare qu'ils �etaient tels que

~

�

10;10;10;10

� 2. Le temps requis pour v�eri�er tous es

g�en�erateurs est moins de 1 seonde.

Cet exemple d�emontre que le programme reherhe. permet de aluler les �earts de

r�esolution pour les projetions (le rit�ere

~

�

t

1

;:::;t

d

) pour n'importe quel type de g�en�erateur,

e que ne permettaient pas les anêtres de REGPOLY.
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2 # 1 omposante

-1 # raine du g�en�erateur => horloge

taus 32 trinomes.dat # omposante 1 : Tausworthe,L=32, fihier de polynômes : trinomes.dat

0 # lin.trans.= non

taus 32 same # omposante 1 : Tausworthe,L=32, fihier de polynômes : trinomes.dat

0 # lin.trans.= non

-1 # on ne v�erifie pas l'�equidistribution

0 # on ne d�efinit pas de seuil pour �earts en dimension pour r�es. partiuli�eres

1 4 10 10 10 10 2 # v�erifiation du rit�ere DELTA(10,10,10,10), doit être <= 2

Figure 6.11 { Fihier de donn�ees prinipal pour l'exemple 3.

===========================

total = 668

ME = 0

CF-ME = 0

retenus = 335

---------------------------

CPU (se) = 0.67

===========================

Figure 6.12 { R�esum�e des r�esultats de reherhe pour l'exemple 3.

9

3 3 1 0

3 4 1 0

3 5 2 0

3 6 1 0

3 7 1 0

3 7 3 0

3 9 4 0

3 10 3 0

3 11 2 0

Figure 6.13 { Fihier trinomes.dat pour l'exemple 3.
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====================================================================

RESUME DE LA RECHERCHE DE GENERATEURS

Raine du g�en�erateur des trans. lin. = ( 967680445, 967679445 )

2 omposantes :

- Composante 1 : Tausworthe

- Composante 2 : Tausworthe

On v�erifie le Crit�ere DELTA( 10, 10, 10, 10)

On onserve quand DELTA(t_1,..,t_s)<=2

====================================================================

==================================================================

Degr�e global : 7

G�en�erateur de Tausworthe :

x^3 + x + 1 s=1

------------------------------------------------------------------

G�en�erateur de Tausworthe :

x^4 + x + 1 s=1

==================================================================

Tableau des �earts en r�esolution (dimensions suessives)

=======+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+

DIM | 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10|

-------+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----|

ECART | | 2| 1| | | | | | | |

-------+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----|

RESOL | 7| 1| 1| 1| 1| 1| 1| 0| 0| 0|

=======+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+

Tableau des �earts maximaux en r�esolution (dimensions non suessives)

===========+======+======+======+

Dimension | 2| 3| 4|

-----------+------+------+------+

t_i | 10| 10| 0|

-----------+------+------+------+

ECART | 2| 1| 0|

-----------+------+------+------+

pourentage| 77.78| 44.44|100.00|

===========+======+======+======+

Valeur de DELTA( 10, 10, 10, 10 ) = 2

+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

Figure 6.14 { R�esum�e des param�etres de reherhe et premier g�en�erateur trouv�e pour l'exem-

ple 3.
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6.2.4 Exemple 4

Dans et exemple, on montre que le programme reherhe. est apable de v�eri�er

l'�equidistribution pour des g�en�erateurs ombin�es dont haune des omposantes est de type

di��erent. Ainsi, on ombine un TGFSR ave un g�en�erateur de Tausworthe et un GCL poly-

nomial. Sur le TGFSR, on applique un tempering de Matsumoto-Kurita que l'on optimise.

Sur le g�en�erateur de Tausworthe, on applique un self-tempering. Sur le GCL polynomial,

on applique une permutation de oordonn�ees.

On reherhe des g�en�erateurs qui sont tels que

P

`2	

12

� 3. Le �hier exemple3 (�-

gure 6.15) est le �hier de donn�ees prinipal pour et exemple. Les �hiers trans1.dat,

trans2.dat et trans3.dat (�gure 6.16) ontiennent les transformations lin�eaires �a e�e-

tuer pour haune des omposantes. La �gure 6.18 montre le r�esum�e de la reherhe ainsi

que le premier g�en�erateur trouv�e. La �gure 6.17 montre le r�esum�e des r�esultats.

�

A la �gure 6.18, on voit le tableau des �earts �

`

, la valeur de

P

`2	

12

et la p�eriode

du premier g�en�erateur trouv�e, ainsi que les param�etres de haune ses omposantes. On

observe, �a la �gure 6.17, qu'auun des 7280 g�en�erateurs essay�es n'�etait ME, mais quelques

uns d'entre eux, soit 6, r�epondaient au rit�ere

P

`2	

12

� 3. Le temps d'ex�eution de la

reherhe est de 309628 seondes, soit un peu plus de 86 heures.

Cet exemple montre que l'on peut ombiner des g�en�erateurs de di��erents types et

que l'on peut appliquer des transformations lin�eaires di��erentes sur haune des om-

posantes. Ave les programmes disponibles auparavant, il n'�etait pas possible de v�eri�er

l'�equidistribution du g�en�erateur form�e d'une omposante TGFSR et d'une omposante

Tausworthe.

�

Egalement, il n'�etait pas possible d'appliquer des transformations lin�eaires

di��erentes sur haune des omposantes. En fait, seulement un tempering de Matsumoto-

Kurita sur un TGFSR �etait permis.
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3 -1 # 3 omposantes, raine du g�en�erateur => horloge

tgfsr 31 93_1.dt

1 trans1.dat # lin.trans.= oui, fihier de trans.lin. : trans1.dat

taus 32 trinomes.dat # omposante 2 : Tausworthe, L=32, fihier de polynômes : trinomes.dat

1 trans2.dat # lin.trans.= oui, fihier de trans.lin. : trans2.dat

poly 32 32poly.dat # omposante 1 : GCL polynomial,L=32, fihier de polynômes : 32poly.dat

1 trans3.dat # lin.trans.= oui, fihier de trans.lin. : trans3.dat

2 # 2 essais de trans.lin. par g�en�erateur

3 # somme des Delta_l pour l dans psi_12 <= 6

0 # on ne d�efinit pas de seuil pour �earts en dimension pour r�es. partiuli�eres

0 # pas de v�erifiation de DELTA

Figure 6.15 { Fihier de donn�ees prinipal pour l'exemple 4.

1

tempMKopt 7 15 -1 0 31

1

selft -1

1

permut -1 -1

Figure 6.16 { Fihier trans1.dat, trans2.dat et trans3.dat pour l'exemple 4.

===========================

total = 7280

ME = 0

CF-ME = 0

retenus = 6

---------------------------

CPU (se) = 309628.01

===========================

Figure 6.17 { R�esum�e des r�esultats de reherhe pour l'exemple 4.
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====================================================================

RESUME DE LA RECHERCHE DE GENERATEURS

Raine du g�en�erateur des trans. lin. = ( 968481500, 968480500 )

3 omposantes :

- Composante 1 : TGFSR

Transformations :

* Tempering Matsumoto-Kurita

- Composante 2 : Tausworthe

Transformations :

* Self-Tempering

- Composante 3 : Polynomial

Transformations :

* Permutation

Nombre d'essais par g�en�erateur ombin�e : 2

Borne sup. pour la somme des �earts dans psi_12 : 3

====================================================================

==================================================================

Degr�e global : 131

TGFSR :

w= 31 r= 3 m= 1 a= dae727e

Tempering Matsumoto-Kurita (7,15) b = 1d2ea102  = 75850032

------------------------------------------------------------------

G�en�erateur de Tausworthe :

x^6 + x + 1 s=5

Self-Tempering(2)

------------------------------------------------------------------

GCL polynomial :

32 31 28 27 25 24 22 21 17 15 13 12 10 7 6 4 0

sous forme hexad�eimale :

9b62b4d1

Permutation(19,31)

==================================================================

Tableau des �earts en dimension pour haque r�esolution

=======+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+

RESOL | 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10| 11| 12| 13| 14| 15| 16|

-------+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----|

ECART | | | | | | | | | | 1| | | 1| | | |

-------+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----|

DIM | 131| 65| 43| 32| 26| 21| 18| 16| 14| 12| 11| 10| 9| 9| 8| 8|

=======+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====

=======+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+

RESOL | 17| 18| 19| 20| 21| 22| 23| 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30| 31|

-------+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----|

ECART | | | | | | | | | 1| 1| | | | | |

-------+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----+-----|

DIM | 7| 7| 6| 6| 6| 5| 5| 5| 4| 4| 4| 4| 4| 4| 4|

=======+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+=====+

--------------------------->SOMMES ECARTS (Psi_12) = 3

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

Figure 6.18 { R�esum�e des param�etres de reherhe et premier g�en�erateur trouv�e pour l'exem-

ple 4.



Chapitre 7

Bons g�en�erateurs trouv�es grâe �a

REGPOLY

Dans e hapitre, nous donnons une liste des g�en�erateurs qui ont de bonnes �equidistri-

butions. Les param�etres de es g�en�erateurs ont �et�e obtenus grâe au progiiel REGPOLY et

au programme reherhe. dont le ode est donn�e dans le guide d'utilisation du progiiel et

dont on parle au hapitre 6. On donne le r�esultat des reherhes de g�en�erateurs GCL simples

ave di��erentes transformations lin�eaires appliqu�ees, ainsi que des TGFSR ombin�es ave

tempering de Matsumoto-Kurita sur haune des omposantes.

7.1 GCL polynomiaux

Pour la reherhe de es g�en�erateurs, on a utilis�e pour r�esolution �a la sortie L =

min(k; 53) puisque 53 est le nombre maximum de bits pour la r�esolution des nombres �a

virgule ottante selon le standard IEEE 754. On essaie de trouver des GCL polynomiaux,

ave polynôme arat�eristique de degr�e 32, 64, 96 et 128, qui ont la meilleure �equidistribution

possible. Les r�esultats sont donn�es sous forme de tableaux. Le rit�ere qui donne une id�ee de

l'�equidistribution est la valeur de

P

`2	

12

�

`

. Celle-i est mise dans l'avant-derni�ere olonne
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des tableaux. AÆher la valeur de �

`

pour haque bit enombrerait les tableaux et ne four-

nirait pas beauoup plus d'information. Dans la derni�ere olonne, on donne une partiularit�e

de l'�equidistribution de haun des g�en�erateurs. Chaune des sous-setions suivantes traite

de la reherhe de GCL ave des transformations lin�eaires di��erentes.

�

A noter qu'il y a un

format de tableau di��erent pour haun des types de GCL polynomial et que les veteurs

de bits a, b et  sont repr�esent�es sous la forme hexad�eimale.

7.1.1 GCL polynomiaux sans transformations lin�eaires

Ces g�en�erateurs ont une tr�es mauvaise �equidistribution. En fait, les g�en�erateurs ne

sont que (1,min(k; L))-�equidistribu�es ; on obtenait toujours t

1

= k et t

`

= 1 pour ` =

2; : : : ;min(k; L) pour tous les polynômes essay�es.

7.1.2 GCL polynomiaux ave une permutation de oordonn�ees

Selon les reherhes que nous avons faites, les GCL polynomiaux ave une permutation

de oordonn�ees ne donnent pas de tr�es bonnes �equidistributions. Les valeurs de �

`

= 0 pour

` > 3 sont diÆiles �a obtenir pour des g�en�erateurs ayant des polynômes arat�eristiques de

degr�es 32, 64, 96 et 128. N�eanmoins, le tableau 7.1 donne une liste des meilleurs g�en�erateurs

de e type obtenus.

�

A noter que, dans la premi�ere olonne, on retrouve le veteur de bits

a propre �a haun des GCL polynomiaux. Dans la deuxi�eme olonne, on retrouve les pa-

ram�etres p et q de la permutation de oordonn�ees P

p;q

. Les deux derni�eres olonnes donnent

une id�ee de l'�equidistribution des g�en�erateurs.

7.1.3 GCL polynomiaux ave tempering Matsumoto-Kurita

Nous avons e�etu�e des reherhes pour des g�en�erateurs ave l'algorithme d'optimisa-

tion 4.4.4. En omparant les g�en�erateurs obtenus ave eux ayant seulement une permu-

tation de oordonn�ees, il semble que la permutation soit plus eÆae que le tempering de

Matsumoto-Kurita a�n d'am�eliorer l'�equidistribution. Le tableau 7.2 donne une liste des
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Tableau 7.1 { GCL Polynomiaux ave une permutation de oordonn�ees

Polynôme Permutation

P

`2	

12

�

`

Partiularit�es

a p q �

`

= 0 pour

Polynômes de degr�e 128

9b7be2f 42f305b7 ff11491 eef10653 35 37 62 ` = 1; 2; 3

Polynôme de degr�e 96

4aada15 2e647ff5 396aa79 67 73 44 ` = 1; 2; 3

Polynôme de degr�e 64

246e4912 49a6ad71 45 45 16 ` = 1; 2; 3

Polynôme de degr�e 32

a6e73761 7 9 6 ` = 1; 2; 3

meilleurs g�en�erateurs obtenus.

�

A remarquer que, dans la premi�ere olonne, on retrouve les

veteurs de bits a (propres aux GCL polynomiaux) et les veteurs b et  du tempering de

Matsumoto-Kurita T

w;�;�;b;

. On y retrouve aussi les param�etres � et �. La valeur de w

pour le tempering de Matsumoto-Kurita est k.

7.1.4 GCL polynomiaux ave self-tempering  = 32

Parmi les trois transformations lin�eaires abord�ees dans e m�emoire, les r�esultats obtenus

semblent d�emontrer que le self-tempering n'est pas une transformation lin�eaire tr�es eÆae

pour am�eliorer l'�equidistribution lorsque elle-i est utilis�ee seule. Le tableau 7.3 donne une

liste des meilleurs GCL polynomiaux ave self-tempering S

32;d

obtenus. On retrouve dans

la premi�ere olonne de e tableau les valeurs de a de haun des GCL polynomiaux et, dans

la deuxi�eme olonne, la valeur du param�etre d du self-tempering S

32;d

.
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7.1.5 GCL polynomiaux ave permutations de oordonn�ees et tempering

Matsumoto-Kurita

En appliquant deux transformations lin�eaires �a la sortie du GCL polynomial, on pourrait

s'attendre �a avoir une meilleure �equidistribution que pour les g�en�erateurs ave une seule

transformation lin�eaire. C'est en e�et e que d�emontre le tableau 7.4. Si on ompare les

valeurs de

P

`2	

12

�

`

, ave elles des tableaux pr�e�edents, on observe qu'il y a une nette

am�elioration de l'�equidistribution. On retrouve même des g�en�erateurs qui sont ME pour

k = 32; 64. Dans la premi�ere olonne du tableau, on retrouve les veteurs a propres aux

GCL polynomiaux ainsi que les veteurs b et  du tempering de Matsumoto-Kurita. On

retrouve aussi sur les param�etres � et � du tempering de Matsumoto-Kurita T

w;�;�;b;

(o�u

w = k) et de la permutation de oordonn�ees P

p;q

.

7.1.6 GCL polynomiaux ave permutations de oordonn�ees et self-tem-

pering

En appliquant une permutation de oordonn�ees et un self-tempering, on obtient des

g�en�erateurs ave une assez bonne �equidistribution. On observe que que la di��erene d'a-

m�elioration de l'�equidistribution entre le self-tempering et le tempering de Matsumoto-

Kurita quand il n'y a pas d'autres transformations lin�eaires est plus grande, en g�en�eral, que

lorsqu'une permutation de oordonn�ees est d�ej�a appliqu�ee.

�

A noter que dans le tableau 7.6,

on retrouve, dans l'ordre, le veteur de bits a propre �a haun des GCL polynomiaux, les

param�etres p et q de la permutation de oordonn�ees P

p;q

, le param�etre d du self-tempering

S

32;d

et les deux derni�eres olonnes donnent une id�ee de l'�equidistribution des g�en�erateurs.
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7.1.7 GCL polynomiaux ave permutations de oordonn�ees, self-tempe-

ring et tempering de Matsumoto-Kurita

En appliquant trois transformations lin�eaires sur des GCL polynomiaux, il est tr�es faile

de trouver des g�en�erateurs qui sont ME. Pour les g�en�erateurs ave k = 32; 64; 96, on obtient

beauoup de g�en�erateurs qui sont ME. Tous les g�en�erateurs du tableau 7.7 sont ME. Dans

la premi�ere olonne on retrouve les veteurs de bits a, b et , ainsi que les param�etres p, q,

�, � et d des transformations lin�eaires P

p;q

, S

32;d

et T

w;�;�;b;

o�u w = k.
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Tableau 7.2 { GCL Polynomiaux ave tempering de Matsumoto-Kurita

Polynôme/Tempering de Matsumoto-Kurita

P

`2	

12

�

`

Partiularit�es

a � � �

`

= 0 pour

b



Polynôme de degr�e 128

9b7be2f 42f305b7 ff11491 eef10653 31 63 153 ` = 1; 2

428ab5f 00ee7f72 4802104 40d703e3

76781187 3d83207 00030477 75eb39d4

Polynôme de degr�e 96

88b67e28 697fb20 e0a2b18b 23 47 90 ` = 1; 2

2e242a6 38fe310a 00000000

5ad684e 0038000 00000000

Polynôme de degr�e 64

60237e4f 93e6085f 15 31 42 ` = 1; 2; 4

54bf7f4a 4a2a0000

6db52d4 00000000

Polynôme de degr�e 32

14bf2687 7 15 6 ` = 1; 2; 4

73765501

6ea8000
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Tableau 7.3 { GCL Polynomiaux ave self-tempering  = 32

Polynôme Self-tempering

P

`2	

12

�

`

Partiularit�es

a d �

`

= 0 pour

Polynôme de degr�e 128

8aed852 32443f d0e910e 8a5db833 30 255 ` = 1

Polynôme de degr�e 96

d44461d 0d2ddd6 62261e1f 30 168 ` = 1

Polynôme de degr�e 64

877fa931 41669185 30 90 ` = 1

Polynôme de degr�e 32

e0ad2fab 17 31 ` = 1; 2
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Tableau 7.4 { GCL Polynomiaux ave permutations de oordonn�ees et tempering de

Matsumoto-Kurita

Param�etres

P

`2	

12

�

`

Partiularit�es

a p q �

`

= 0 pour

b s

 t

Polynômes de degr�e 128

d72127f4 496a85a7 d7f7e9d8 d95aa5d 25 21 26 ` = 1; 2; 5

6d5e2ab3 51a62440 034e8040 00000000 31

4dbf606d 26841dd 00000000 00000000 63

451eaeb8 234b5180 6ae4e0b 30776841 89 23 27 ` = 1; 3; 5

2d0d3957 67a2a184 46800124 00000000 31

778a193 1689045 00000000 00000000 63

Polynôme de degr�e 96

82d62790 75d70e40 f71b76f9 11 31 16 ` = 1; 2; 4

7e9be354 455a88e6 20000000 23

7ff35820 5f1e0000 00000000 47

Polynôme de degr�e 64

877fa931 41669185 45 43 0 ` = 1; : : : ; 53 (ME)

77aebea 38168000 15

5f5ffe5 00000000 31

ba7b27 13bb667d 55 47 0 ` = 1; : : : ; 53 (ME)

6f7ba0ba 0a0a8000 15

5555515d 00000000 31

ba7b27 13bb667d 25 55 0 ` = 1; : : : ; 53 (ME)

244b2fae 11ba0000 15

7dd0406 00000000 31
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Tableau 7.5 { GCL Polynomiaux ave permutations de oordonn�ees et tempering de

Matsumoto-Kurita (suite)

Param�etres

P

`2	

12

�

`

Partiularit�es

a p q

b s

 t

Polynôme de degr�e 32

43408045 32 11 0 ME

69a4b000 7

7d650000 15

e0ad2fab 3 29 0 ME

298a01 7

6d028000 15

14bf2687 11 9 0 ME

3e1a8880 7

5550000 15

f1a46219 3 13 0 ME

5e9aa800 7

55678000 15
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Tableau 7.6 { GCL Polynomiaux ave permutations de oordonn�ees et self-tempering  = 32

Param�etres

P

`2	

12

�

`

Partiularit�es

a p q d �

`

= 0 pour

Polynôme de degr�e 128

d72127f4 496a85a7 d7f7e9d8 d95aa5d 81 9 28 26 ` = 1; 2; 3

Polynôme de degr�e 96

b6d91393 832e6a34 b3d758b 17 89 25 14 ` = 1; 2; 5; 7

Polynôme de degr�e 64

b5058e44 394eab 27 15 27 8 ` = 1; 2; 3; 5;

6; 8; 11

Polynôme de degr�e 32

1e54f6d 7 9 6 1 ` = 1; : : : ; 10

Tableau 7.7 { GCL Polynomiaux ave permutations de oordonn�ees, self-tempering et tem-

pering de Matsumoto-Kurita

Param�etres

P

`2	

12

�

`

Partiularit�es

a p q

b � d

 �

Polynômes de degr�e 128

6f343a af5bfe30 fd3435d 32a0a19 101 67 0 ME

55ffd469 77f32dfe 2419620a 00000004 31 18

1f0fbf3d 6d16405 304ab40 2a581ea 63

74b480f 73f3a60 979782a6 787dd13 91 97 0 ME

23d831ef 295f73be 061a1808 00000001 31 22

07edea6 5a92f304 2e24180 31a06893 63

74b480f 73f3a60 979782a6 787dd13 15 91 0 ME

4b753d1 5f7f5e0 3200412 00000003 31 20

7d5a6edd 43776 26fb2 6d66d405 63
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Tableau 7.8 { GCL Polynomiaux ave permutations de oordonn�ees, self-tempering et tem-

pering de Matsumoto-Kurita (suite)

Param�etres

P

`2	

12

�

`

Partiularit�es

a p q

b � d

 �

Polynômes de degr�e 96

d7348d7 18975f66 22ba527 23 8 0 ME

2fa51fb4 2e1e2000 03000000 23 10

78d849e0 55db0000 00000000 47

d7348d7 18975f66 22ba527 79 89 0 ME

2ff0f509 15e22881 00800001 23 13

1772e059 2258000 00000000 47

3bd203 deb771a 274a8575 83 13 0 ME

555b2a29 77029449 06800000 23 19

4aa5abe6 089a0000 00000000 47

56263e 0b401252 98b1ef2f 79 59 0 ME

779a510d 77a2284a 12800001 23 11

5af8df0 57ed8000 00000000 47

Polynômes de degr�e 64

22440fb5 31d4491 19 15 0 ME

69f91e 0a900000 15 29

0f26e 00000000 31

724b2f3 39055fb 25 5 0 ME

5e75187 008a8000 15 20

26675f3 00000000 31

4549ae8 e233e0e9 53 43 0 ME

76371a02 40418000 15 23

7926d20 00000000 31
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Tableau 7.9 { GCL Polynomiaux ave permutations de oordonn�ees, self-tempering et tem-

pering de Matsumoto-Kurita (suite)

Param�etres

P

`2	

12

�

`

Partiularit�es

a p q

b � d

 �

Polynômes de degr�e 32

43408045 5 9 0 ME

5fa62080 7 5

58598000 15

628bbb9b 21 29 0 ME

273a3100 7 24

3898000 15

f1a46219 19 19 0 ME

6bb04880 7 2

65538000 15

b1e39afb 23 17 0 ME

76860400 7 20

03fd8000 15
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7.2 TGFSR ombin�es �a deux et �a trois omposantes

Dans ette setion, on reherhe des g�en�erateurs TGFSR ombin�es sur lesquels on ap-

plique un tempering de Matsumoto-Kurita sur haune des omposantes. L'algorithme 4.4.4

est utilis�e a�n de trouver les valeurs de b

j

et 

j

du tempering de Matsumoto-Kurita de ha-

une des omposantes.

Lorsqu'on d�esire ombiner des g�en�erateurs, il est important que le plus grand ommun

diviseur (pgd) des p�eriodes de haune des omposantes soit 1. La p�eriode de la omposante

j est 2

w

j

r

j

� 1. Un th�eor�eme onnu de la th�eorie des nombres (voir [28℄) dit que si le pgd

de k

1

et k

2

est di��erent de 1, alors il en sera de même pour le pgd de 2

k

1

et 2

k

2

. Il faut

don trouver des omposantes telles que w

j

r

j

est premier par rapport �a w

i

r

i

o�u i est l'indie

d'une autre omposante.

Cette onstatation restreint les ombinaisons de g�en�erateurs que l'on peut faire si on

d�esire avoir des g�en�erateurs qui ont une p�eriode maximale. Ainsi, on ne pourra avoir deux

omposantes ave la même valeur de w

j

ou r

j

et les w

j

doivent être premiers par rapport

aux r

i

(i 6= j). Par exemple, pour obtenir un g�en�erateur une petite p�eriode (utilis�e pour

l'int�egration num�erique ave les m�ethodes quasi-Monte Carlo), ave des valeurs de w

j

pr�es

de 32, on obtient w

1

= 32, r

1

= 2, w

2

= 31 et r

2

= 3. Cei produit un g�en�erateur ombin�e

qui a une p�eriode approximative de 2

157

. Pour obtenir des g�en�erateurs ombin�es ave des

p�eriodes plus ourtes, il faut hoisir des valeurs de w

j

plus petites. Dans le as des TGFSR,

on a L

j

= w

j

. Puisque l'on d�esire avoir une r�esolution d'au moins 32 bits, alors hoisir des

valeurs de w

j

plus petites n'est nullement d�esir�e. On d�esire au moins avoir une r�esolution

de 32 bits quand 'est possible. On pourrait prendre L

j

> w

j

, mais l'implantation serait

moins rapide. Par exemple, on pourrait faire ela en prenant, pour haune des omposantes,

y

n;j

= trun

L

j

z

n;j

jz

n�1;j

. Cette strat�egie n'est pas utilis�ee dans les r�esultats, mais illustre

qu'il est possible de ontourner et obstale.

Les deux prohaines sous-setions donnent le r�esultat de reherhes de g�en�erateurs om-

bin�es �a deux et trois omposantes. Matsumoto et Kurita [26℄ ont montr�e que, pour les

TGFSR, il existe une borne

~

t

`

stritement inf�erieure �a t

�

`

pour ertaines valeurs de ` (voir
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setion 5.3). On savait don qu'un TGFSR simple ne pouvait être ME. Mais, on ne savait

pas si un TGFSR ombin�e pouvait être ME. Les r�esultats d�emontrent que ela est possible

puisqu'on a trouv�e plusieurs TGFSR qui �etaient ME.

7.2.1 TGFSR �a deux omposantes

Dans le tableau 7.10, on retrouve une liste de TGFSR �a deux omposantes sur les-

quelles on applique un tempering de Matsumoto-Kurita sur haune des omposantes. Ces

g�en�erateurs sont tr�es bien �equidistribu�es et quelques-uns sont ME.

Dans la premi�ere olonne, on retrouve la valeur de k du g�en�erateur ombin�e. Dans

les quatre premi�eres olonnes, on retrouve les param�etres a, w, r et m de haune des

omposantes et, dans les quatre olonnes suivantes, il y a les param�etres �, �, b et  du

tempering de Matsumoto-Kurita appliqu�e sur haune des omposantes. La derni�ere olonne

aÆhe les valeurs de ` pour lesquelles l'�equidistribution ne d�emontre pas �

`

= 0. Les hi�res

entre parenth�eses indiquent la valeur de �

`

. S'il n'y a pas de hi�res entre parenth�eses, alors

la valeur de �

`

est de 1.

7.2.2 TGFSR �a trois omposantes

Dans ette sous-setion, on e�etue le même type de reherhe que dans la sous-setion

pr�e�edente, mais pour des TGFSR ombin�es �a trois omposantes sur lesquelles on e�etue un

tempering de Matsumoto-Kurita. Le format du tableau 7.13 est le même que le tableau 7.10

sauf que la derni�ere olonne est enlev�ee puisque tous les g�en�erateurs du tableau sont ME.
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Tableau 7.10 { TGFSR Combin�es �a 2 omposantes

k a w r m � � b  �

`

6= 0

147 f999d3d 30 2 1 7 14 29e49000 6f3b2d1 18,24

7ba8718 29 3 1 7 14 43944400 798a1520

147 de11b16 30 2 1 7 14 72501004 17b52998 18,24

ba88ff8 29 3 1 7 14 4de5800 5760398

157 ebfa59 32 2 1 7 15 55fed200 6d608023 26

f887875e 31 3 2 7 15 5268402 4ead0014

157 ebfa59 32 2 1 7 15 7be401 72298029 26

d68127e 31 3 2 7 15 4db61100 7d003e

238 dae727e 31 3 1 7 15 2a5a0902 1f0006 ME

b5221b8 29 5 2 7 14 59d44000 33a0000

238 dae727e 31 3 1 7 15 70a6100 38980004 ME

7ff9068 29 5 2 7 14 47aa800 3a60000

238 f94aba8e 31 3 1 7 15 3664a500 53a0000 ME

f966e478 29 5 2 7 14 5a584000 3d4a0000

245 f94aba8e 31 5 3 7 15 66ae4602 3753001a 27

8e4aa8 30 3 2 7 14 20f02200 4bab0000

245 f94aba8e 31 5 3 7 15 71468a00 67d2000 27

ba56f43 30 3 2 7 14 43805004 56a60008

251 9965523b 32 3 1 7 15 4d60600 23d30014 27

f45111a 31 5 2 7 15 5594e302 79880014

251 9965523b 32 3 1 7 15 05e8680 63578001 27

f45111a 31 5 2 7 15 6636a502 5eee000a

251 9965523b 32 3 1 7 15 32aa101 7ef3800 27

ba693616 31 5 2 7 15 52e25502 3b930008

251 9965523b 32 3 1 7 15 7d9a5281 6f4a0015 27

9b6bf432 31 5 2 7 15 34da2300 599e0016
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Tableau 7.11 { TGFSR Combin�es �a 2 omposantes (suite)

k a w r m � � b  �

`

6= 0

307 a1d5a42 31 7 2 7 15 6e568900 5b006a 25,26,27

ab2a19b 30 3 1 7 14 7bd4e804 7ae9005

307 a1d5a42 31 7 2 7 15 3738900 55d40058 25,26,27

8fe15b 30 3 1 7 14 1ab5000 745d000

313 b3de2e15 32 3 2 7 15 32d9800 6ea8033 24,26,28

a1d5a42 31 7 2 7 15 13612900 6a5d00a4

313 b3de2e15 32 3 1 7 15 42e9081 5edf801 24,26,28

a1d5a42 31 5 2 7 15 1ed2902 7a5280

358 f94aba8e 31 5 3 7 15 77369502 7b970022 25,27

bf84958 29 7 4 7 14 55088808 66a0008

358 f94aba8e 31 5 3 7 15 2e91000 2b4a0040 25,26,27

bf84958 29 7 4 7 14 1da93008 5e3a0060

377 b079b61 32 5 1 7 15 48565300 6f8e800 28,29

a6712136 31 7 3 6 14 45d55a00 5ef58008

377 b079b61 32 5 1 7 15 337e2201 17588009 28,29

a6712136 31 7 3 6 14 57a44882 5a6b0002

536 af15a66e 31 7 3 6 14 36a91100 445a0008 28

b3e2fa08 29 11 2 7 14 73506400 5da40008

536 af15a66e 31 7 3 6 14 6b8702 31f90002 28

9e97ea8 29 11 2 7 14 66b8808 6b980000

536 af15a66e 31 7 3 6 14 2ed6682 1fb48002 28

e3107e48 29 11 2 7 14 4de5008 7b360008

547 f15a885e 31 7 3 6 14 3109100 265e0020 26,28

4d219 30 11 4 7 14 66884800 37510014

547 a6712136 31 7 3 6 14 6d991900 4743003a 26,27,28

4d219 30 11 4 7 14 46356804 7b610024
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Tableau 7.12 { TGFSR Combin�es �a 2 omposantes (suite)

k a w r m � � b  �

`

6= 0

607 a1d5a42 31 7 2 6 14 11606202 388e80ee 24,25,26,28

fdfb1d 30 13 7 7 14 6668a204 3aaa007

607 f4e1e72 31 7 2 6 14 03994082 592300b6 24,25,26,28

fdfb1d 30 13 7 7 14 6320804 7aa004

718 9b6bf432 31 11 2 6 14 0568a302 6bf50008 28

9a911d68 29 13 2 7 14 21452808 4e2a0000

718 9b6bf432 31 11 2 6 14 3b8b980 2ef7800a 27(2),28

8f11df88 29 13 2 7 14 6ed8908 37d20010

731 9b6bf432 31 11 2 6 14 03f42500 3d6a000a 27,28(2),29

88171a7 30 13 12 7 14 6d48400 79370008

755 8e066a5 32 11 7 7 15 265a01 2f4e8006 29(2),30

adf8db6 31 13 2 6 14 5778d00 33548004

755 8e066a5 32 11 7 7 15 351a000 4e990005 29(2),30

a1d5a42 31 13 2 6 14 1754882 563e8006

943 d84be803 32 13 7 7 15 67e0501 5eb580d 23,29(2),30

e0e599be 31 17 4 6 14 5b908902 33d38156
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Tableau 7.13 { TGFSR Combin�es �a 3 omposantes

k a w r m � � b 

454 9965523b 32 3 1 7 15 36740900 2d818002

f45111a 31 5 2 7 15 1aa0400 773e0002

a6250bb8 29 7 4 7 14 39b45800 16620000

454 9965523b 32 3 1 7 15 1d502401 52420005

f45111a 31 5 2 7 15 00f44802 345b0004

a6250bb8 29 7 4 7 14 53d40800 1700000

454 9965523b 32 3 1 7 15 03ae4d00 3ff38007

f45111a 31 5 2 7 15 250eb100 59e40000

a6250bb8 29 7 4 7 14 4345000 1ef0000

456 b079b61 32 5 1 7 15 49d28980 5fa8005

dae727e 31 3 1 7 15 709e000 566f0002

e550de08 29 7 6 7 14 2587000 5940000

456 b079b61 32 5 1 7 15 15ea0a00 17e98003

dae727e 31 3 1 7 15 7bf26400 3f460004

e550de08 29 7 6 7 14 1b48000 3160000

456 b079b61 32 5 1 7 15 23329101 6abe8003

dae727e 31 3 1 7 15 61527000 384f0000

888f8348 29 7 6 7 14 166a000 38040000

458 b3de2e15 32 3 2 7 15 71fe0800 6278003

a1d5a42 31 7 2 7 15 358e6500 36a80000

1da3168 29 5 2 7 14 0a38b000 2220000

458 b3de2e15 32 3 2 7 15 3a3a2001 3a6f0006

a1d5a42 31 7 2 7 15 375a0602 5f3e0000

1da3168 29 5 2 7 14 2f60008 75aa0000

458 b3de2e15 32 3 2 7 15 35020101 10dd0006

a1d5a42 31 7 2 7 15 17de0a00 4d440000

1da3168 29 5 2 7 14 66b48000 32380000
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Tableau 7.14 { TGFSR Combin�es �a 3 omposantes (suite)

k a w r m � � b 

462 ad23ee3 32 70 3 7 15 5ad66801 37370004

ed60356 31 3 2 7 15 773ada00 6feb0006

e3562988 29 5 3 7 14 7713800 4f220000

462 ad23ee3 32 70 3 7 15 77da4d01 369b8003

ed60356 31 3 2 7 15 58060902 0da0002

e3562988 29 5 3 7 14 6b844000 5060000

462 ad23ee3 32 70 3 7 15 23540801 3e4d8007

ed60356 31 3 2 7 15 52622100 50930006

eb12f468 29 5 3 7 14 4594008 52f60000

464 1283985 32 5 4 7 15 55a69101 68f38002

af15a66e 31 7 3 7 15 2f002002 14a60006

7ba8718 29 3 1 7 14 0004808 5b060000

464 1283985 32 5 4 7 15 3f262400 53138002

af15a66e 31 7 3 7 15 3f4e4802 276d0000

2eaf5d8 29 3 1 7 14 3af14408 514a0000

466 fae8af3 32 7 6 7 15 26ba6501 3a818006

f94aba8e 31 5 3 7 15 19382200 73b60000

fea4ab8 29 3 2 7 14 02541800 16540000

466 fae8af3 32 7 6 7 15 09ba8b00 67e60004

f94aba8e 31 5 3 7 15 28a0402 1a70002

fea4ab8 29 3 2 7 14 64204000 14100000

466 fae8af3 32 7 6 7 15 6721a01 2d648003

f94aba8e 31 5 3 7 15 1d44002 68530004

e915deb8 29 3 2 7 14 2368000 774e0000

1224 e0ee6d22 31 11 9 7 15 449e1200 29d0006

88171a7 30 13 12 7 14 31980000 11690000

b113e2a8 29 17 3 7 14 5e190800 432a0000
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Tableau 7.15 { TGFSR Combin�es �a 3 omposantes (suite)

k a w r m � � b 

1224 e0ee6d22 31 11 9 7 15 4b568a00 7500000

88171a7 30 13 12 7 14 6400404 4fb10004

b113e2a8 29 17 3 7 14 77745000 7d0000

1224 e0ee6d22 31 11 9 7 15 1e3e4000 252e0006

88171a7 30 13 12 7 14 77a0000 7130000

b113e2a8 29 17 3 7 14 38611800 561a0000

1226 e4e3616 31 13 11 7 15 39a80202 5930004

4d219 30 11 4 7 14 75041004 09a0004

bdfee2f8 29 17 13 7 14 5688200 2be40000

1226 e4e3616 31 13 11 7 15 0b22002 125b0006

4d219 30 11 4 7 14 2a92400 5d4e0004

bb792438 29 17 13 7 14 3f410800 62e80000

1226 e4e3616 31 13 11 7 15 1d100000 11de0000

4d219 30 11 4 7 14 31e12200 6be80004

bb792438 29 17 13 7 14 5d302400 2d4e0000

1234 e0e599be 31 17 4 7 15 152e3300 7d810002

bb644d4 30 11 8 7 14 13d0800 3b2a0000

8f11df88 29 13 2 7 14 19788000 64440000

1234 e0e599be 31 17 4 7 15 4fb25402 3adf0000

bb644d4 30 11 8 7 14 54642804 0b410000

8f11df88 29 13 2 7 14 39004008 780a0000

1234 e0e599be 31 17 4 7 15 40940500 269e0006

bb644d4 30 11 8 7 14 5098800 62180000

8f11df88 29 13 2 7 14 3450408 41d60000

1236 a701b236 31 17 14 7 15 08561102 28ab0000

fdfb1d 30 13 7 7 14 28d91000 4e540000

e4bfe8f8 29 11 9 7 14 41bd1000 45a00000
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Tableau 7.16 { TGFSR Combin�es �a 3 omposantes (suite)

k a w r m � � b 

1236 a701b236 31 17 14 7 15 571e1100 6da0000

fdfb1d 30 13 7 7 14 4a90004 04b10000

e4bfe8f8 29 11 9 7 14 42214000 5850000

1236 a701b236 31 17 14 7 15 63b48102 62ad0006

fdfb1d 30 13 7 7 14 36e88600 3be00000

e4bfe8f8 29 11 9 7 14 35380000 0320000

1248 8e066a5 32 11 7 7 15 12868201 5b390003

a51a16a 31 13 2 7 15 6fa63602 3b750006

b113e2a8 29 17 3 7 14 2354d400 35f20000

1248 8e066a5 32 11 7 7 15 5520000 42a58006

a51a16a 31 13 2 7 15 33d69500 7b10004

f711598 29 17 3 7 14 67395800 76b20000

1248 8e066a5 32 11 7 7 15 403a0200 51900002

a51a16a 31 13 2 7 15 5361102 1970004

8b10ed68 29 17 3 7 14 2d850000 4e50000

1250 d84be803 32 13 7 7 15 26a68400 432a8000

9b6bf432 31 11 2 7 15 5941200 194f0006

bdfee2f8 29 17 13 7 14 50280008 2aaa0000

1250 ae92dfd 32 13 7 7 15 32fe001 62768005

9b6bf432 31 11 2 7 15 3756000 634d0004

bdfee2f8 29 17 13 7 14 25a45400 17280000

1250 ae92dfd 32 13 7 7 15 5480901 6f10007

9b6bf432 31 11 2 7 15 73842202 17e80000

bdfee2f8 29 17 13 7 14 22f56400 79ba0000

1256 8523a2b 32 11 9 7 15 79121981 0ef68004

e0e599be 31 17 4 7 15 496a1602 1f430004

8f11df88 29 13 2 7 14 08a800 7a7e0000
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Tableau 7.17 { TGFSR Combin�es �a 3 omposantes (suite)

k a w r m � � b 

1256 8523a2b 32 11 9 7 15 080080 16db0000

e0e599be 31 17 4 7 15 1884000 26690006

8f11df88 29 13 2 7 14 6a104400 55d20000

1256 8523a2b 32 11 9 7 15 19ee0400 72598004

e0e599be 31 17 4 7 15 4a440800 1740000

8f11df88 29 13 2 7 14 3a295400 55b0000

1262 dda6971 32 13 12 7 15 794ab281 5f5e0002

a701b236 31 17 14 7 15 5bd84900 2d9b0002

e4bfe8f8 29 11 9 7 14 75a10000 7140000

1262 dda6971 32 13 12 7 15 43a43000 39ed8000

a701b236 31 17 14 7 15 1a7e8100 4a0004

e4bfe8f8 29 11 9 7 14 06e50400 4580000

1262 dda6971 32 13 12 7 15 45480401 23fa0001

a701b236 31 17 14 7 15 261e0900 14ad0006

f732ad8 29 11 9 7 14 0bf12008 48f20000

1266 fabaffd 32 17 13 7 15 5e385500 2baf8001

e4e3616 31 13 11 7 15 7570d602 7fa50000

b3e2fa08 29 11 2 7 14 24918400 71500000

1266 fabaffd 32 17 13 7 15 2ae3201 3968005

e4e3616 31 13 11 7 15 444b400 7a20000

b3e2fa08 29 11 2 7 14 4040400 13e0000

1266 fabaffd 32 17 13 7 15 15861600 3bb30007

e4e3616 31 13 11 7 15 1760000 12460006

b3e2fa08 29 11 2 7 14 11b8008 72160000



Chapitre 8

Conlusion

La prinipale ontribution de e m�emoire est le progiiel REGPOLY qui sera disponible

au laboratoire de simulation du D�epartement d'informatique et de reherhe op�erationnelle

de l'Universit�e de Montr�eal. Pour les besoins de e m�emoire, un adre g�en�eral pour d�e�nir et

analyser les g�en�erateurs �a r�eurrene lin�eaire modulo 2 a �et�e d�evelopp�e et est utilis�e dans le

progiiel REGPOLY. Ce adre permet d'appliquer des transformations lin�eaires �a la sortie

de tous les g�en�erateurs de e type.

Voii un r�esum�e des nouveaut�es de e m�emoire qui sont implant�es dans REGPOLY :

{ Le progiiel implante des transformations lin�eaires nouvelles dont la permutation de

oordonn�ees et le self-tempering.

{ Il implante aussi un algorithme permettant d'optimiser le tempering de Matsumoto-

Kurita pour les g�en�erateurs ombin�es.

{ Le progiiel implante une g�en�eralisation de l'algorithme QuikTaus.

Le progiiel a �et�e on�u de fa�on �a e qu'il soit faile de rajouter des apait�es grâe �a

sa struture modulaire. Un des ajouts �a implanter dans un avenir prohain est la apait�e

de v�eri�er di��erents rit�eres sur des g�en�erateurs Mersenne Twister [27℄. Aussi, il pourrait

y avoir des am�eliorations �a apporter aux algorithmes qui v�eri�ent l'�equidistribution. En ef-

fet, pour v�eri�er l'�equidistribution, il faut diagonaliser plusieurs matries qui ont plusieurs

olonnes en ommun, e qui onsomme la majorit�e des e�orts de aluls lors d'une re-
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herhe de bons g�en�erateurs. Il serait int�eressant de herher des algorithmes permettant de

\r�eup�erer" le travail fait pour diagonaliser B

bk=`;`

pour ensuite diagonaliser, par exemple,

B

bk=(`+1);(`+1)

. Cet aspet n'a pas �et�e abord�e dans e m�emoire �etant donn�e la omplexit�e du

probl�eme. Il serait aussi int�eressant d'implanter la nouvelle m�ethode permettant de v�eri�er

l'�equidistribution qui est expliqu�ee dans [3℄. Cette m�ethode pourrait permettre de v�eri�er

l'�equidistribution plus rapidement quand le degr�e du g�en�erateur ombin�e est grand (par

exemple, k � 2

2000

).

En plus du progiiel REGPOLY, il y a deux nouvelles tehniques qui am�eliorent l'im-

plantation de GCL polynomiaux et de TGFSR lorsqu'on applique une permutation des

oordonn�ees �a la sortie de eux-i. Ces tehniques permettent de faire �evoluer la r�eurrene

d'un g�en�erateur dans l'espae des veteurs z

n

plutôt que dans l'espae des �etats x

n

.

Auparavant, on savait qu'il �etait impossible de trouver un TGFSR qui soit ME. Par

ontre, on ne savait pas s'il existait des TGFSR ombin�es qui soient ME. On a d�emontr�e

qu'il en existe puisqu'on en a trouv�e.

La omposition de transformations lin�eaires semble donner une bonne �equidistribution

aux GCL polynomiaux. Le probl�eme ave la omposition de transformations lin�eaires est

le temps n�eessaire pour les e�etuer. Il serait int�eressant de trouver de nouvelles transfor-

mations lin�eaires qui permettent une aussi bonne �equidistribution que la omposition de

transformations lin�eaires, mais ave des temps d'ex�eution beauoup plus rapides.
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ANNEXE

Guide d'utilisation de REGPOLY
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FIN DE L'ANNEXE

Guide d'utilisation de REGPOLY
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