Ift 2421

Chapitre 3

Résolution des systemes
d’ équations
linéaires



| ntroduction

Description:

F 4 ohms £

V=R.I

Lol de Kirchhoff:

L e voltage sur une boucle fermeée est nul.

| ntensité entrante = intensité sortante.
donc
511+51,=V
i3- i4- i5:O
2i4- 3i5:O
il- i2- i3:O
5i2-7i3-2i4:O
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Exemples de situations nécessitant
la résolution d’un systeme d’ équations linéair es.

- Potentiel dans un circuit électrique
- Tension dans une structure
- Flot dans un réseau hydraulique
- Méange de produits chimiques
- Vibration d’ un systeme mecanique
. Elasticité
- Transfert de chaleur

- Réduction d’ équation différentielles

Ift 2455
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Notation :

Considérons le systeme
suivant :

} a, X, +a,X, =b,
T, X, +a,X, =h,

Ce systeme sera noté
par :
(en notation
matricielle)

1ft2421
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5.

6.

10 Rappels sur lesmatrices:

. Multiplications entre matrices
conformes seulement: s A est
KxL et B est MXN alors A.B
existe ss L=M.

.On a |"associativité du produit :
A.(B.C)=(A.B).C

. On n’'a pas de fagon généerale de

commutativité: A.B* B.A
Un vecteur est une matrice dont

|” une des dimensions est 1.

Une matrice 1x1 est associée de

facon bijective aun nombre réel.

La transposée A" d’'une matrice

A est obtenue en interchangeant

les lignes et les colonnes.

Une matrice carrée NxN est dite

d’ ordre N.

La matrice Zéro (notée 0) est

entierement composée de zéros.

La matrice identité (notée 1) ades

1 sur la diagonale et des zéros

alleurs.

10.La trace d’'une matrice est la

somme des déments de sa
diagonale.
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M éthode de Cramer

S A . X = b est un systeme de n éguations
avec n inconnues

tel quedet (A)1 O
alors le systeme a une solution unique qui est

L _de(A) _de(A) _det(A)
LT det(A) T det(A) T T det(A)

avec A; la matrice obtenue en remplagant 1aj*™ colonne de A
par le vecteur b.

Ordre de la méthode:
O(n!)
n> 20

U
5foislaviedel'univers.
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Systemetriangulaire:

Inférieur
é u
é O U
é U
é U
é U — " Substitution Avant
é U
é U
e a
- Superieur
é u
é U
é U
é U
é 0 — " Substitution Arriére
é O U
é U
e a

Résoudre le systeme :

12 U €120
ue u e

(@) %(D) &\
o
1
N
B
w
[y
(WD)
D
N
oo

et le systeme:: Matrice augmentée :
€3 0 0 |-3U
é u
@- 1 7 0|22 u
€2 7 -21- 19H

(D> (D} (D> (D
=
~N N O
o
5
N
o
1
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Systemes équivalents

2 systemes sont equivalents
U
|Is peuvent étre obtenus |’ un
apartir del’ autre avec
uniguement des opérations
élémentaires.

Deux systemes équivalents
ont la méme solution.

Exemple de systeme
R: 3X - X, +2x,=12
R: X +2X,+3x,=11
Ry: 2X, - 2%, - X3=2
G -1 2uwxu du
e u_e .u
el 2 3wXa=elly
& -2 -18xH 820

1ft2421

Opérations éémentaires sur
leslignesd’une matrice

1. Multiplication d’ une
rangee par une constante

2. Les éguations peuvent étre
permutées.

3. Combinaison linéaire des
rangées.

et de systemes equivalents

2R ©6X - 2X, +4x,=24
R;: 2X, - 2%, - X3 =2

R, + R;: 3%, + 2%, =13
€6 -2 4uUexu €4u
e e u e_u
¢ -2 ~leka=ely
8 0 2HxH &Y
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Elimination de Gauss
2 éetapes :

1. Transformation du systeme original
en un systeme triangulaire superieur.

2. Résolution du systeme triangulaire
par substitution arriere.

Exemple de systeme:

R: 3X - X, +2x,=12
R: X +2X,+3x,=11
Ry: 2X, - 2%, - X3=2

Premier pivot (ag; = 3) .
R: 3%, - X, +2X;, =12

Rz% —x+x:7

7
R; - %Rl:_ gxz' §X3:'

1ft2421
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Second pivot (&g = 7/3) :
; 3%, - X, +2X; =12

R:
R;: (713)x, +(713)x, =7
Ry- (-4/3) 1 (7T13)Ry: - X5 =-2

Substitution arriere :
X, =2
X, =(3/N)[7- (7/3)Xs]
=3/7)[7- (713)2] =
X, = (1/3)[12+ X, - 2X,]
=(1/3)[12+1- 2(2)] =

Chapitre 3



Remarques sur la méthode de Gauss

1. Un pivot est une valeur par laquelle on doit diviser
pour résoudre le systeme linéaire.

2. On n’'apas utilise la seconde opération éémentaire.

3. On peut aussi travailler avec la matrice augmentée.

Colt : M éthode de Gauss Jordan
Ordre O(n*/3) flops . fait disparaitre les
coefficients en haut et en
(Floting point operations) bas de ladiagonale.
- Pas de substitution arriere.
Notes :
Substitution arriere Collt :

Ordre O(n%/2) flops

Ordre O(n*/2) flops
néegligeable lorsque n tend

versinfini. déconseaillée
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Pivotage
Technique de pivotage partid :

Permute 2 lignes pour avoir le pivot maximum en valeur
absolue.

Technique de pivotage complet :
Permute 2 lignes de la matrice augmentée, puis interchange 2

Inconnues du systeme pour avoir le pivot maximum en valeur
absolue.

Raisons du pivotage

Division par un tres petit pivot
valeur +erreur _ valeur +erreur

= valeur10® +erreur10®
Pivot 10
Exemple: Pivotage partiel (R1 « R3)
€0 4 31U 6 3 7 |2U
é U é u
A4 1 - 323 A 1 - 323
% 3 7 |24 © 4 3

Suffisant pour éviter les
divisions par O.
Peut aussi améliorer la
précision des calculs.
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Pivotage Complet

Etapel: (Ri« Ry)

&4 1 - 323
e u
O 4 3 |1
% 3 7 [2H
Etape2: (C1« Cj)

€ 32 1 4/3u
e u
@3 4 Ol@
&7 3 62
Attention :

1ft2421

Garder I’ ordre des inconnues.

0=(3,21)
&4 1 -32uéx U e élu é—32l] €3l
S ue u e u e u
O 4 3 D+ i e 3 0% = el
B3 THBE B1 BT &
6320 Gu au 63 1 4kl &
e u e u e.u e u e u
e S patelre e Te 3 4 YehaT el
B7H & & 87 3 offxf &4

11
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Pivotage (autre exemple)
Cet exemple montre que la précision peut ére ameliorée par le
pivotage. Considérons un systeme avec b= 10 et s=4.
(Arrondi a chague opération)

Soit le systeme A x = b tel que:

& 0002 4000 4000 U €7.998 U
e u e u
A=g 2000 2906 -5387; b=g 448
§3000 - 4031 - 3112f & 4143

La matrice triangulaire supérieure sans pivotage est :

(augmentée)
goooz 4000 4.000 7.9983
a 0  -3997 - 4005- 8002
€ 0 0 - 1000] 0000 Y

ce qui donne lasolution : x = (-1496, 2.000, 0.000)

Si on utilise le pivot partiel :

€3000 - 4031 - 31120 & 41430
A=g 0002 4000 4000, b=57.998
& 2000 2906 - 5387H & 44814

La matrice triangulaire supérieure avec pivotage est :

gs.ooo - 4031 - 3112|- 41430 €1.000U

u « _ 6 u
¢ 0 3997 3998|799 cequidonne X = @&L000
€0 0 - 7681 7.6814 &L000H
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Normalisation partielle
(Scaling)

Diviser chague élément d’ une
rangée de la matrice par
|’ é ément maximum de la
rangeée.

Exemple:

93 2 100uex, u €105u

51 3 100@23 %102

81 2 -1Hx.H 824
Sans normalisation
(b=10,s=23)

X1 = 1.00, X, = 1.09, x3=0.94

Avec normalisation :
R1/100, R,/100, R1/2

9003 002 100 uex, U €L05u

S 001 003 100 @2“ G102

8050 100 - 050fEx.[ &LOOH

Puis pivot partiel
X1 = 1.00, x, = 1.00, x3 = 1.00

1ft2421 13

Remar ques:

1. Peut détruire la
symétrie.

2. Surcroit de calcul :
aemployer seulement
dans les cas difficiles.

3. Utiliser le pivotage
partiel dansla plupart
des cas.
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Plusieur s membres de droite

G -1 2060 @2 @ -1 20yl 44
e ue u e _u e u é u
el 2 3SgpTelljet gl 2 3”2(1:914(1
2 -2 -1l 82 & -2 -1By.H &2

On aen fait deux systemes avec la méme matrice.

On travaille dors avec la On résout e systeme pour

matrice augmenteée de tous les membres de droite a
plusieurs membres de droite. lafois.
é3 -1 2[12 140 Probleme
é u
el 2 3111l4g Si on veut résoudre le
£ -2 -12 2§ systéme pour un nouveau
membre de droite plus tard.
Réduction de cette matrice

&G -1 212 14U On trouve :

e 7 7 28@ X1=3,X=1,X3=2
O 75 /a7 P «

P 0 -1-2-24 y1=4,y2=2,y3=2
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Méthode de factorisation triangulaire
(décomposition L U)

Décomposer lamatrice A en un produit de deux matrices

triangulaire.
A X=Db

e ueée u

é O ué u

é ué u

8 G é G
A=c¢ ié a
é ué u

é ué u

& (e 0

Etape 1. Décomposition Etape 2. Résolution
Posery = U . X

A.x=L.U.x=Db
1. Résoudre L .y =b par
ou L et U sont simples substitution avant.

2. Résoudre U . x =y par
substitution arriere.
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Factorisation LU

On désire factoriser une matrice 3 x 3
en posant que

?11 a12 a13u eLll O O H gl U12 UlBg

o anp a23u el—21 L, O Uxéo 1 U23l]

By a4y api Bly L LH® 0 1
Ce systeme a 9 inconnues et 9 équations.

|| faut calculer les coefficients L et U;j dans |’ ordre suivant :

Ordre des calculs

d’ abord colonne puis ligne

Note U;; = 1 pour unicite
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1. Calcul deLi; et Uy;:

L1 = a1
Lo1 = am
L31 = @g1
a;,

U, =—""~
12 I—ll
A3
U,=—"
13 I—ll

2. Calcul de Lz et Uy :

Loo=app - Lot U
Lsp=ag - L3 U

Ay - L21U 13
I—22

U, =

3.Cdacul delLss:

Lz =ag3- L3t Uiz- L3 Uz
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Exemple Factoriser lamatrice

@ -1 -1
e U
A:‘?O -4 2@
& -3 O0f
1. Calcul deLj; et Uy;: 3. Cdcul delLags:
L11:2 1 1
L33:O'6*('§)'0*('§):3
L21:O
on trouve :
L31:6
s u
1 1 22 0 OU
UlZ:? U13_7 L:§O -4 Ol;'
& 0 3y
2. Calcul de Ly et Uy :
é - _1/u
Lo =-4-0%(-1/2)=-4 § % %u
L =-3-6(-1/2)=0 U= 1 -5
U
) O 0 14
2-0%(-5) 4
Un="""4 73
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Exemple: résoudre le systeme

Résoudre L.y = b par substitution avant

o .1
Ax=b 0 D -4
& -3
orA=L.U
€ 0 ou
L= -4 0
& 0 3
y1=0
Y2 =2
y3=1

Résoudre U.x =y par substitution arriere

1ft2421 19
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1
(D> (D} (D> (D~
N
o N e

w

Chapitre 3



Formules générales de factorisation
d’'unematriced’ordreN
souslaformelL.U

Pour les @émentsdelL :

[0
L; =a; - a LUy j£i i=1,2,3,..,N

Pour les @émentsde U :

CC\ c

e
Uij: 8a1 éL

k=1

ifj j=1,23 .., N
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1ft2421

Stockage compact

€ -1 -

A=D -4 2¢

& -3 Oof
€ 0 il % %U
& ¢ u
A=LU = -4 0p&@ 1 - ¥
0 PP 0 15

Décomposition stockée sous laforme :

A=LU=& -4 - %
u

é
@6 0 SQ

On peut détruire A en coursde calcul de L et U.

21
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Avantages

1. Une factorisation méme s'il y a plusieurs seconds membres.

Factorisation = O(n°) flops. (> Gauss)

Résolution = O(n?) flops. (économie)

2. Peu de mémoire.
Stockage compact de LU dans A.
3. Préserve le profil de lamatrice originale;
les zéros | es plus extrémes sont conserves (matrice creuse)
| nconvénients

1. Pour une matrice symétrique, |I'information de la symétrie

N’ est pas prise en compte.
(voir factorisation LLT ou LDL" O(n¥/6))

2. Le pivotage se compligue par rapport ala méthode de Gauss.
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Algorithme de la méthode de décomposition LU

Pour transformer une matrice nxn
en un produit de matrice L et U.

Faire pour i =1 jusqu'a n, pas =1 :
L[i, 1] = Ali,1]

fin faire pour.

Faice pour 3=1 to m U[%;]/L["A]

Faire pour j = 2 jusqu a n, pas =1 :

Faire pour i =j jusqua n, pas =1 :
Faire pour k =1 jusqu'a j-1, pas =1 :
Accunmul er Somme de L[i,Kk] * UKk,]j]
en doubl e préci sion;
fin faire pour.
L[i,j] = Ali,j] - Somme ;
fin faire pour.

uj.jl =1

Faire pour i =) + 1 jusqua n, pas =1 :

Faire pour k = 1 jusqu'aj-1, pas =1 :
Accunmul er Somme de L[j,Kk] * UKk,i]
en doubl e préci sion;

fin faire pour.
uj,i] =CAj,i] - Somme ) / L[j,j] ;

fin faire pour.

fin faire pour.
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Factorisation triangulaire
avec pivotage

1. Utilise les opérations élementaires

de ligne sur la partie non augmentée de la matrice.

Garder un vecteur des permutations.

2. Pivotage
|mmédiatement
apres calcul d’'une colonne de L.

1ft2421

Ordredescdlculs:

D’ abord colonne, ensuite pivot puisligne.

Remarque :

Le pivotage détruit la structure de lamatrice originale.

24
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Matrice originale Calcul deLj;
€ 2 11 € 2 11
50 0f 2 50 0f 2
& 0 1f 3 & 0 1f 3
Calcul de Uy Calcul delL;;
é 1u é 1u
&3 O 303 &3 0 303
© 0 oU 2 © 0 oU 2
e u e u
@O 2 1g1 @O 2 11
e u e u
Calcul de Uy Calcul de L33
é 1u é 10
e 0 3¢ 3 0 34
> 3Y 3 3 3> 3
¢ 1Y ¢ 1Y
@ 2 =01 €0 2 —-01
é 2() é 2 (
el 0 0g2 & o .da?
8 $ 8 36

1ft2421

Exemple:

Premier pivot
€8 0 1u 3
50 0 2
O 2 141
Second pivot
: 1u
0 5@ 3
2 1Y1
u

0 0g 2
u

(D=(;2 (D>CQ> %(D

Attention a garder I’ ordre des permutations !

25
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Exemple (suite)
Soit le systeme .

H

Ax=bU gz

(EB> (L(D>8~
OO O N
O

U
U
20~
:

® f@i“»;?

u
u
u’e
14

(@> (L(D> lg~
o Y ey eny e

or, avec pivotage, on doit donc résoudre

€3 0 1 ex,u éu
€ U éu

:gO 2 13 LU xa%e 3= ely
8 0 Of &H ELH

Remarque
Lors du premier pivot
€0 0 1We 2 1u e 0 1
2 1 0pEl 0 Og=gl 0 O
€ 0 Of& 0 1 & 2 1H

Soit P la matrice nxn des permutations
AXx=Dbest équivdentalLU x=P.b
LU étant obtenu avec pivotage.

Audébut, P=1.
achague permutation deL; et L; dans la matrice compacte,
permuter C; et C; dans P.
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Systemeslinéairesrectangulaires

plusd'équations moins d'équations
gue d'inconnues: gue d'inconnues:

1. Equations supplémentaires
redondantes: infinité de solutions.
systeme NxN déguisé

4
3
2

2. Equations supplémentaires
Inconsistantes: pas de

solution.
Exemple 1. Exemple 2
2X1 + X2= 4 2X1 + Xp =4
X1-2X%X2=-3 X1-2X%X2=-3

4X1-3X,=-2 -3X1+2X%X, =3
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M éthode des moindrescarrés
pour les systemes surdéter mines

Systeme surdéterminé
Ax=Db
peut ne pas avoir de solution.

Trouver Xo qui minimise
r=AXx-b(r=résdu)

Il suffit de résoudre
ATAxo=ATb

s AT A inversible, 1 solution unique.

Mmorme

Minimiser la/distanceder a0,
minimisonsici

F)=rIP=IAx-b|f
=(Ax-b)' (Ax-Db)
Dériveées:

dF

— =2(ATAx- A’
dx 2 b)

AU minimum, X = Xo,
dérivée = 0.

donc ATAx,=A'b

1ft2421 28
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Utilisonslaméthode ATA xo= AT b

Exemple 1. Exemple 2
2X1 + X2 =4 y1 +yz2 =2
X1-2Xo=-3 2y1+y2:3
-3X1+2X%X,=3 3y1+2y2:5

di
d3

4 d2 4
3 d3 3
d2
di

2
7 1

2\ 3 \2 3
-1 1

Formons la matrice augmentée

€2 1| 4uU € 1|2u
e u e u
@1 -2 - 3@ (:32 1 3@
&3 2| 34 & 2|54
Multiplions par |a matrice transposee
€2 1| 40 é 1|2u
@ -2 287 75 & 1 o€ d
&3 2| 3¢ & 2| 54
Nous devons donc résoudre
é14 - 6/- 40 €149|230
e u e u
& 69 160 é9 6150
Ce qui donne
X1 = 100/45 = 2.22 yi=1
X> =2/3=0.67 yo=1

Caculer lesrésidusr=A x-b
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Systemes singulierset non singuliers
pour des matrices carrées

Matrice singuliere =1 pivot nul ou plus
avec Gauss et pivotage.

Rang d'une matrice = nombre de pivots non nuls.

Matrice NxN réguliere
s sonrang = N.

Exemple: S 2 3
& 2 2 3y 9 w3 w3 o
o 11 1 @ 2/3 2/3 00
€ 00 1 0 -1/3 -1/3 0f
2 1 1 2§

Apresle second pivot

On permute leslignes2 et 3 e 2 2 3
& 2 2 3 9 2/3 2/3 0o
D 2/3 2/3 0y O 0 0 o
@ 1/3 1/3 0d ® o o of

€ u
D -1/3 -1/3 0

Apresle premier pivot :

Donc matrice singuliere de rang 2.
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Rang ver sus vecteur linéairement indépendants
Des vecteurs X1, Xo, ..., Xp SONt linéairement dépendants

X1 +taXot...+a,X,=0
avec a, ‘tous mom; nul's

Rang = nombre de rangées ou de colonnes
linéairement indépendantes d'une matrice.

Exemple:

w O

o r N0
=
NN YN

M M LD
RO O
=

, O r NS
N -

Dans ce cas,
pour leslignes

R3 — Rl -2 R2
R4 — Rl - Rz
et
pour les colonnes
C:=C
Ci=C4
donc lerang est 2.
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Déter minant d'une matrice carr ée

Cofacteur cofjj(A) d'une matrice A obtenu:

1. en supprimant lalignei et lacolonne | de A
2.en calculant le déterminant de la matrice résultante

3. en multipliant par le signe (-1)

i+

Le déterminant |A| de lamatrice A est donné par larelation

|A = é_ a;cof; (A) = é_ a;cof; (A)
j i

Exemple:
© -1 -1
A= -4 24
g -3 Oof

L es cofacteurs de la
premiere ligne sont :

-4 2
- 3

0 2
cof ,(A) = ‘ O|:12

cof ,(A) =+ 6

cof;5(A) =+

1ft2421

L e déterminant de A est donc

|A| = COfll(A) + Qo COflz(A)
+ &3 Cof13(A)
= 2 cof11(A) + (-1) cof12(A)
+ (-1) cof13(A)
=2(6) + (-1)(12) + (-1)(24) = -24

Note: N'importe quelle ligne ou
colonne peut étre utilisée pour
développer le déterminant.
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Propriétés des déter minants
|AB|=|A]|B]|
AT [=|A]
|A|=0<=>A est singuliere

et pour une matrice triangulaire L:

||—|:O L,

Exemple de calcul du déterminant
apres une factorisation A =L U

€@ 0 ouél -1/2 -1/2u0
e ue u
A=g -4 Opd 1 -1/2
& 0 {O 0 14
IL|=2cofu(lL) =(2) (-4) (3) =-24
U] = 1 cofyy(U) = (1) (1) (1) = 1

donc

A= LI U] = (-24) (1) = -24
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Effet sur le déterminant
des opérations élémentaires delignes

1. Multiplier une ligne par une constante R’; = k R;
ExempleR’; =k R,
€1 0 Og gan a, algg €a, a, algg
A¢:§O k Og’%:azl Ay, azsg:gkazl ka,, kazsg
g) O :I'H @‘31 a‘32 aSSH 8a‘31 a‘32 aSSH
|A"[=Kk[A]
e déterminant est aussi multiplié par k.

D

2. Permuter deux lignesdelamatriceR'i =R et R'j = R
ExempIeR’3 —R,etR'>,=R;3

€10 O, a, agl Gy a, a4l
A= 0 I, @, ap) =@y 8y agg
g) 1 OH @31 a32 aSSH @21 a‘22 a‘ZSH
|A [=-1A]
L e déterminant change de signe a chague permutation.

3. Additionner une constante k fois une ligne a une autre ligne

R’i:Ri+kRj
10 ea, a, al & 3y, a5
At=aD 1 Kkpgry @, ap)=@ytka, a,tka, asztkagy
g) 0 16 %31 Az, assH g Az Az, assH

|AT|=]A]
L e déterminant reste inchange.
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Calcul du déterminant apres
factorisation triangulaire
avec pivotage:

1. Multiplier les pivots

2. Faire un changement de signe a
chague fois qu'on permute deux lignes

3. Ne pas employer |'opération 1

de multiplication par une constante

I nepasoublier ledernier coefficient

Matrice originale Calcul deLj;
© 2 101 € 2 101
S0 0f 2 S0 0f 2
&8 0 1f 3 &8 0 14 3
Calcul de Uy Calcul delL;;
G 0 1/3u 3 € 0 1/30 3
510 0 2 510 02
O 2 1f1 O 2 141
Calcul de Uy Calcul de La3
6 0 1/30 3 € 0 1/30 3
0 2 1/245 1 0 2 1/24 1
g 0 O0H 2 g 0 -1/34 2

1ft2421 35

Exemple:

Calcul du
déterminant de la
matrice factorisée

Cl dessous.

(-1)(3)(;1)(22)(-1/3)

Premier pivot
€ 0 103
50 0g 2
O 2 141
Second pivot
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| nver sion de matrices carrées
L'inverse de A est notée par A™:
AtA=AAL=]

Calculer A™ => résoudre un systéme
avec N membres de droites :

Ve

Pn a; & |10 Og
?21 a22 a23 O 1 Ol:'

7

&, a, a;|0 0 1Y

Exemple: Remarque :
Pour lafactorisation, utiliser
Calculer I'inverse de la propriéte suivante :
€@ 2 1
2 ] AB)'=B* A"
& o o (A.B)
e 0 1y appliqué ala décomposition
A=L.U
1. Par élimination de gauss
ou Gauss-Jordan. on en deduit
At=ut. Lt

2. Par factorisation
triangulaire. Utet L setrouve
rapidement par substitution
avant et arriere.
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Résolution de systemes
linéaires par I'inverse

Si on veut resoudre
Ax=Db
on multiplie de chague coté
par l'inverse A™
ATAx=A"Db

=>x=A1b

Exemple: Résoudre
I’inverse le systeme
€© 2 1|5U
&0 0] 1

~

& 0 1|4

par

L’inverse de la matrice est

eO 1 0 u
e1_/2 3/2 -1/2
80 -3 1H

La solution est donc :

éo 1 0O uésu éu
Q2 312 -1/2580= %Y
§0 -3 1 H&H &

1ft2421 37

M éthode avantageuse
seulement si:

1. 1l y abeaucoup de

systemes
arésoudre avec laméme
matrice
A X= bi | = 1,2,3...

2. Lamatrice est pleine
(elle ne comporte que peu de
0), car
I'inversion détruit le profil.

Note: Seules les matrices
non singulieres sont
inversibles.
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Proprietes équivalentes
d'une matrice non singuliere

Soit A une matrice NxN,
les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. Lamatrice est non singuliere.
2. Lamatrice est inversible.
3. Le systeme a une solution unique.

4. Aucun pivot nul lors de I'élimination de Gauss
avec pivotage partiel.

5. Rang(A) = N.
6. Les rangeées sont linéairement indépendantes.
7. Les colonnes sont linéairement indépendantes.

8. dét(A) 2 0.

1ft2421
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Norme d'un vecteur

Lanorme d’ un vecteur v est
nombre réel note || v || tel que:
1. |[v]®O

2.~ o lvll=0U0 v=0
kv =1k v

pour tout scalaire k et tout vecteur v

A lv+wl[£]vI]+]w]
pour tous vecteurs v et w

S lv.wl[E]v].[Tw]
pour tous vecteurs v et w

Pour un vecteur v de R"
Norme euclidienne (longueur)

n
M, = V2 + v+ 4 = A
i=1

Autre facon de définir une norme:
Les normes p sont de laforme

M, =@ v[")?

Aing M, = f::ll v,

M, = maxv,
1£1£En

n
]

ML, =@ v =il
i=1

1ft2421 39

Exemple

Cadlculer les normes

pour p=1, 2

et lanormeinfinie
pour le vecteur

x=( 1.25, 0.02,-5.15, 0)

| x|, =642
||, =52996
| x|, =515
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Normed'une Matrice
| A || avec

1.]|A ]2 0
2./ |IAlI=00 A=0

B AIkA=TkITAT
pour tout scalaire k et toute matrice A.

4. [A+BI£[IAl+ Bl
pour toutes matrices A et B

5. [|ABI£ A BI
pour toutes matrices A et B

Théoreme:

S || || est une norme vectorielle
alors

| All = maxiax]

Ix[=1
est une norme matricielle

On dit que c'est une norme matricielle naturelle
associee alanorme vectorielle.

1ft2421 40
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Pour une matrice A d’ ordre n, lesnormes 1 et infinie
sont de laforme:

n
o]
A‘ = max ‘
‘ 1 1£j£nia=:.|_AJ
0
A‘ = max ‘
‘ ¥ 1£i£n1a=1 A

Lanorme matricielle 2, 24

associée alanorme vectorielle 2
n'est pasfacileacalculer
car elle dépend des valeurs propres de lamatrice A.

H AH2 est la plus petite des normes de A.
Elle est donc la plus précise des mesures de norme de A.

H AH2 est aussi appelé la norme spectrale.
(rarement utilisée a cause de sa complexité de calcul)

On peut définir aussi 1a norme euclidienne pour une matrice par
extension de la norme euclidienne d'un vecteur:

Al =& A&la[?

j=1i=1
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Démonstration;

3
H AH¥ = Eg??,( el‘AJ‘
1.
Soit x un vecteur colonne de n élémentstel que
Ixl, = max|x| =1
A .x est donc aussi un vecteur colonne de n éléments.
n
o)
| A], = max|(Ax),| = max a 3%
¢ S B 3
max Jazl‘aij‘ max ;| = max a a| I,
or [y =1
S
IAl, =1ad, € maxda)
2.

S pestunentier, 1 £ p£ n, tel que

= maxq aij‘

1£iEn =

n n
o] o]
a a,
=1 1
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Choisissons x tel que:
i L sa;®o

X; =] _

-1 sa,;to

I, =1let ayx; = ‘apj‘ pourj=1,2, ..,n.

n
O

n n
[0} [0}
|AX]y =maxia a;x|* |a a,;X;| =a |a, ‘
1£iEn i=1 i=1 i=1 1£iEn j=1

on adonc

|Aly = max| Ax],

Ixly =1

les résultats de 1 et 2 donnent:

IAl, =
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Uneillustration, pour n = 2, des normes infinie et 2 est:

lxlly =1

Ax for
IxHy =1

¥ / )
\/ 5 Y
' =1
Xz‘
le “"3
Ax for
Nxil, =1 Nat, +2 hxH, =1
.
I \
y Ax
1 X1 1 ;
-1 - _12 _'1 P
+ 1
-1
-r._z
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Exemple:

Calculer ces 3 normes pour la

matrice
€5 -5 -70
A=g 4 2 -4
&7 -4 B5f

| Al, =16

| Al, =15

| Al, =17

|A|, =12.03

Remarque

Utilités des normes:
L es normes servent a borner les erreurs commises lors de la
solution de systemes linéaires et a mesurer la convergences des
méthodes itératives.
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Compatibilité des normes:

Une norme matricielle est compatible

avec une norme vectorielle si;

pour tout vecteur x et toute matrice A

I'inégalité suivante est respectee:

WA XILE TIATIX]

1ft2421

Pour une matrice A d'ordren,
la norme euclidienne est de laforme

_ d & .2%
|a]l =@ alal)

j=1i=1
o

AH = max ‘ ‘

H 1 1£j£n§1AJ
o

AH = max ‘ ‘

H ¥ 1fign Ja=1 A

L es deux normes du maximum sont
compatibles avec les normes p
vectorielles correspondantes.
Mais pas |la norme euclidienne.

46
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Remarques sur lesnormes

1. Lanormedel est toujours? 1.

IATENTATENTITA

donc||I']|® 1.

2. Lanorme de A™ est toujours
Supérieure ou égale
a
I'inverse de lanorme de A

LEJAATENA] [TA™
donc

1
s T
[A*]e 1a

47
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Conditionnement

Un systeme linéaire est mal conditionné
lorsque certaines équations sont quasi redondantes.

Consequence:

erreurs d'arrondi
dues a des soustractions
entre nombres quasi  égaux.

Exemple On représente sur lafigure les
droites correspondant aux
2.1X,+31%x,=5.2 deux équations.

2X1+3X%X,=5

On dit que lamatrice

@1 31
e ' ;
§2 3

est mal conditionnée.

TN
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Nombre de condition
Notation
Nombre de condition = cond( A )
cond(A) =[lA[I[|A™]]

A est bien conditionnée

U

cond( A ) =~ 1.
Exemple précédent

A_é2.1 310

§2 3y
Al é 30 - 3L
- é )
&20 218

Calculer le nombre de condition
en utilisant les normes ;

Ik 11 The €11 fle

Réponses : 317.2, 317.2 et 270.2
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Remarques:

1. Lenombre de
condition dépend du
type de norme matricielle
gu'on utilise.

2. cond(A) 3 1 toujours.
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Théoremesredatifs au conditionnement
Soit un systemelinéaire Ax=Db

Comment les erreurs sur A et/ou sur b
sont amplifiées pour x ?

nombre de conditionnement.

Soit un systemelinéaire Ax=Db

Théoréme no.l :

X = approximation de x
résidu r=b-AXx
alors:

1 ] X - A Ir]
£ £ cond( A)i—
cond(A) [b] = || ( )||b||

Signification:

Si cond(A) est petit, r mesure bien la precision relative de x .

1ft2421
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Corollaire au théoreme 1 ;

b = approximation de b
X =solutiondeA X =b

aors:

1 |p-b X - ¥
cond(A) || I

" -
£ cond(A) o]

Signification:

L e conditionnement amplifie I'effet des erreurs dans b.

Théoréme no.2;

A" = approximation de A
X =solutiondeA” X =b

aors:

X - ¥

x|

A A
A

£ cond(A)

Signification:

L e conditionnement amplifie I'effet des erreurs dans A.

51
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Démonstration théoreme 1 :

r=b-Ax =Ax-AX =A(x-x )=Ae
donce=A"r

Si nous considérons des normes compatibles, nous avons :
-1
Fell £ A= 1l

or, apartirder =A e, nousavons||r||E|[A] ||l e]l

Ir
1Al

En appliquant le méme raisonnement sur A x =b et x =A™ b,
NouS avons :
bl

1Al

£l £] A Irl

EIE[A] bl

U
1 1A
a6 1 o]

1 |r]_1d I
£lAl|A

A o] £ 1 5 AA )

LIl Ix-A Ir|

T R AT
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Démonstration théoreme 2 .

En utilisant A x =bet A" X = b, nous pouvons écrire:
X=ATb=AT (A" X )=AT(A+A -A)X
=[I1+AT (A -A)]X
=X +AT(A -A)X
X-X =AM (A -A)X

Si nous considérons des normes compatibles, nous avons :
Ia- A |

- xela|a- A1 e l=la 14 1A

et donc

Ix - A - A
HX H £cond(A)—— Al
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Perturbation sur un systeme

soit le systéme

g0 7 8 Tuéuu é32u
é ué U 6,-U
a7 5 6 5;dLy 23
€8 6 10 9ueuu €330
é uUué u é
&7 5 9 10g&La 831G
|l a pour solution :
éu,u  éll
ézl]:gll'l
éu,0 éld
e u éu
éU4u
L'inversede A est:
25 -41 10 - 6y
U
ALz - 41 68 -17 10(J

10 -17 5 -3
-6 10 -3 24

MD:D> D> D>, (D>

LanormeinfiniedeA est: || A |y =33
Lanormeinfiniede At est: ||A™? | = 136

L e conditionnement de A en norme infinie est
Cond (A )y =33 x 136 = 4488
La matrice est donc trés mal conditionnée.
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Silyadeserreurssur b :

g0 7 8 7uéuu é321)
é G & u &5 ol
57 5 6 5051;20:222.90
é8 6 10 90 éyu é331L
e ue u e u
a7 5 9 10 a, g &309(

Nous trouvons la solution :

euu é 920
G0 ¢ 126
U & 450
e32ly é2q) e Odu
©09Y Eo3u - 0.13
Wl =€ ea| —||é -
b0l =) 85310 ezaa| =& oxg =%
Sosd Sanf], € ond],
IR S
lbl, 33
é 9.2L,1 glL,j g 82@
€ 126t QU € 1364
. _| & 0. _|é al —
W =18 s ag) Tle asy 71
g_llbl ..l;\1¥ 3_2]H¥
|u-ul, 136
136
Jull, 1
S Y BN S
cond(A) b I [I¢]
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Silyadeserreurssur A .
10 7 81 720 éui &2
7 501 6 5020 Qi,Y Sl
8 6 10 o0 auu- 633
599 499 91 10 3

’?D
o

O\ CN C\
MD: (D> €E)>

&

NCNCNCN

3

CEDCD> D> (D> (D> (D~

oo\
CECD> 8)

4

Nous trouvons la solution :
éu i & 3330
u
~ 802
730

N
c
D

[ enY e Y ey e

®: P @
N O

R @ O
w
o
©
oOC

i

7 8 T
€7 5 6 5
68 6 10 U
§7 5 9 10§

10

~
[00]
[N
~
N
NC/
IS
o

|a"- Al =

o

(o)}

=

o

(o}
oo o o cC

: (D> D> D> D> D cE:Dq:» D D> D> D
¢ ©
(o]
N
O
(o]
(o]
H
H
(@]

=7.02

X - A A" - A

£ cond(A) Al
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Améioration itérative.

Solution approchée x™ = x
pour le probleme A x = b.
Cond(A) raisonnable.

3 étapes pour I'améliorer:
1. calculer r=b- A x en double précision.

2.résoudre A e=r  (rapide).
3. poser x » X +e.

Exemple: Remarques:
Nous voulons résoudre 1. On peut effectuer plusieurs
& 206x0_ €0 étapes d'amélioration d'erreur.
2 30 Sy dans |'exemple, un second
par I’inverse, mais cet inverse raffinement conduit a
est entache d’ erreurs : = L0050
(a2 S04 -/, €375 - 25 0114
& 25 554 & 25 54
Nous trouvons 2. Cette technique fonctionne
e e, €150 bien lorsque cond(A) n'est
X =(A7) b= 81.25“
u pas trop grand
_ & 1100 & 017750 (voir Theoreme no.1)
"€ 1058 °T& 03025H
Avec un raffinement itératif, 3. L'amélioration itérative
nous trouvons : est équivalente
. €0.9725() a une méthode de point fixe.
X=X T8 8 9758 X™ = G(x")
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M éthodes itératives

1. Jacabi :

Soit le systeme
8X;+ X, - X3 =8
2X, + X, +9x, =12

X - (X, +2X;,=-4

Nous pouvons réarranger le systeme :
X, =1000- 0125x, +0125x,

X, = 0571+ 0143x, +0.286Xx,
X, =1333- 0222x, - 0111x,

Estimations successives de la solution : (méthode de Jacobi)
1él’ e 2éme 3éme 4éme 5éme 6éme 7éme 8éme
X1 O 1.000 1.095 0.995 0.993 1.002 1.001 1.000
X2 0O 0571 1.095 1.026 0.990 0.998 1.001 1.000
X3 0O 1333 1.048 0.969 1.000 1.004 1.001 1.000

C’ est laméme methode que la méthode appliquée a une ssimple
éguation mais appliquée a un ensemble d’ équations.
Nous pouvons réecrire le systeme sous laforme :

X" =GKX)=b-Bx"
Point fixe
Ou x™* et X" sont les '™ et (n+1)'“™ itérés du vecteur X.
G est une transformation linéaire plutdt qu’ une fonction non

linéaire

1ft2421 58 Chapitre 3


max mignotte

max mignotte


Considérons la notation matricielle du systeme

8 1 -1uéx
Axx=bU gl -7 256X
&€ 1 948
PosonsA=L +D+U

001 é 0 o
0 04D= -7 0gU =
104 & 0 9
Ax=(L+D+U)x=Db

0
Dx=-(L+U)x+b

—
1
(@> CD|>ACD> 8~

x=-D*(L+U)x+D"b

Xn+l=-D'1(L+U)Xn+D'1
Xn+1:G(Xn)
Exemple (suite)

é1.0001 ¢

D

(@) %CD)Bs
o O

b

0 124 - 125U

b¢=D'b= 571, B=D(L+U)=g 143 0 - 286

81333 g .22
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La Méthode gue nous venons de decrire est |la méthode de
Jacobi, ou méthode des déplacements simultanés.

Algorithme de la méthode de Jacaobi

Pour résoudre un systeme linéaire de N éguations, réarranger les
lignes pour que chaque éément de la diagonale soit le plus
grand des éléments de sa 1igwe: 1
Soit A x = b ce réarrangement.

En partant d une solution initiale x, chaque éément du vecteur
x™Y est donné par :

x{"Y = :1—' - éN %x}”) n=12,...
i e &

Une condition suffisante de convergence est

N
al>8l, i=12..,N
ji=1

i

Si cette condition est vérifiée, alors x™ va converger versla
solution quelque soit le vecteur initial x©.
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2.Gauss-Seidd :

Ax=(L+D+U)x=Db

(L+D)x=-Ux+b

Nous avons |le processus itératif :

X(n+1) —_ D-l L X(n+1) _ D-l U X(n) + D-l b

Estimations successives de la solution :

(méthode de Gauss-Seidel)
1i ere 2éme 3éme 4éme 5éme 6éme
X1 0 1.000 1.041 0997 1.001 1.000
Xo 0 0.714 1014 0.996 1.000 1.000
X3 0 1.032 0990 1.002 1.000 1.000
Exemple:
x{™ =1000 - 0125x{"” +0.125x"
x{" =0571+0143x"™? +0.286x."

xg”*” =1333- 0222x™Y - 0111x{"™Y

en commencant avec x, = (0,0,0)".
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Algorithme de la méthode de Gauss-Seidel

Pour résoudre un systeme linéaire de N éguations, réarranger les
lignes pour que chaque éément de la diagonale soit le plus
grand des éléments de sa tigme
Soit A x = b ce réarrangement.

En partant d une solution initiale x™, chaque éément du vecteur
x™Y est donné par :

XD = a_xj(f‘*)- a —xj(”) n=212,...
a'ii j=1 a'ii j=i+l a'ii

Une condition suffisante de convergence est

N
‘a'ii‘>é a-”‘ i:1,2,...,N
j=1

i

Si cette condition est vérifiée, alors x™ va converger versla
solution quelque soit le vecteur initial x©.
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2.Relaxation :

W o1 >
1) L) 1 —
X" = x+—( - @ a;x™ - a a;x{") n=12,...
T ji=1 j=i

La convergence ne se produit habituellement que pour O<w<2.
Note:
S w < 1, on parle de sousrelaxation.

S w =1, c'est laméthode de Gauss Seidel.
S w > 1, on parle de surrelaxation.

Exemple:
Etude de la convergence pour différentes valeurs de w avec le
systeme :
¢4 1 1 1ng €
¢ a  &u
SETEERE
é1 1-4 1w au
e u u
81 1 1-4y &y

Lasolutionest x = (-1, -1, -1, -1)".
x® =(0,0,0,0)".

w 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
no 25 18 13 11 14 18 24 35 55 100

nb le nombre d’itérations pour avoir une erreur inférieure 810
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Résolution des systemes
d’ équations
non linéaires



Exemple de systeme non linéaire

(-1.8,0.8) 1}

2 +y2=4

g +y=1

(1,-1.7)

M éthodes de r ésolution:
1. Point fixe (a plusieurs variables)

X(n+1) — G ( X(n) )
avecG:R"® R"

2. Newton (a plusieurs variables)
a XD =xO - [F(x™) ] F(x™)
avecFR"® R"

b. Différence finie pour approcher
la difféerentielle (type sécante).

1ft2421 65 Chapitre 3




Méthode du point fixe a plusieursvariables
Exemple:

1. Prendre un réarrangement du systeme

e \J4- y2u €G (X, y)u

te"+y=1 gy 1- e g SGz(X Ul

2.Convergences .

| ‘ﬂGl\ T
<] et ﬂy\+

3.Algorithme : x© donné et itérations
Avec x© = (-2, 1)7, nous avons :

X" = (-1.73205,0.86447)’,
x\? = (-1.80343, 0. 82308)
x® = (-1.82278, 0. 83527)
x® = (-1.81723, 0.83843)",
x® = (-1.81578, 0.83753)T,
x©® = (-1.81619, 0.83729)",
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Méthode de Newton a plusieursvariables
1.F(x)=0

Prendre un réarrangement du systeme
X +y? :40 ix°+y?-4=0
| |
te*+y=1 {e'+y-1=0

2.Calcul de
éﬂF ﬂFU
e yé _ AN
x fyY é&2x -2y
F¢=¢ U= 4 {
dF TRg &e -1
g1 x Tvy¢g

3. Algorithme : x9 donné et itérations

XM =y [qu(n))]'lp(x(n))

n -1 n . \~ s
Note : L’ opération [ Fgx ))] F(x™) consiste & résoudre un
systeme linéaire 2x2 a chagque itération. (colteux)

Avec X = ( -2,1)", nous avons:

- é 4 - 20
()= 9-013533 ) & 01353 - 1
_ 01708 & 18292
O\ Loy — ? o -3
[Fax)] " F(x) = 01584 4 X" “€0ga16 !
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b. Méthode de différencesfinies pour évaluer la différentielle
1. Il faut choisir un petit parametre delta de perturbation.

2. Les deriveées partielles sont approchées par

16 1

1 x 7 d, [Gi (x+d,,¥)- G (X’y)]
et

1G 1

ﬂ y » dy [Gi(X, y+ dy )' Gi(X,y)]

3. Lesitérés se font comme dans la méthode de Newton
aplusieurs variables.

- Y-,‘-Iﬁn“'-‘.-\,],\-‘, N\ Ty N TN T N I
s ). [ ’ s e w2 A , - Z

- Y S W WL L VIR oYy
n B ' g ’

Note:

Parfois, la matrice inverse des dérivées partielles n’ est pas
évaluée a chaque itération ; mais plutot atoutes les n itérations.
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