Mini-ML

Mini language fonctionnel, pur:

(types) T = Int |Bool |71 — T
(exps) e == clx|dx —elejes|e:T

letx=e;iney | if e; thenes else eg

Ajout d’effets de bord:

(types) T .| ref 7| Unit

(expressions) e = ..|refelle|e; :=ey]eq;es
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Typage bidirectionnel

Au lieu de
I'Fe:r

Le typage bidirectionnel utilise 2 jugements:
I'Fe=rT I'Fe<=rT

Regle habituelle: constructeurs vérifiés, éliminations inférées
Souvent suffisant pour éliminer annotations sauf sur Let

Exprime un algorithme avec 2 fonctions mutuellements récursives:

infer . Ctx — Exp — Typ
check : Ctx — Exp — Typ — Unit
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Semantique statique de Mini-ML pur

(typectx) I' = eo|[,x:7
F(CIZ):T F|_61:>7'1%’7'2 F|_62<:’7'1
'Foe=r1 I'Fejpey=m
[Vr:mmFe<sn I'Fe<=rT I'Fe=rT
I'FAXr >e<=17 — 7 I'Fe:T7=71 I'Fe<=rT

['Fey <=Bool I'Feso&=71 T'kFes<erT
I'Fifejtheneyelseeyz <= T

I'Fei = m F,LCI7'1|_62<%>7_2

'Fletx=¢e;iney & 1
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Pseudocode de I'algorithme bidirectionnel

infer I' e = case e
| Evar x => lookup I' x
| Eapply e1 es => case infer I' e;
| Tarw ti tg => check I' e2 ti1; to
| Eannot e t => check I' e t; t

check I' e t = case e
| Elam x e => case t
| Tarw ti tg => check (extend I' x t1) e tso
| Eif e1 eq9 ez =>

check I' e1 Tbool; check I' e3 t; check I e3 t

_ => assert (t = infer I' e)
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Semantique dynamique de Mini-ML pur

(values) v == Axr —e|cvy... v,

Réductions primitives:

(+) n1ng ~ ng where 13 = nq + no
(Az:7 = e)v ~ el|v/z]
letx=vine ~ elv/x]
E:T ~> €
1f True thenegelseez ~ e5
1fFalsethenegelseeg ~ €3
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Semantique dynamique de Mini-ML pur (suite)

Regles de congruence:

e1 ~ €] e~ e

e1 €2~ € €3 ve~sve

e1 ~ €}

letx =e€1ines~ letx =€} iney

el ~ €}

ife; theneselsees~ if e} theneselsees
Ou aussi:
(expsavectrou) E ::= e|Fe|vE|letax=FEine|

if Ftheneyelse es
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Typage avec effets de bord

I'Fe=rT1 I'Fe= refr
I'Frefe= refr I'Fle= 71

ke <Unit TI'Fey & r

F|_€1;€2<g>7'2

I'Fei=refT I'Fex<=rT
I'Fey:=€e9 = Unit
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Semantique dynamique avec effets de bord?

e ~» e’ n’est plus suffisant, on a besoin de mémoire!

Nouvelles valeurs, renvoyées par ref e et ey := es:

(heap) M = o | M, l+— v

(values) v

Voyons d’abord une sémantique a grands pas:
(M;e) | (M';v)

Evaluer e dans le tas M renvoie la valeur v avec un nouveau tas M’
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Effets de bord a grands pas, partie pure

(M;v) | (M;v)

(Mier) L (Mi; x —e)  (Mijes) | (Majv2)  (Ma;elva/x]) 4 (M'50)
(M;erez) | (M'50)

(Mier) J (Mi;v1) (M esfvi/z]) L (M'50)
(M;letx =e1ines) | (M';v)

)
e if v1 = True
(Mier) L (Mizvi)  (Mize) L (M) e=q

es if vy =False

\
(M;if e; theneyelsees) | (M';v)

iLexistence de := oblige a changer les regles pures!
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Effets de bord a grands pas, partie impure

(Mje) ] (M';v)  £fresh
(M;refe)l (M 0 v;d)

(Mie)J (M50)  M'(£) =w
(M;le) 4 (M';v)

(M;e1) 4 (Mi;€)  (Mise2) | (M)
(Mjer :==e2) | (M’ L+ v;())

(M;e1) 4 (Mi;v1)  (Misez) | (M'50)
(M;er;e2) L (M';v))
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Des expressions et des valeurs

Le regle d’évaluation des valeurs est formellement incorrecte
(M;v) 4 (M;v)

Parce qu’a gauche on doit avoir une expression:
e Les valeurs v ne sont plus un sous-ensemble des expressions ¢!
Il faut (M;c) | (M;c), (M x —e) | (M; Az — e), ...
Pour les petits pas, ¢a ne suffit pas; il faut étendre e:
(exps) e = .. |/

ou méme
(exps) e == .. |wv
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Effets de bord a petits pas, partie pure

Réductions primitives:

Rien de changé, mis a part I'ajout du M partout
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Réductions primitives:

(M;ref v) (M, 0+ v;€)  where ¢ fresh
(M) ~ (M;o) where M ({) = v
(Mﬁ—v) (MKHU())
(M5 0);e) ~ (M;e)
(exps avectrou) E = e|FEe|vE|letox=FEine

|if EFthenegelsees

lref F||E|E:=e|v:=FE|FE;e
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Regles de typage valides?

Comment s’assurer de la validité des regles de typage?
Si e : 7, lavaleur v retournée par e devrait avoir type 7

La cohérence (soundness) des regles peut se décomposer en:
e préservation des types: Sie : Tete ~ ¢ alorse’ 1 T
e progrés: Sie : T, ou e ~ ¢’ ou e est une valeur

Ensemble, cela donne:

Sie: Tete~" ¢, alors e’ nest pas stuck:

oue ~s e’ ou e’ estune valeur

“well-typed programs do not go wrong”
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Coherence du typage de Mini-ML?

En général, progrés ne s’applique que dans un environnement vide:

Si ek ¢e: 7, alorsou (M;e) ~ (M';€") ou e est une valeur
Préservation des types implique, par exemple:

Vuque @ - ref4d:ref Int et (M;refd)~ (M, 0 — 4;0)

alorse /¢ : ref Int
‘?

|

Il nous faut donc une régle de typage pour £:

W donnera un type a chaque adresse:

(heaptype) ¥ 1= e |W (:T
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Nouveaux jugements de typage

|l faut vérifier que W est bien le type de M, avec — M : W:

UHEM:U UVEM:U Wieblv<«r
=M W Uhe:e VEM/{l{—ov W 0T

Et les jugements prennent maintenant la forme: U: ' F e & 7

[N(x)="T Ul) =1
v I'Fr=r1 UV:I'Fl = refr

Aucun jugement ne modifie WV, e.g.:

U l'Fe=r1 U:I'Feg=refr WUl'key<&rT
U:I'Frefe=refr U:I'Fep :=e9y = Unit
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Coherence du typage de Mini-ML

Progres:

Si FM:V A VieFe<<=T

alors (M;e)~» (M';€e") V e estune valeur

Préservation des types:

Si FM: Vv A U:l'Fe<=7 A (Mje)~ (M';€)
alors IV, FM' U A U:l'kFe <71
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Preuve de preservation des types

Danslecasol e = (Az:7 — e1) vete = eq|v/x],
on doit prouver W; I F e [v/x] <= 7o,
sachantque V: I .y Feg < nmetV:'Fv<=n

Lemme de substitution ressemble habituellement a:

Si V:I'No:,I"Fe:mm AN U T'Fov:m
alors U; I 1" Felv/x]:m

Ce genre de lemme est récurrent dans les preuves de préservation
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Preuve de progres

Dans le cas ¢ = €1 €9, si €1 ou eg n'est pas une valeur,
alors on trouve immédiatement un pas e ~» e’ par induction,

sinon il nous faut prouver que ¢ = (Ax — e3) e pour appliquer (3

Lemme de formes canoniques ressemble habituellement a:

Si VielFv:m — 7

alors v =) \r — e

Ce genre de lemme est récurrent dans les preuves de progres
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