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Algorithmes simples



Calcul de fonctions

A chaque fonction f X — Y on peut associer une opération unitaire

Flz)|y) = |z) |y ® f(x))
clairement F = F1, FF =1 et

Flx) [0) := |z) [f(2))

Si f est une fonction binaire, on peut aussi définir
F'lz) = (-1)/®) |z)

encore une fois F/ = F'T et F/'F! = 1.



Calcul de fonctions

A partir de F, on peut construire F’ en utilisant un qubit
supplémentaire dans |'état

1

75000 - 1)

Flo) 75000~ 1) = |} =(If(@) ~ [f@))
= [2) (~1)/)—5(10) - 1)
= (-1)/@a) (10}~ 1)
= F'lz)—=(|0) - 1))
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Algorithme de Grover

Soit f:{0,1}2 — {0,1} avec la promesse qu’il existe =g tel que
f(xg) =1 et si x #= xg alors f(x) = 0.

Soit I'opération unitaire U définie par:

U [00) = %(—|00>+|01>+ 10) + |11))
Ul01) = _(+00) - [01) +[10) + |11))
U[10) = %(Jr 00) 4+ [01) — [10) 4 |11))
U11) = —(+]00) + [01) + |10) — [11))
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Algorithme de Grover

Algorithme de Grover(f)
o |¢) = UTF'H®?Z|00)
e m = Mesure(|y))

e retourne m

Classique: 3 requétes a f.
Quantique: 1 requéte a f.



Algorithme de Grover analyseé

UTF' H®? |00)
1
UTE’ ~(|00) + [01) +[10) 4 [11))
Ut (1) [00) + (~1)/©D jo)

+(=1D D 10) + (~1)/ IV 11))
o)



Algorithme de Deutsch

Probleme de Deutsch (version de R. Cleve et A. Tapp): Etant donné
f:4{0,1} — {0, 1}, décider si f(0) = f(1).

Algorithme Deutsch(f)
e [¢)) = HF'H |O)
e m = Mesure(|y))
e si m =0 répond CONSTANTE sinon EQUILIBREE

Classique: deux requétes a f.
Quantique: une requéte a f.






Algorithme de Deutsch
Analyse

v) = HF'HI|O)

, 1
= HFE(|O>+|1>)

_ gLl 1y (D
= H\@(( 1) 0) + (—=1) 1))

N O VO (13 F(D)
= H(-1) \6(|O>+( 1)/ (=1) 1))

N IO IPEYIOETIEY
= H(-1) ﬁ(|0>+( 1) 1))

= (-1)/Or© @ (1))

On obtient donc f(0) ® f(1) avec certitude. Si f(0)® f(1) = 0 alors la
fonction est constante, (f(0) = f(1)) sinon la fonction est équilibrée

(f(0) # f(1)).
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Algorithme de Deutsch-Josza

Probleme de Deutsch-Josza: Etant donné f: {0,1}"* — {0, 1} décider si
f est constante (Vz,y, f(z) = f(y)) ou équilibrée (|f~1(0)| = |f~1(1)]).

Algorithme Deutsch-Josza(f)
o [¢) = HE"F'H" |0)
e m = Mesure(|y))
e si m =0 répond CONSTANTE sinon EQUILIBREE

Classique: 2"~1 + 1 requétes a f.
Quantique: une requéte a f.
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Transformation de Hadamard

Lemme:
1 2" —1
(H=H" HO |y) = Nou xz::O (—1)%Y |z)
ou x-y=x1y1 D xoy> P --- P xnyn €t en particulier
% 1 2"—1
H="10) = Nl ;::O )

Preuve:
Exercice...

11



Algorithme de Deutsch-Josza
Analyse

) = HOF'HE |0)
1 2n—1

¢2—n 2 1
z (—1>f<2'> 3)

— H®nF/

— HOn
\ /27’1,

B <¢2—n Z( 1)"7 |j>)
-1 /2"—-1 f()+ig
2 ; t (- O )

9)
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Algorithme de Deutsch-Josza

Analyse
La probabilité d'observer |0) est donnée par
2n_1 (_1)f('i)-|-z'-0 2 2"—1 (_1)f(i) 2
i=0 2" i—0 2"
Si f est constante alors
(2 2
2n—1 2"—1
Z (—1)f(’5) _ (1)f(0) Z i —1
i—o 2" i=0 2"
Si f est équilibrée alors
21 (_1)f(0) 2 Conml o onm12
2 on =l | O
1=0




Algorithme de Simon

Etant donné f: {0,1}" — {0,117~ ! telle qu'il existe s non nul avec la
propriété que Ve =y : f(x) = f(y) & x =y P s, trouver s.

Algorithme Simon(f)
o S={}
e tant que |S| <n—1
° ) = (H®" ® 12n_1)F(H®n ® Ign—1> 0) [0)
¢  (m,y) = Mesure(|s))
o si m est indépendant de S alors S «— SU{m}
e fin du tant que
e déduire s de S.

Classique: Q(2(1/2=€)n) requétes a f méme avec probabilité de succes
constante.
Quantique: Espérance de O(n) requétes a f.
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Algorithme de Simon: analyse

Soit X tel que |X| =2""1D et X U (s® X) = {0, 1}".

)

1
(H* @ I )F |2} [0)
2 (we%,:l}"\/Q_ )
(H @ 1. ) |0} /(@)
2 (xe%,:l} V2" )
)] 176
Z (5 seo)
> (21)”|y>|f(x>>
x,ye{0,1}"
Ty (z®s)-y
S e+ E2 e )
xeX,ye{0,1}"
—1)%Y —1)(=®s)y
> DT ) 1)
xeX,ye{0,1}»
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Algorithme de Simon: analyse (suite)

(—=1)"Y + (~1) ()
on

[9) = > y) 1f ()

reX,ye{0,1}"
Si s-y =0 alors
ry=xz-y+s-y=(@xds) y
d’ou I'amplitude de |y) |f(z)) =2+

Si par contre s-y =1 alors

r-y=xz-y+s-y+1l=(ds) y+1
d'ou I'amplitude de |y) |f(x)) est O.
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Algorithme de Simon: analyse (suite)

En observant le premier registre, on obtient y uniformément distribué
et tel que y-s = 0.

Posons s = sps,—1---s1. Une fois que |S| = n — 1 nous avons obtenu
n — 1 équations linéaires avec comme variables les s;. Le systeme
d’'équations possede deux solutions, dont I'une est |la solution triviale
s = 0. Nous avons donc déterminé s.
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Algorithme de Simon: analyse (suite)

Analysons maintenant le nombre d’essais nécessaires pour obtenir
n — 1 équations linéairement indépendantes.

A chaque itération, tous les vecteurs z tels que z-s = 0 sont
équiprobables. Il en existe exactement on—1

Si |S| = k alors il existe 2% vecteurs linéairement dépendants de S et
donc 27—1 _ 2k yecteurs linéairement indépendants.

Le cas critique (probabilité la plus faible) advient quand |S|=n —1,
auquel cas exactement la moitié des vecteurs sont acceptables.

A chaque itération, la probabilité de succes est donc au moins 1/2, ce
qui nous donne un nombre d’'itérations espéré dans O(n).
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Mesure partielle

Pour tout état |v) € Hapc on peut mesurer le sous-espace B.
Pour un sous-espace B de dimension d et un état

) = Zf;é a;la;) |4) |c;) on obtient le résultat classique ¢ avec
probabilité |o;|? et I'état devient |a;) |i) |c;).
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Exemple 1:
Si on mesure tout un registre dans I'état |¢) = >, o; 1) on obtiendra
comme résultat |i) avec probabilité |a;|?.

Exemple 2:
Soit I'état |¢) = \F(|OOO> + [110) 4+ |111)).

On a que 1)) = 5=0)[00) 4+ ¥2|1) (J5(|10) + [11))).
Si on mesure le premier qubit on obtiendra |0) avec probabilité

2
\%3 :% et I'état devient |000). On obtient |1) avec probabilité
Vv2|? 1
73 § pour se retrouver dans I'état |1) (7§(|1O> + [11))).
Exemple 3:

De facon générale, si on mesure le sous-espace Hp d'un registre
V) = >ijk @ik |9) 1J) |k) € Hapco on obtiendra [j) avec probabilité
Sk lovi ikl
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Algorithme de Simon: analyse V2

1
v) = (H" @ L )FHY ®12)]0)]0) = (H*" ® I>1)F <me§1}n¢2—“ >O>)
1
= (HY"® I2) = [z) | f())
2 (ﬁ%;}n\/? )
_ n 1 (z)t+lz@s))
= (H""® I) (;W /3 \f(a:)>>
= (H®”®Iznl)(|x> +\/|92i@8> |f(x))) MESURE
_ >, S ) + 2, S )
V2
. (=1)2v 4+ (— 1)<w@8)y (—1)=Y 4 (—1)@petsy)
= Lo > VI FI v)
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Algorithme de Simon: analyse V2

(=)%Y 4+ (=1)@En)S(sy)

_ v (D)TY(A 4 (1))
2"+ 1 =2

) > 1

1Y)

Y Y

Si s-y =0 alors I'amplitude de |y) est v2~nt1

Si par contre si s-y = 1 alors I'amplitude de |y) est O.
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