Informatique quantique IFT6155

Notions de base



Le corps des complexes

Un nombre complexe est de la forme z = a + bi avec a := Re(x) et
b:= Im(x) des réels et 1 = /—1.

(a1 + b17) + (ap + b2i) = (a1 + a2) + (b1 + bo)?

(a1 + b1i)(an + boi) = (ajan — b1bo) + (a1bo + aoby )i

1 . a — bt
a+bi a2 b2

(a+bi)" = (a — i)

ja+ bi| = /(a + bi)(a — bi) = \/a? + b2

e = cosf +ising

|$| — 1= = 67;9 €i01€i92 — ei(91—|—92)



Espace de Hilbert

Un espace de Hilbert 'H est un espace vectoriel sur les complexes. Nous
nous intéressons seulement aux espaces de Hilbert a dimension finie.

On note un vecteur ¥ vivant dans un espace de Hilbert par |¥).

Déefinition: | est I'opération de transposer et de conjuguer un vecteur
ou une matrice.

On définit (| = |¥)T.



Opérateur dagger

1
1 —1

ot =a* A= 4 (A+ B = At + BT, (aB)t = Btal



Produit scalaire

Définition: Un espace de Hilbert 'H possede un produit scalaire défini

et noté par (Y|p).
|w>=(§j> |¢>=(§>
(Plo) = (a*,b*) ( o ) = a*c+ b*d

Définition: On dira que |z) et |y) sont orthogonaux ssi (z|y) = 0.



Produit scalaire

Lemme: Le produit scalaire possede les propriétés suivantes:

(Y]¢) = (ol¥)”

(P[eh) 20

() =0 < |y) =0

(] (al|d1) + ble2)) = a(dld1) +b(dle2)



Norme

Définition: |[[¢) || = \/(¢]¢).

Lemme: |la norme possede les propriétés suivantes:

)11 =0
1) [| =0 [d) =0
[la[) || = lal [l¥) |

[H) 1) [ < (1) [| + {1 ]
[ @loy [ < (1) 1] {1 |
(p|@) (D) < (|) (d]9)



Distance

Deéfinition: dist(|¢), [¢)) = [||¥) —[¢) |

Lemme: |la distance possede les propriétés suivantes:

dist(|y) ,|9)) = dist(|9),[¢))
dist(|y),|#)) = 0
dist(|¢) ,]¢)) =0 & |¢) = [9)
dist(|y) ,|9)) < dist(|9) ,|w)) + dist([p) ,|$))



Ket bra

Pour tous vecteurs |u) et |v) de dimension n, |u) (v| est une matrice n
par n.

Exemple:

|u>=a|o>+b|1>=(§j) |v>=c|o>+d|1>=(§>

wel= (5 )@= (5 o)

= (al0) +b[1))(c" (0] +d" (1])
ac®[0) (O] + ad” |0) (1| + bc™ [1) (O] + bd™ [1) (1|

) (vl |z) = (vlz) |u)
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Base orthonormale

Définition: Soit H; un espace de Hilbert de dimension d. On dira que
I'’ensemble {|bg), |b1),--,|bg—1)} forme une base orthonormale de H, ssi

Vi, (bi|b;) = 1

Vl"a]az # .77< Z|b >
Lemme: Les énoncés suivants sont équivalents:

1. {|bg),|b1), -,|bg—1)} forme une base orthonormale de H,
2. |¢) = L{=5 (bil#) |ba)
3. L5 1bi) (bil = I

4. () = X8| (bl |2
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Base de calcul

Définition: Pour un espace H,; a d dimensions, la base

1 0 0
0 1 0
0) =1 . =1 e d=1)y=|
0 0 1

est appelée base de calcul.
aQ
| =a0lo)tarll) 4+ tagld-1)
xd—1

Vi (ili) =1 Vi j,(ilj) = O
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Autre exemple de base

Une base pour Hy.

1 1

e1) = \ﬁ 00) ‘|‘\ﬁ|11>
2 = 7 V2
3> \/§ \/5
ea) = 5 V2

Les 4 vecteurs ont norme 1 et sont deux a deux orthogonaux. Ils
forment donc une base orthonormale de Hj,4.
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le1) est un vecteur de norme 1.

[le1) || = +/(eiler)

= \/(— (00] + —(11|)(

/3 \f|00> \F|11>)

1 1 1 1
— \/5 (00/00) + 5 (00[11) 4 7 (11]00) + 2 (11[11)

_ \/%(<00|oo>+<00|11>+<11|oo>+<11|11>)

1
\/§(1+o+o+1)

13



le1) et |ep) sont orthogonaux.

(eale1) 7<01| +

= ~(01/00) +

|
=N =

|
oN

T<1O|)(

1
+ — (01|11
- (01]11) +

—(04+040+40)

\F 00) +

1
+ — (10|00
- (10]00) +

f'll

1
2

))

(10|11)
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le1) et |eg) sont orthogonaux.

(e1le3) = (7<00!+7<11|)(
— 10000y — X (00[11) +
g

S(1-0+0-1)
0

1
f1|00> f|111>)
+ - (11]00) — = (11]11)
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Définition: Soit

et

alors

Produit tensoriel

ap0 ' G0d—1
A = : .. :
ag—1,0 " Ad—1,d—1
boo -0 bog—1
B = : - :
bar—10  by_1a-1
ap,0B -+ agq-1B
AQ B = : e :
ag—10B - ag_14-1B
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A=

A®B

Produit tensoriel

(

apo aoQ1
aio ai1

ap0boo
apob10
a10b00
a10b10

|

o~

apobo1
apob11
a10b01
a10b11

ap1boo
ap1b10
a11boo
a11b10

boo bo1
bi1o 011

ap1bo1
ap1b11
a11b01
a11b11
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Produit tensoriel

Hd X Hd’ — Hdd/

[P) |#) == [) @ |o)

[1)10)[1) = [101) = |5)

(A® B)([9) [¢)) = (Ald))(B|))
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Produit tensoriel

(W) =ag|0) + a1 1) |P) = bo[0) +b1]1)

|W) [®P) = apbo |00) 4 agb1 [01) + a1bg [10) + a1by [11)

Soit
Hap =HaA®Hp,

{la;)]=0...d—1}
une base orthonormale pour H 4 et

{Ip;)]i=0...d —1}
une base orthonormale pour Hg. Alors

{lag) |bj)li=0...d—1,j=0...d -1}

est une base orthonormale pour H4p ayant dd’ éléments.
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Etat d’un systeme quantique

Tout état quantique (pur) est représenté par un vecteur |¢) € H, de

norme 1 ({(¢|yp) = 1).

L d—1 12 —
En général, [¢) =315 a; |i) avec ZZ_O ;| = 1.
Si on observe (dans la base de calcul) un systéeme quantique, on ne
peux obtenir qu'un état de base comme résultat. On observe en
général |i) avec probabilité |o;|?.

Notez que pour tout état |[¢)) = 3 ; a4 |i) on a bien Y, |oy|2 = |[|¥) || = 1.

S'il existe i tel que |o;|?2 = 1, on dira que |¢)) est dans un état de base,
sinon on dira que |¢) est en superposition.
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Qubits

En particulier, I'état d'un qubit (dans H»>), est de la forme

al0) + G[1)

avec |a]?2 + 8|2 = 1.

Un registre quantiqgue de n qubits,

H2®H2®"'®H2=H§n=7{2n

est de la forme
on_q

> ogli)

1=0

avec Y7 o1 |oy2 = 1.
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Exemple

Soit
1
) = 7

Ssi on mesure [¢) on observera

1 1
00) + —=01) - —=

(JOI

|00) avec probabilité |\/_|

@ll—‘

|01) avec probabilité |\/_|

|10) avec probabilité | — _|

|11) avec probabilité |\/Lg|2 —

Notez que ces probabilités somment a 1.

10) +

V6

11)
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Opérations unitaires

Toute opération quantique est linéaire et préserve la norme. En
particulier, une opération quantique est réalisable ssi elle est unitaire.
Une matrice U est unitaire ssi

vut =1 = Uy,
U1 suivi de U, est équivalent a
Us = UpU7.
Si Uy agit sur I'espace 'H4 et Uy sur I'espace Hpg, alors
Uz = Uy ® U,

agit sur l'espace produit Hyp.
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tions unitaires

N{0) — 1)
N 1) —[0)

opéra
O 1
0 o)

Exemples d’

C|10) — |11)
C 11>—> 10>
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Exemples d’'opérations unitaires

1 1 1 H|O> — \/LEOO) + |1>)
HZW(l —1> H 1) — -L(]0) — [1))
NG
S=<1 Q) Sg|0) —  |0)
7 0 e Sp|1) — eif[1)
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N

N'(N'|0))

N
==

Exemple

) N j0) = 1(10) + 1))
N'1) = 1(~[0) +]1))

=

(1
N (ﬁ<\o>+|1>>)

1 / /
\/—E(N 0) + N7[1))
1

1 1
- (ﬂ<|o> 1)+ (- 10) + |1>>)

= 2(0)+11) - 10) + 1)
=

Serait-ce la racine carré de la négation?
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Exemple

vey(ih) SO
l1 o1 N'1) = 1(~[0) +]1))
N'(N'|1)) = (—( 0) +11) )
— \/——( |O>‘|‘N/|1>)
= - <_7<|o> 1) + (- [0) + |1>>>
_ %(_|o>—|1>—|o>+|1>)
—|0)

Exercice: Trouver U tel que U2 = N.
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Ket bra

Un opérateur U est unitaire ssi
U=>|a; (i
i

avec <ai|aj> = §;; (1 si =7 et 0 sinon, une base).

Preuve: <

UTU

(2 a;) <7:|>Jr (Z aj) <:/|)

Zi (ay a3> jl
- Z'

1
= I
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T héoreme;:

LLes opérations unitaires préservent le produit scalaire.

Preuve:
Si |u'y =U|u), |v') =U |v) alors

/.7 /T /
(W) = [u) )
= (Uu)Uv)
(| UTU |v)

(ulv)

Note:
Si Ulu) = A|u) alors [\ =1 et A = e,
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Théoreme:
Toute opération unitaire U sur 'H,, peut s'écrire

mn
U= > X\le) (e
i=1

1. les |e;) forment une base orthonormale et sont les vecteurs propres
de U

2. les |X\;] = 1 sont les valeurs propres de U.
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Etats distinguables

Par exemple:

1 1
+) :E(|O>+|1>) |—) :ﬁ(|o>_|1>)
sont orthogonaux
1 1
(+]-) = \ﬁ(@l + (1)) ﬁ(\@ — (1))

= ~({0[0) ~ (OJ1) + (1]0)  (1]1))

= %(1—04—0—1):0
Comme

H[O)=[+) HI[1)=]|-)
Alors

HY|+)=0) H'|-)= |1)
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Etats distinguables

Théoreme: Lk états sont parfaitement distinguables ssi ils sont
orthogonaux deux a deux.

Preuve: <

Soient |e1),...,|er) k vecteurs orthonormaux dans H,. On peut
compléter cette base en ajoutant n — k vecteurs ‘ek_|_1> ..., |en) tels
que les n vecteurs forment une base orthonormale de Hy.

Soit U = X" |e;) (i|. Clairement UT |e;) = |i) et donc les états sont
parfaitement distinguables.

Preuve: =

Sile1),...,|er) sont parfaitement distinguables, il existe une
transformation unitaire U telle que U |e;) = |b;) ou |b;) est un vecteur
de base. Comme les transformations unitaires préservent le produit
interne et que les |b;) sont orthogonaux, les |e;) doivent eux aussi étre
orthogonaux.
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Impossibilité du clonage

T héoreme:

Il n"existe pas d'opération unitaire U telle que

Ulx)|0) = l|z)]z).

Preuve:
Supposons au contraire qu'un tel U existe.

Soit |u) et |v) tel que (ulv) = 3.
On a U |u)|0) = |u) |u) et U |v)|0) = |[v) |v) donc:
((ul (OD(v) 10)) = (ul (u])(|v) [v))
(ulv) (0[0) = (u|v) (ulv)
1/21 = 1/21/2

Contradiction!
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