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Comptage aproximatif



Comptage approximatif

Soit F: X — {0,1} avec |X|= N et |[{z|F(z) = 1} =t. Nous savons comment
trouver x tel que F(x) = 1 avec une accélération quadratique par rapport aux
meilleurs algorithmes classiques dans le contexte ou F' est une boite noire.

Nous allons maintenant étudier un algorithme qui nous permettra d'estimer t.



Itération de Grover

Gr = —HSoHSx

) ifi=0
Solt) = i) otherwise.
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Grover, révision

Nous avons déja vu que:

N = |X| t = |{z € X|F(z) =1}
sin?g =t/N
T sin((2m + 1)0)
t Vit
;= cos((2m + 1)0)
" N —¢

(GR)™HI0) = km Y |z)+Llm Y |o)

F(z)=1 F(z)=0
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L’opérateur Gg
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Valeurs propres G

Regardons les vecteurs propres et les valeurs propres de |'opérateur Grg.

1
V2

1

V1) = 7

(V1) +i[Wo))  |V2) = —=(|W1) —i|Wo))

GF|V1> = €i29|V1> GF|V2> = €_i29‘V2>

G |1y = V1) G Vo) = e 2H 1)

Veérifions la premiére équation. La deuxieme se vérifie de la méme facon.



Valeurs propres G

GrIVi) = —HSoHSr —=(1%1) +i[Wo))
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Valeurs propres Gpg

Les vecteurs propres de |'opérateur Gp.

Clairement,

H|0) =
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Outils de base
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Algorithme

Compte(F, m)

1. |Wo) « H®"¥70)|0)
2. V1) «— GIpl|WV;)

3. |Wo) — F-l@I%|Wwsy)

~

4. f <« mesure premier registre de |W3)

~

5. Retourne: f= Nsin?iZ (et f si nécessaire)



Intuition et analyse originales

|\Wo) = |0)|0)
1 1
(W) = (\/Q—m;)|y>)®<mx§x>>
1 (1 1
= — 1y [ —= |z) + )
y=0 V2" \\/EF(Z)zl N—tF(%::O )
W) = —y) | km ) + lm )
i y=o\/2_ \ F(xz)zl F(:cz)zo )

On observe z tel que F(x) =1

2m—1
W3) = a ) sin((2y+1)0)|y)
y=0

(Wa) = alf) +b[2" — f) +¢c|R)

.2 _i ~ Mg /- ~ 'Qf_ﬂ
sin (9)_N f~2"0/ t ~ N sin (2m)
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Intuition et analyse originales

[Wo) = 10)]0)
1 1
(V1) = Voo ;:% y) | ® (\/—Nx;V@)
1 (1 1
= —=y) | —= |z) + |z)
y=0 V2 \\/EF(Z)zl N—tF(%::O )
(Wo) = —=1y) | km [z) + |z)
i y=0 vam \ F(xz)zl F(:cz)zo )
On observe z tel que F(x) =0
om_1
(W3) = a ) cos((2y+1)0)|y)
y=0

(Wa) = alf) +b[2" — f) +¢c|R)

.2 _i ~ Mg /- ~ 'Qf_ﬂ
sin (9)_N f~2"0/ t ~ N sin (2m)
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T heéoreme principal

T héoreme:

Si t = Compte(F,m) alors

|t—t|<\/t(N—t)—|—N<

avec probabilité au moins 3/4.

D2
22m

|
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Analyse utilisant les valeurs propres

W) = [0)]0)
vy = izﬂim oY [
' V2T & VN ~

= Z W@ ) (a[Va) + b|V2))

2m-1
1
Vi) = D g o) @IV b))

On observe V3

|W3)
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., _i ~ Om ~ '2f_7T
sin (9)_N f~2Mm0/m t~ Nsin (Qm)
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Analyse utilisant les valeurs propres

Wo) = |0)]0)
W) = izfm o =3 |
' V2" & VN ~

= Zﬁw ) (a |Va) + b|V2))

2m—1
1
Vi) = D ) (@) e V)

On observe V5

2’m,_1
1 :
—20y1 — 620(2m—y)z
\/z_m Z v = yzzo )
(W3) o |2m—f >

., _i ~ Om ~ '2f_7T
sin (9)_N f~2Mm0/m t~ Nsin (Qm)
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Lemme utile

Lemme:
Si a = sin?(0) et o/ = sin?(#) avec 0 < 0,0 < 2 alors

0—01<e = Ja—d|<2e/a(l—a)+ €

Preuve: L’utilisation judicieuse d’'identités trigonométriques nous donne
sin?(0 4+ €) — sin?(0) = v/a(1l — a) sin(2¢) + (1 — 2a) sin?(¢)
sin?(0) — sin?(0 — €) = v/a(1 — a) sin(2¢) 4+ (2a — 1) sin?(¢)

on utilise le fait que sin(x) < 1/x et on obtient le lemme,
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Preuve

Nous savons que la qualité de |I'approximation de la phase est telle que si f est
observé la phase exacte de f est telle que

f—rf1<2
et donc
fm fr
om  om| = Dom

en appliguant le lemme avec 6 = é—Z et 0/ = g—Z on obtient

_ 2
s (47) s (22)] < 2z fowe (£2) (-5 (£2)) + (2)
2m 2m 2m 2m 2m 2m
_ 2
‘Nsin2 (f—W> — Nsin? (fl)‘ < N4—7T\/sin2 (f—W> <1 — sin? <f—7r>) + N (2—7T>
2m 2m 2m 2m 2m 2m

t—17| < —\/t(N — )+ N <27T>

2m
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Un bon estimé de ¢

Corollaire:

Etant donné F avec N et t tel que définis de facon habituelle, Count(F,log(cv N))
retourne £ tel que

2

- 47 2T
it —1t| < —Vt+ 5
C C
avec probabilité au moins % avec exactement

VN

évaluations de F'.

Preuve:
Choisir m tel que with 2™ ~ ¢/ N dans le théoréme principal.
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Facteur constant

Corollaire:
Il existe un algorithme CompteRel(F,¢) qui retourne £ tel que

It —1] < et

avec probabilité 3/4 en utilisant un nombre espéré d’'évaluation de F' dans
1
o (_ N/t) |
€

CompteRel(F,c)

1. [=0

2. l—1+1

3. t —Count(F,l)

4. SitT=0 et 2! < 2+/N alors aller a 2
5. Retourne Count(F,log(22) + 1)



Comptage probablement exact

Corollaire:
Il existe un algorithme CompteExact qui retourne f tel que

t=t
avec probabilité au moins 3/4 et utilise un nombre espéré d'évaluation de F' dans

O(\t(N —1t))

et qui utilise un espace dans O(log N).

CompteExact(F)
1. {1 —Compte(F,log(50v/N)) et t> —Compte(F,log(50vN))

2. P «—Min(30/f1(N — £1),30/f1(N — £1))
3. Retourne Compte(F,log(P))
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Tableau récapitulatif

Probleme de comptage: Etant donné F : X — {0,1} une boite noire avec |X| = N,
trouver un bon estimateur £ de t = {z|F(x) = 1}.

It — ] Quantum Classical

O(Vt) O(VN) Q(N)

€ t

et O (l N) Q (L)

<1 | OGVHN =) | Q(N)
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