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Comptage aproximatif
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Comptage approximatif

Soit F : X → {0,1} avec |X| = N et |{x|F (x) = 1} = t. Nous savons comment
trouver x tel que F (x) = 1 avec une accélération quadratique par rapport aux
meilleurs algorithmes classiques dans le contexte où F est une boite noire.

Nous allons maintenant étudier un algorithme qui nous permettra d’estimer t.
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Itération de Grover

GF = −HS0HSF

S0 |i〉 =
− |i〉 if i = 0
|i〉 otherwise.

SF |i〉 =
− |i〉 if F (i) = 1
|i〉 otherwise.

H |0〉 =
1√
2
(|0〉+ |1〉)

H |1〉 =
1√
2
(|0〉 − |1〉)

H⊗n |j〉 =
1√
2n

2n−1∑
i=0

(−1)i·j |i〉
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Grover, révision

Nous avons déjà vu que:

N = |X| t = |{x ∈ X|F (x) = 1}|

sin2 θ = t/N

km =
sin((2m + 1)θ)√

t

`m =
cos((2m + 1)θ)√

N − t

(GF)m(H |0〉) = km

∑
F (x)=1

|x〉+ `m

∑
F (x)=0

|x〉
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L’opérateur GF

GF = −HS0HSF

|Ψ0〉 =
1√
t

∑
F (x)=0

|x〉 |Ψ1〉 =
1√

N − t

∑
F (x)=1

|x〉

H |0〉 =
1√
N

∑
x∈X

|x〉 =
√

t

N
|Ψ0〉+

√
N − t

N
|Ψ1〉

HS0H

= H(I − 2 |0〉 〈0|)H

= I − 2

(√
t

N
|Ψ0〉+

√
N − t

N
|Ψ1〉

)(√
t

N
〈Ψ0|+

√
N − t

N
〈Ψ1|

)
= I −

2(N − t)

N
|Ψ0〉 〈Ψ0| −

2t

N
|Ψ1〉 〈Ψ1|

−
2
√

(N − t)t

N
(|Ψ0〉 〈Ψ1|+ |Ψ1〉 〈Ψ0|)
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Valeurs propres GF

Regardons les vecteurs propres et les valeurs propres de l’opérateur GF .

|V1〉 =
1√
2
(|Ψ1〉+ i |Ψ0〉) |V2〉 =

1√
2
(|Ψ1〉 − i |Ψ0〉)

GF |V1〉 = ei2θ |V1〉 GF |V2〉 = e−i2θ |V2〉

Gk
F |V1〉 = ei2kθ |V1〉 Gk

F |V2〉 = e−i2kθ |V2〉

Vérifions la première équation. La deuxième se vérifie de la même façon.
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Valeurs propres GF

GF |V1〉 = −HS0HSF
1√
2
(|Ψ1〉+ i |Ψ0〉)

= HS0H
1√
2
(|Ψ1〉 − i |Ψ0〉)

=
1√
2

(
1−

2t

N
+ i

2
√

(N − t)t

N

)
|Ψ1〉+

1√
2

(
−i + i

2(N − t)

N
−

2
√

(N − t)t

N

)
|Ψ0〉

=
1√
2

(
1 +

2t

N
− i

2
√

(N − t)t

N

)
|Ψ1〉+

i√
2

(
−1 +

2(N − t)

N
− i

2
√

(N − t)t

N

)
|Ψ0〉

=

(
1−

2t

N
+ i2

√
N − t

n

√
t

n

)
1√
2
(|Ψ1〉+ i |Ψ0〉)

=
(
1− 2 sin2(θ) + i2cos(θ) sin(θ)

)
|V1〉

= (cos(2θ) + i sin(2θ)) |V1〉
= ei2θ |V1〉
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Valeurs propres GF
Les vecteurs propres de l’opérateur GF .

|V1〉 =
1√
2
(|Ψ1〉+ i |Ψ0〉)

|V2〉 =
1√
2
(|Ψ1〉 − i |Ψ0〉)

Clairement,

|Ψ0〉 =
1√
2
(−i |V0〉+ i |V1〉)

|Ψ1〉 =
1√
2
(|V0〉+ |V1〉)

H |0〉 =
1√
t
|Ψ1〉+

1√
N − t

|Ψ0〉

H |0〉 =

(
1√
2t
−

i√
2(N − t)

)
|V1〉+

(
1√
2t

+
i√

2(N − t)

)
|V2〉
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Outils de base

1
FG

2
FG

4
FG

t

FG
2

m

ψ

m

ψm
FG

G′F : |m〉 ⊗ |Ψ〉 → |m〉 ⊗ (GF)m |Ψ〉
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Algorithme

Compte(F, m)

1. |Ψ0〉 ← H⊗m+n |0〉 |0〉

2. |Ψ1〉 ← GIF |Ψ1〉

3. |Ψ2〉 ← F−1
m ⊗ I⊗n |Ψ2〉

4. f̃ ← mesure premier registre de |Ψ3〉

5. Retourne: t̃ = N sin2 f̃π
2m (et f̃ si nécessaire)
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Intuition et analyse originales

|Ψ0〉 = |0〉 |0〉

|Ψ1〉 =

 1√
2m

2m−1∑
y=0

|y〉

⊗( 1√
N

∑
x=X

|x〉

)

=
2m−1∑
y=0

1√
2m
|y〉

 1√
t

∑
F (x)=1

|x〉+
1√

N − t

∑
F (x)=0

|x〉


|Ψ2〉 =

2m−1∑
y=0

1√
2m
|y〉

km

∑
F (x)=1

|x〉+ `m

∑
F (x)=0

|x〉


On observe x tel que F (x) = 1

|Ψ3〉 = α

2m−1∑
y=0

sin((2y + 1)θ) |y〉

|Ψ4〉 = a |f〉+ b |2m − f〉+ c |R〉

sin2(θ) =
t

N
f ' 2mθ/π t ' N sin2(

fπ

2m
)
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Intuition et analyse originales

|Ψ0〉 = |0〉 |0〉

|Ψ1〉 =

 1√
2m

2m−1∑
y=0

|y〉

⊗( 1√
N

∑
x=X

|x〉

)

=
2m−1∑
y=0

1√
2m
|y〉

 1√
t

∑
F (x)=1

|x〉+
1√

N − t

∑
F (x)=0

|x〉


|Ψ2〉 =

2m−1∑
y=0

1√
2m
|y〉

km

∑
F (x)=1

|x〉+ `m

∑
F (x)=0

|x〉


On observe x tel que F (x) = 0

|Ψ3〉 = α

2m−1∑
y=0

cos((2y + 1)θ) |y〉

|Ψ4〉 = a |f〉+ b |2m − f〉+ c |R〉

sin2(θ) =
t

N
f ' 2mθ/π t ' N sin2(

fπ

2m
)
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Théorème principal

Théorème:

Si t̃ = Compte(F, m) alors

|t− t̃| <
4π

2m

√
t(N − t) + N

2π2

22m


avec probabilité au moins 3/4.
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Analyse utilisant les valeurs propres

|Ψ0〉 = |0〉 |0〉

|Ψ1〉 =

 1√
2m

2m−1∑
y=0

|y〉

⊗( 1√
N

∑
x=X

|x〉

)

=
2m−1∑
y=0

1√
2m
|y〉 (a |V1〉+ b |V2〉)

|Ψ2〉 =
2m−1∑
y=0

1√
2m
|y〉 (ae2θyi |V1〉+ be−2θyi |V2〉)

On observe V1

=
1√
2m

2m−1∑
y=0

e2θyi |y〉

|Ψ3〉 ' |f〉

sin2(θ) =
t

N
f ' 2mθ/π t ' N sin2(

fπ

2m
)
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Analyse utilisant les valeurs propres

|Ψ0〉 = |0〉 |0〉

|Ψ1〉 =

 1√
2m

2m−1∑
y=0

|y〉

⊗( 1√
N

∑
x=X

|x〉

)

=
2m−1∑
y=0

1√
2m
|y〉 (a |V1〉+ b |V2〉)

|Ψ2〉 =
2m−1∑
y=0

1√
2m
|y〉 (ae2θyi |V1〉+ be−2θyi |V2〉)

On observe V2

=
1√
2m

2m−1∑
y=0

e−2θyi |y〉 =
1√
2m

2m−1∑
y=0

e2θ(2m−y)i |y〉

|Ψ3〉 ' |2m − f〉

sin2(θ) =
t

N
f ' 2mθ/π t ' N sin2(

fπ

2m
)
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Lemme utile

Lemme:
Si a = sin2(θ) et a′ = sin2(θ′) avec 0 ≤ θ, θ′ ≤ 2π alors

|θ − θ′| ≤ ε ⇒ |a− a′| ≤ 2ε
√

a(1− a) + ε2

Preuve: L’utilisation judicieuse d’identités trigonométriques nous donne

sin2(θ + ε)− sin2(θ) =
√

a(1− a) sin(2ε) + (1− 2a) sin2(ε)

sin2(θ)− sin2(θ − ε) =
√

a(1− a) sin(2ε) + (2a− 1) sin2(ε)

on utilise le fait que sin(x) ≤ 1/x et on obtient le lemme.
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Preuve
Nous savons que la qualité de l’approximation de la phase est telle que si f̃ est
observé la phase exacte de f est telle que

|f − f̃ | ≤ 2

et donc ∣∣∣∣fπ

2m
−

f̃π

2m

∣∣∣∣ ≤ 2π

2m

en appliquant le lemme avec θ = fπ
2m et θ′ = f̃π

2m on obtient∣∣∣∣sin2

(
fπ

2m

)
− sin2

(
f̃π

2m

)∣∣∣∣ ≤ 4π

2m

√
sin2

(
fπ

2m

)(
1− sin2

(
fπ

2m

))
+

(
2π

2m

)2

∣∣∣∣N sin2

(
fπ

2m

)
−N sin2

(
f̃π

2m

)∣∣∣∣ ≤ N
4π

2m

√
sin2

(
fπ

2m

)(
1− sin2

(
fπ

2m

))
+ N

(
2π

2m

)2

|t− t̃| ≤
4π

2m

√
t(N − t) + N

(
2π

2m

)2
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Un bon estimé de t
Corollaire:
Étant donné F avec N et t tel que définis de façon habituelle, Count(F, log(c

√
N))

retourne t̃ tel que

|t− t̃| <
4π

c

√
t +

2π2

c2

avec probabilité au moins 3
4

avec exactement

c
√

N

évaluations de F .

Preuve:
Choisir m tel que with 2m ' c

√
N dans le théorème principal.
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Facteur constant

Corollaire:
Il existe un algorithme CompteRel(F, ε) qui retourne t̃ tel que

|t− t̃| < εt

avec probabilité 3/4 en utilisant un nombre espéré d’évaluation de F dans

O

(
1

ε

√
N/t

)
.

CompteRel(F, c)

1. l = 0

2. l← l + 1

3. t̃←Count(F, l)

4. Si t̃ = 0 et 2l < 2
√

N alors aller a 2

5. Retourne Count(F, log(200
ε

) + l)
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Comptage probablement exact

Corollaire:
Il existe un algorithme CompteExact qui retourne t̃ tel que

t̃ = t

avec probabilité au moins 3/4 et utilise un nombre espéré d’évaluation de F dans

O(
√

t(N − t))

et qui utilise un espace dans O(logN).

CompteExact(F )

1. t̃1 ←Compte(F, log(50
√

N)) et t̃2 ←Compte(F, log(50
√

N))

2. P ←Min(30
√

t̃1(N − t̃1),30
√

t̃1(N − t̃1))

3. Retourne Compte(F, log(P ))
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Tableau récapitulatif

Problème de comptage: Étant donné F : X → {0,1} une boite nôıre avec |X| = N ,
trouver un bon estimateur t̃ de t = {x|F (x) = 1}.

|t− t̃| Quantum Classical

O(
√

t) O(
√

N) Ω(N)

εt O
(

1
ε

√
N
t

)
Ω
(

N
ε2t

)
< 1 O(

√
t(N − t)) Ω(N)
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