Fonctions discriminantes linéaires

e ODbjectif

e déterminer directement les fonctions discriminantes

d
e linéaires: g(x) = wp+ Ewixi — WX +Wg
=1

d
e linéaires généralisées: g(x) 2 ayi(x) = a'y
=1

e en minimisant le risque empirique



Fonctions discriminantes linéaires

e Justifications

e parfois optimal
e facile a calculer
e candidates pour des classifieurs initiales

e aborder quelques principes importants



Fonctions discriminantes linéaires

e Géométrie — deux classes

e fonction de décision:
f(x) = {Cl s? g(x)>0, {Cl Si WX > —wp,

C, sSiwix< —w




Fonctions discriminantes linéaires

e Géométrie — deux classes

e frontiere de décision H est un hyperplan:g(x) =0
e X1, X2 € H: Wi(X; —X2) =0
e régions de décision: R;:coté positif, Ry:coté négatif

e r = distance algébrique de x et H:
g(x) = Wx+Wwo=r|wl

r= ——=



Fonctions discriminantes linéaires

e Géométrie — deux classes




Fonctions discriminantes linéaires

e Géomeétrie — multiclasses

e C/nonC

\ not w;| ws



Fonctions discriminantes linéaires

e Géomeétrie — multiclasses

e N(N — 1) /2 fonctions discriminantes




Fonctions discriminantes linéaires

e Fonctions discriminantes linéaires
e machine linéaire: gj(x) =wix+wj, j=1,...,N
e frontieres de décision H; j:gi(x) = g;(X)
e (wj —wj) est orthogonal a H;

o r(x,Hij) = giH(\),(V)i :\?vjj(|)|()




Fonctions discriminantes linéaires

e Fonctions discriminantes linéaires




Fonctions discriminantes linéaires

e Fonctions discriminantes linéaires généralisées:
d t
g(x) =Y ayi(x) =ay
1=1

e exemple: fonction discriminante quadratique:

d d d
g(X) =Wo+ Yy WiXi+ Y ¥ Wij%X;
=1 =1]=1

e frontiere de décision: hyperquadrique

10
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e Fonctions discriminantes linéaires généralisées

1

o exemple: g(X) = a; +aX+agx?, y= | X
2

X
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Ly =
e exemple

X1
X2
OX1X2
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Fonctions discriminantes linéaires

e Vecteur augmenté
d d
e g(X) :W0+2Wi)(i — EWiXi (Xo=1)
=1 i1=0

1 Wo Wo

d
.g(x)zzayi,d:d+1,y: X:l a= V\:Il —
i=1 ) )

Xd Wy
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e Vecteur augmenté




Fonctions discriminantes linéaires

e Séparabilité linéaire

1 si y; est classifié C;
—1 siy; est classifié C,

e g(x) = a'y sépare D, sans erreur:

ayiz >0, i=1,...,n

e a. vecteur séparateur, vecteur de solution
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Fonctions discriminantes linéaires

e Séparabilité linéaire

région de région de
solution Y2 solution Y2

_ e
— = pt
p\aY\
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Fonctions discriminantes linéaires

e Marge de séparation:

m = g(x;)z = a'yz

e Séparation avec une marge b:

m=ayz >b, i=1...,n



18

Fonctions discriminantes linéaires

e Marge de séparation
a;

région de
solution

Y

Y3




Fonctions discriminantes linéaires

e Procédures de descente de gradient
e fonction de critere: J(a) — minimisée si a est une solution
e a(k+1) = a(k) —n(K)vI(a(k))

e n(K): taux d’apprentissage
DESCENTEDEGRADIENTSIMPLE(©®,n(-), ag)

1 a<— qg
k<0
faire
k—k+1
a—a—n(k)vi(a)
jusqu'an(k)vi(a)| <O
retourner a

~N OO O B WODN




Fonctions discriminantes linéaires

e Descente de Newton

e J(@) ~J(ak)) + vI'i(a—a(k)) + %(a— a(k))'H(a—a(k))
62J

e matrice hessienne: Hjj = 8308
104

o a(k+1)=a(k) —H1vJ
DESCENTEDENEWTON(®, ap)

1 a<« g

2 faire

3 a«—a—H"1vJ(a)

4 jusgu'alH lvi(a)|<®
S5 retourner a




Fonctions discriminantes linéaires

e Descente de Newton
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Fonctions discriminantes linéaires

ole perceptron
e Jy(a) = E | (ayiz<o} (—ayiz)
i=1

n
¢ Vo= Nayz<o(—Yiz)
=1

o a(k+1)=a(k) +n(k) SiLi latyiz<aYiz



Fonctions discriminantes linéaires

e Le perceptron

PERCEPTRONBATCH(©,n(-),a0)

1 a+— qg
k<0
faire

k—k+1

a— a+n(k) 3L latyz<0Yiz
jusgqu’am(k) Silq latyiz<oyYiz| < ©
retourner a

~N O O B~ WODN




Fonctions discriminantes linéaires

e Fonctions de critere

J(a)




Fonctions discriminantes linéaires

e Le perceptron en-ligne
PERCEPTRONENLIGNE(ap)

1 a<+— qg

2 k<0

3 faire

4 k< (k+1) modn

5 s a'ykzc < 0alors >y, mal classifié
6 a «— a+ YiZ

7 jusqu'a Yl liatyiz<op =0 > pas d’erreur
8 retourner a

e Théoreme

e Si 'ensemble d’entrainement est linéairement séparable, I'algorithm
PERCEPTRONENLIGNE se termine a une vecteur de solution apres
un nombre fini de corrections.



Fonctions discriminantes linéaires

e Le perceptron en-ligne, avec marge, d’'incrément variable

PERCEPTRONENLIGNEMARGEVARIABLE(N(-), a0, b)

1 a+— qg
k<0
faire
k—k+1
k' —k modn
s alypzs <balors
a <« a+n(K)ywze
jusqu'a ity lratyiz<m =0 > pas d'erreur
par rapport alamargeb
9 retourner a

0O N O O & WD




Fonctions discriminantes linéaires

e Conditions de convergence




Fonctions discriminantes linéaires

e Le perceptron batch d’'incrément variable

oy®

n
= Nt (yia<0}YiZ
=1

1

~N OO OB~ WODN

PERCEPTRONBATCHVARIABLE(N(+),ap)

a<— ap
k—0
faire

k—k+1

a<—a+n(k) 3ililayz<01Yiz
jusqu'a 3L liatyz<0p = 0
retourner a




Fonctions discriminantes linéaires

e Procédures de relaxation
* Jo(a) El{atyla<0}(ayl z)*

atyizi _b)z
lyiz||2

1 (
* 3(&) =3 > layash)
n at z—b
* V= El{aty|2|<b} Hyl 2 Yi4
=1

n b at
eak+1)= E {aylz.<b}Hyl—’>’/|2y|Z|



Fonctions discriminantes linéaires

e Procédures de relaxation

RELAXATIONBATCHMARGE(1(+), ap, b)
1 a««—a
k—0
faire
K—k+1
a—a+mn(k) Einzll{atyizigb}bu_y?—;),/‘izzimzi
jusqu'a FiLs latyia<b) = 0
retourner a

~N O 0o A WODN




Fonctions discriminantes linéaires

e Relaxation en-ligne

RELAXATIONENLIGNEMARGE(N(+), ap, b)

1 a<+— qg
k<0
faire
k—k+1
k' —k modn
s alypzs <balors

b—aly,z.
a—a+n(k) Hyk/zkkfuzg

jusqu'a il latyz<py = 0
retourner a

Y2

© 00 N O 0ol WD




Fonctions discriminantes linéaires

e Relaxation en-ligne

—_— t / /
o (k) = 2 BYK&

Izl
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Fonctions discriminantes linéaires

e Relaxation en-ligne

e 1 > 1. sur-relaxation
e 1| < 1: sous-relaxation

e condition de convergence: 0<n < 2

33



Fonctions discriminantes linéaires

e Comportement dans le cas non-séparable

e procédures de correction d’erreur

e fonctionnent bien si

e la décision de Bayes est a peu prés linéaire

e |'erreur de Bayes est petite

e si 2d > n, la probabilité de non-séparabilité est petite



Fonctions discriminantes linéaires

e Incrément fixe

e boucle infinie
e engendre un procéssus d’état fini

e moyenner les vecteurs de poids

e Incrément variable

e converge sin(k) — 0



Fonctions discriminantes linéaires

e approche d’erreur carrée (régression)

e soith=(z,...,z)"
e Idéalement on voudrait trouver a tel que Ya=Db

e Mais on commet des erreurs e=Ya—Db

n

e Js(a) =|Ya—b|*= E(a‘yi _by)?

=1

n
RVARE 22 a'yi —b)y; = 2Y'(Ya—Db)
=1

e YiYa=VY'b

= (YY) Y'b=Y"b
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e YT = (Y'Y)~1Y!: pseudoinverse de Y
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Fonctions discriminantes linéaires

e Procédure de Widrow-Hoff (LMS)
o batch: a(k+1) = a(k) +n(K)Y'(b — Ya(k))
e en ligne: a(k+ 1) = a(k) +n(k)yw(bw — a'yw)

LMS(O,n(+),a0)
a<—do
k<0
faire

K—k+1

k' <k modn

a <« a+n(K)yw (b —a'yw)
jusgu’a In(K)yw(be —ayw)| < ©
retourner a

0O N O Ol & WO DN P
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Fonctions discriminantes linéaires

e Procédure de Widrow-Hoff (LMS)

e Se comporte bien dans le cas non-séparable

e Ne converge pas nécessairement a un hyperplan séparateur dans les
cas séparables



Fonctions discriminantes linéaires

e La machine de support vector (SVM)

e objectif: trouver un hyperplan séparateur avec une grande marge
29(yi) = zay,

zg(yi)
[

e maximiser b: >bi=1...,n




