Table des matieres

Résumé i
Abstract %
Remerciements XXI
I Introduction 3
1 Présentation du domaine de I’apprentissage automatique 4
1.1 Qu’est-ce que I’apprentissage automatique . . . . . . . ... ... 4

1.2 Situation historique multi-disciplinaire . . . . . . ... ... ... 5

1.2.1 L’apprentissage automatique par rapport aux statistiques

classiques . . . . . . ... 6

1.3 Lestdchesde l’apprentissage . . . . . . ... . ... ... .... 8

1.3.1 L’apprentissage superviseé . . . . ... ... ....... 8



1.3.2 L’apprentissage non-supervisé . . . . . .. ... .. ...
1.3.3 L’apprentissage par renforcement . . . ... .......

1.3.4 Inter-relations entre les techniques . . . . . . . ... ...

2 Lagénéralisation : le grand défi de I’apprentissage
2.1 Mémoriser n’est pas généraliser . . . . ... ... .. .. ....
2.2 Notations et formalisation du probleme . . . ... ... ... ..
2.3 Mesure de la performance de généralisation . . . . ... ... ..
2.4 Quelques notions de théorie d’apprentissage . . . . . . . ... ..

2.5 Pratiques courantes de contréle de capacité . . . ... ... ...

3 Une tentative de classification des algorithmes d’apprentissage
3.1 Lesmodelesgénératifs . . ... ... ... .. ... .......
3.2 Modélisation directe de la surface de décision . . . . .. ... ..
3.3 Extraction progressive de caractéristiques . . . . . ... ... ..
3.4 Modeles basés sur des distances a des prototypes . . . ... ...

3.5 Valeur relative de cette taxonomie . . . . . . ... .. ... ...

4 Les défis de la haute dimensionalité
4.1 Le fléau de ladimensionalité . . . . .. ... . ... ... ....

4.2 Intuitions géométriques en haute dimension . . . . . .. ... ..

viii

11

11

13

13

14

16

18

20

22

23

24

25

26

27

29



4.3 Lanotion de variété de plus faible dimension . . . . . ... ...

Il Modeles a noyaux

5 Méthodes a noyau classiques et modernes

5.1 Noyauxetdistances . . . . . . . . . ... ...

5.2 Méthodes & noyau classiques : non paramétriques . . . . . . . ..
5.2.1 L’algorithme des k plus proches voisins (KNN) . . . . . .
5.2.2 Larégression a noyau (Kernel regression) . . . . ... ..
5.2.3 Les fenétres de Parzen pour I’estimation de densité . . . .

5.3 Les méthodes a noyau “modernes” . . . . . ... ... ... ...
5.3.1 Les machines a vecteurs de support (SVM) linéaires
5.3.2 Dulinéaire au non-linaire . . . . . . .. ... ... ...
53.3 Llastucedunoyau . ... .................

5.3.4 Utilisation de I’astuce du noyau dans les algorithmes . . .

6 Laforme du noyau
6.1 Inteprétation classique ou moderne? . . . . . ... ... .. ...

6.2 Importance de la forme du noyau ou de la métrique . . . . . . ..

32

34

35
35
37
37
37
38
39
39
40
42

44

48

48



Premiere partie

Introduction



Chapitre 1

Présentation du domaine de

I’apprentissage automatique

1.1 Qu’est-ce que I’apprentissage automatique

La faculté d’apprendre de ses expériences passées et de s’adapter est une carac-
téristique essentielle des formes de vies supérieures. Elle est essentielle a I’étre
humain dans les premiéres étapes de la vie pour apprendre des choses aussi fon-
damentales que reconnaitre une voix, un visage familier, apprendre a comprendre

ce qui est dit, a marcher et a parler.

L’apprentissage automatique?! est une tentative de comprendre et reproduire cette
faculté d’apprentissage dans des systéemes artificiels. Il s’agit, tres schématique-

ment, de concevoir des algorithmes capables, a partir d’un nombre important

LAnglais : Machine Learning



d’exemples (les données correspondant a “I’expérience passée”), d’en assimiler

la nature afin de pouvoir appliquer ce qu’ils ont ainsi appris aux cas futurs.

1.2 Situation historique multi-disciplinaire

Traditionnellement, on consideére que le domaine de I’apprentissage automatique
sub-symbolique est né vers la fin des années 50, comme une branche dissidente de
I’Intelligence Artificielle classique, avec la publication des travaux de Rosenblatt

sur le Perceptron [75].

Historiquement, c’est la le fruit de la rencontre de I’Intelligence Artificielle et des
neuro-sciences. Ce qu’on a alors appelé la branche “connexioniste” de I’l.A. ambi-
tionnait de parvenir a créer des machines capables d’intelligence en tentant de mi-
miquer le fonctionnement des systemes nerveux biologiques, ou tout du moins en
s’inspirant fortement des connaissances sur les réseaux de neurones biologiques,
et présentait un départ radical de I’approche symbolique de logique “Aristoté-
licienne” adoptée par I’lLA. classique. Ainsi ont été développés les réseaux de

neurones artificiels.

Dés sa naissance, le domaine était donc résolument inter-disciplinaire. Au cours
des 45 années qui ont suivi, ce caractére n’a fait que s’accentuer, et si I’attrait pour
la stricte inspiration biologique s’est beaucoup estompé (certains diront malheu-
reusement), ¢’est avant tout parce que des connexions profondes ont été dévelop-
pées avec d’autres disciplines. En effet la formalisation du domaine, son mdris-
sement, la compréhension théorique accrue des problemes impliqués, se sont ac-

compagnés d’un rapprochement avec des disciplines ayant de solides fondations



mathématiques et théoriques telles que la théorie de I’information et le traitement
du signal, I’optimisation non-linéaire, mais surtout et de facon prépondeérante ces

derniéres années avec le point de vue statistique.

1.2.1 L’apprentissage automatique par rapport aux statistiques

classiques

Du point de vue du probléme de I’apprentissage, on peut diviser les statistiques

classiques en deux branches :

— Les statistiques paramétriques, dont le cadre suppose que I’on connait la forme
du vrai modéle qui a généré les données, ignorant seulement ses parametres,
et ou il s’agit d’estimer au mieux les parametres du dit modéle a partir d’un
échantillon de données fini.

— Les statistiques non parametriques (k plus proches voisins, fenétres de Par-
zen, ... \Voir la section 5.2 ). La, la plupart des études statistiques s’intéressent
aux propriétés de convergence et consistance de I’estimateur quand le nombre
d’exemples tend vers I’infini.

Les recherches en apprentissage automatique se sont quant a elles concentrées da-

vantage sur des problemes réels complexes, ou il serait absurde de croire que I’on

puisse disposer du vrai modéle, et ou I’on est également loin d’avoir une quantité
illimitée de données. Bien que les statistiques classiques se soient un peu intéres-
sées a ces questions, depuis I’avenement de I’informatique ce champ d’investiga-
tion a surtout été exploré par la communauté de I’apprentissage automatique. Par
ses origines dans des domaines moins frappés de rigueur et de formalisme ma-

thématique (la neuro-biologie et I’électronique/informatique), les recherches en



intelligence artificielle sub-symbolique ont pris un chemin davantage empirique,
se satisfaisant trés bien de produire des “monstres” mathématiques comme les
réseaux de neurones, du moment qu’ils fonctionnaient et donnaient de bons résul-
tats ! Dans la mesure ou les modeles utilisés étaient plus complexes, les questions
de sélection de modeéle et du contrdle de leur capacité se sont imposées naturelle-

ment avec force.

Mais on voit que, bien plus qu’une différence de fond entre les deux domaines,
ce qui les sépare est une différence de culture et d’emphase : les études statis-
tiques classiques se sont souvent auto-limitées a des modeles se prétant bien a une
analyse mathématique (modeles assez simples, en faible dimension). En compa-
raison, la recherche en intelligence artificielle était résolument engagée sur la voie
de la complexité, avec pour seule limite la capacité du matériel informatique, et
poussée par le besoin de mettre au point des systémes répondant aux problémes

concrets du moment.

Néanmoins, avec le temps, le domaine de I’apprentissage automatique a mdri,
s’est formalisé, théorisé, et s’est ainsi inéluctablement rapproché des statistiques,
au point d’étre rebaptisé apprentissage statistique. Pour autant, bien que s’étant
considérablement réduit, le fossé culturel n’est pas totalement comblé, notamment
en ce qui concerne les conventions quant aux facons de procéder et a la termino-
logie. Nous espérons donc que le lecteur davantage familier avec le formalisme

statistique saura pardonner I’approche certainement moins rigoureuse de I’auteur.



1.3 Les taches de I’apprentissage

On peut séparer les taches de I’apprentissage automatique en trois grandes fa-
milles :

— apprentissage supervisé,

— apprentissage non-supervisé,

— apprentissage par renforcement.

1.3.1 L’apprentissage supervisé

La formulation du probléme de I’apprentissage supervisé est simple : on dispose
d’un nombre fini d’exemples d’une tache a réaliser, sous forme de paires (entree,
sortie désirée), et on souhaite obtenir, d’une maniére automatique, un systeme
capable de trouver de fagon relativement fiable la sortie correspondant a toute

nouvelle entrée qui pourrait lui étre présentée.

On distingue en général trois types de problemes auxquels I’apprentissage super-
visé est appliqué. Ces taches difféerent essentiellement par la nature des paires

(entrée, sortie) qui y sont associées :

Classification

Dans les problémes de classification, I’entrée correspond a une instance d’une
classe, et la sortie qui y est associée indique la classe. Par exemple pour un pro-

bléme de reconnaissance de visage, I’entrée serait I’image bitmap d’une personne



telle que fournie par une caméra, et la sortie indiquerait de quelle personne il s’agit

(parmi I’ensemble de personnes que I’on souhaite voir le systeme reconnaitre).

Régression

Dans les problemes de régression, I’entrée n’est pas associée a une classe, mais
dans le cas général, a une ou plusieurs valeurs réelles (un vecteur). Par exemple,
pour une expérience de biochimie, on pourrait vouloir prédire le taux de réaction
d’un organisme en fonction des taux de différentes substances qui lui sont admi-

nistrées.

Séries temporelles

Dans les problemes de séries temporelles, il s’agit typiquement de prédire les
valeurs futures d’une certaine quantité connaissant ses valeurs passées ainsi que
d’autres informations. Par exemple le rendement d’une action en bourse...Une
différence importante avec les problemes de régression ou de classification est

que les données suivent typiqguement une distribution non stationnaire.

1.3.2 L’apprentissage non-supervisé

Dans I’apprentissage non supervisé il n’y a pas de notion de sortie désirée, on dis-
pose seulement d’un nombre fini de données d’apprentissage, constituées “d’en-

trées”, sans qu’aucun label n’y soit rattaché.
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Estimation de densité

Dans un probleme d’estimation de densité, on cherche a modéliser convenable-
ment la distribution des données. L’estimateur obtenu f(z) doit pouvoir donner
un bon estimé de la densité de probabilité a un point de test z issu de la méme

distribution (inconnue) que les données d’apprentissage.

Partitionnement

Le probléme du partitionnement? est le pendant non-supervisé de la classification.
Un algorithme de partitionnement tente de partitionner I’espace d’entrée en un
certain nombre de “classes” en se basant sur un ensemble d’apprentissage fini, ne
contenant aucune information de classe explicite. Les critéres utilisés pour décider
si deux points devraient appartenir a la méme classe ou a des classes différents
sont spécifiques a chaque algorithme, mais sont tres souvent liés a une mesure de

distance entre points.

Réduction de dimensionalité

Le but d’un algorithme de réduction de dimensionalité est de parvenir a “résu-
mer” I’information présente dans les coordonnées d’un point en haute dimension
(z € R", n grand) par un nombre plus réduit de caractéristiques (y = f(x),y €
R™ m < n). Le but espéré est de préserver I’information “importante”, de la
mettre en évidence en la dissociant du bruit, et possiblement de révéler une struc-

ture sous-jacente qui ne serait pas immeédiatement apparente dans les données

2Anglais : clustering



11

d’origine en haute dimension. L’exemple le plus classique d’algorithme de réduc-

tion de dimensionalité est I’ Analyse en Composantes Principales (ACP) [52].

1.3.3 L’apprentissage par renforcement

Nous ne faisons ici que mentionner treés succinctement le cadre général de I’apren-
tissage par renforcement, ce domaine étant hors du champ de notre sujet. Nous
invitons le lecteur désireux d’en savoir plus a se référer a [90]. La particularité
et la difficulté du cadre de I’apprentissage par renforcement est que les décisions
prises par I’algorithme influent sur I’environnement et les observations futures.
L’ exemple typique est celui d’un robot autonome qui évolue et effectue des ac-
tions dans un environnement totalement inconnu initialement. Il doit constamment
apprendre de ses erreurs et succes passés, et décider de la meilleure politique a ap-

pliquer pour choisir sa prochaine action.

1.3.4 Inter-relations entre les techniques

Bien entendu, les frontiéres entre les taches que nous venons de présenter sont
souples. Ainsi on applique couramment, et avec succes, des algorithmes congus
pour faire de la régression a des problémes de classification, ou bien on estime des

densités dans le but de faire de la classification (voir la section 3.1).

Notez qu’une bonne estimation de densité permet en théorie de prendre la déci-
sion optimale concernant un probleme de classification ou de régression. Mais
d’un autre cbté I’estimation de densité est souvent un probléme plus difficile, en

pratique avec un nombre fini de données d’entrainement.
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Précisons que, dans la suite de I’exposé, nous limiterons notre attention aux pro-
blémes de classification, régression, et estimation de densité dans R" (la représen-
tation de donnée la plus souvent utilisée). Nous porterons un intérét tout particulier

aux cas ou n est grand, de I’ordre de 100 a 1000 : la haute dimension.



Chapitre 2

La géneralisation : le grand deéfi de

I’apprentissage

2.1 Mémoriser n’est pas géneraliser

Le terme apprentissage dans la langue courante est ambigu. 1l désigne aussi bien
I’apprentissage “par coeur” d’une poésie, que I’apprentissage d’une tache com-

plexe telle que la lecture.

Clarifions la distinction :
— Le premier type d’apprentissage correspond a une simple mémorisation. Or
les ordinateurs contemporains, avec leurs memoires de masse colossales, n’ont

aucune difficulté & mémoriser une encyclopédie entiére!, sons et images inclus.

bien que la fagon dont ils accédent a cette mémoire ne soit pas qualitativement trés différente
de le fagon dont un étre humain accéde a I’encyclopédie de sa bibliotheque - sa mémoire étendue -,

juste un peu plus rapide. ..
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— Le second type d’apprentissage se distingue fondamentalement du premier en
cela qu’il fait largement appel a notre faculté de généraliser. Ainsi pour ap-
prendre a lire, on doit étre capable d’identifier un mot écrit d’une maniére que
I’on n’a encore jamais vue auparavant.

Bien qu’il soit trivial de mémoriser une grande quantité d’exemples, les généra-

liser & la résolution de nouveaux cas, méme s’ils ne difféerent que Iégerement, est

loin d’étre un probleme évident. Ce que I’on entend par apprentissage dans les
algorithmes d’apprentissage, et qui en fait tout I’intérét et toute la difficulté est bel
et bien la capacité de généraliser, et non pas simplement celle d’un apprentissage

par coeur.

2.2 Notations et formalisation du probléme

En général nous utilisons des P majuscules pour identifier des probabilités, et des
p minuscules pour les densités de probabilité, f étant réservé pour les fonctions
de décision. Mais dans ce qui suit, par un léger abus de notation, nous utiliserons
un P majuscule indifféremment pour désigner une probabilité ou une densité,
en fonction du contexte et de la nature, discréete, catégorique, ou continue des
variables. Ainsi avec des variables aléatoires X continue et Y discréte, P(X =
z|Y = y) sera une densité conditionnelle, alors que P(Y = y|X = z) sera une

probabilité conditionnelle.

Formalisons a présent le probléme de I’apprentissage supervisé :2

2nous rappelons que nous ne considérons pas ici le cas des données temporelles, dont la nature

non stationnaire occasionne des complications supplémentaires
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On dispose d’un ensemble D de I données d’apprentissage, sous forme de paires
(entrée, sortie) : D = {(x1,v1), (%2, y2), ---, (21, 4:)} que I’on suppose tirées de

maniére i.7.d. d’une distribution inconnue P(X,Y).

Typiquement, entrée et sortie sont représentées sous forme d’un vecteur réel :

XeR",Y ¢R"

Le probleme de I’apprentissage supervisé est alors, a partir de I’ensemble d’ap-
prentissage (et possiblement de connaissances a priori que I’on posséde du do-
maine), de trouver, pour de nouveaux (z, y) tirés de la méme distribution P(X,Y),

un moyen de calculer le i associé au = en commettant le moins d’erreurs possible.

L approche la plus couramment utilisée consiste a tout d’abord utiliser D pour
trouver la “meilleure” fonction f : = — y, f € F (ou F est choisi a I’avance).
Puis a utiliser la fonction ainsi modélisée pour associer un y a tout nouveau x de

test.

On dispose en général d’une fonction de colt C(ycalculé: Yréel)- Par exemple,

pour la classification, si i représente le numéro de la classe, on pourrait compter le

nombre d’erreurs de classification a I’aide de la fonction de codt définie comme :

Cyr,y2) =0siy1 =1

C(y1,y2) = 1siys # o

Ou bien pour un probleme de régression, on pourra s’intéresser a I’erreur quadra-
nl

tique : C(y1, 42) = lly1 — oll> = D27 (y15 — 925)°

Idéalement, on voudrait trouver f € F qui minimise I’erreur de généralisation,
ou risque espéré : R(f) = E[C(f(X),Y)] = [ C(f(z),y)P(z,y)dzdy
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Mais comme on ne connait pas la vraie distribution P(X,Y’), on doit se contenter

de trouver le f qui minimise un estimé de cette erreur de généralisation. Typique-

ment cet estimé R(f) est construit & partir de deux termes :

— lerisque (ou erreur) empirique calculé sur les données d’apprentissage : R(f, D)
1300 C(f (@), 9s)

— et une pénalité H(f) qui induit une préférence sur les solutions f

F est souvent un ensemble de fonctions paramétré par un vecteur de parametres

6 et rechercher f, € F revient dans ce cas a rechercher un 8 € RP qui minimise

R(fy)

Cette approche qui consiste d’abord a trouver une fonction a partir des données
d’entrainement, pour ensuite appliquer cette fonction sur les nouvelles données de
test est I’approche inductive. Une approche l1égérement différente, qui consiste a
trouver une fonction dépendant également du ou des points de test considérés est

dite transductive.

La fonction ainsi obtenue constitue un modele, dans le sens qu’elle permet de mo-
déliser la relation entre entrée et sortie. L’ optimisation des parameétres se nomme
la phase d’entrainement ou d’apprentissage du modele, et permet d’obtenir un

modeéle entrainé.

2.3 Mesure de la performance de généralisation

Lorsque I’on construit un modele afin qu’il minimise le risque empirique calculé
sur les données d’apprentissage, I’erreur d’apprentissage ainsi obtenue ne peut

étre considérée comme une bonne mesure de I’erreur de généralisation : elle est



17

évidemment biaisée. Pour obtenir un estimé non biaisé de I’erreur de générali-

sation, il est crucial de mesurer I’erreur sur des exemples qui n’ont pas servi a

entrainer le modele. Pour cela, on divise I’ensemble des données disponibles en

deux parties :

— un sous ensemble d’entrainement, dont les données serviront a I’apprentissage
(ou entrainement) du modele ;

— un sous ensemble de test, dont les données seront utilisees uniquement pour
évaluer la performance du modeéle entrainé. Ce sont les données “hors-échantillon
d’entrainement”. On obtient ainsi I’erreur de test qui est un estime bruité, mais
non biaisé de I’erreur de généralisation.

Par ailleurs I’ensemble d’entrainement est souvent lui-méme partagé entre un

sous-ensemble qui sert a apprendre les parametres d’un modéle a proprement dit,

et un autre sous-ensemble dit “de validation”, qui sert a la sélection de modele.

La sélection de modele est ici comprise au sens large : il peut s’agir de choisir le

meilleur entre plusieurs familles de modéles tres différents, ou entre des variantes

tres semblables d’un méme modele, dues uniquement a des variations des valeurs

d’un hyper-parametre controlant la définition du modele.

Dans les cas ou I’on dispose de trop peu de données, on peut utiliser une technique
de validation croisée[89], pour générer plusieurs paires de sous-ensembles entrai-
nement/test. Cette technique est colteuse en temps de calcul, mais permet d’obte-
nir un bon estimé de I’erreur de test, tout en conservant suffisamment d’exemples

pour I’entrainement.

Lorsque, dans le présent document, nous parlons de performance d’un modele,
nous entendons la performance “en test”, telle que mesurée sur un ensemble de

test ou par validation croisée.
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true

FiG. 2.1 — Biais et Variance

2.4 Quelques notions de théorie d’apprentissage

Le lecteur intéressé par un développement formel plus complet de la théorie de
I’apprentissage statistique est invité a se référer a [99]. Nous nous contentons de

présenter ici quelques notions.

D’une maniéere générale, I’approche inductive permet de combiner deux types
d’informations pour résoudre le probléme particulier (de classification ou de ré-
gression) qui nous occupe :

— Des connaissances ou intuitions a priori sur la forme que la solution devrait
avoir. Elles se traduisent dans le choix de I’ensemble de fonctions F dans lequel
on va chercher la solution, dans le choix de la fonction de codt C, et dans le
choix de la fonction de pénalité H(f) qui permet de spécifier une préférence

parmi les fonctions de F .
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— Un nombre fini [ d’exemples de paires (x, y), possiblement bruités, de valeurs
de la “vraie” fonction en un certain nombre de points : notre ensemble d’ap-
prentissage.

Un algorithme d’apprentissage nous permet en principe de trouver dans I’en-

semble F la fonction f* qui satisfait le mieux ces contraintes. Mais on se heurte

typiquement a deux problemes inconciliables :

— La “vraie fonction” idéale f;.,. ne se trouve peut-étre pas dans I’ensemble F
gue nous avons choisi. En conséquence de quoi on aurait tendance a choisir un
ensemble de fonction plus vaste pour limiter ce probléme.

— Le nombre limité d’exemples d’entrainement dont nous disposons n’est pas
suffisant pour localiser de fagon precise la fonction f qui est la plus proche
de fi-e parmi notre ensemble de fonctions. Ce probléme peut logiquement étre

réduit en choisissant un ensemble de fonctions F plus petit.

Le terme d’erreur dd au premier probleme se nomme le biais, et celui d0 au second
se nomme la variance (car il est d0 & la variabilité de I’échantillon fini qu’est I’en-
semble d’apprentissage que 1I’on nous donne). Et le dilemme que cela occasionne

est appelé dilemme biais-variance. Voir la figure 2.1.

On voit que la “taille” ou “complexité” de I’ensemble de fonctions F joue un
role fondamental. Ce que I’on nomme la capacité h(F) est une mesure de cette

complexité.
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2.5 Pratiques courantes de controéle de capacité

Un nombre de pratiques couramment employées permet d’exercer un certain contréle
sur la capacité. Le principe fondamental est celui de la régularisation[94], qui
permet d’introduire une préférence sur les fonctions de . La fonction de pénalité
H(f) que nous avons déja mentionnée, est ajoutée au colt optimisé, et ce terme
est appelée terme de régularisation : on favorise ainsi les fonctions plus simples

(faible capacité) et pénalise davantage les plus complexes (capacité élevee).

\oici quelques méthodes couramment utilisées pour traduire ce principe en pra-
tique. Le lecteur intéressé a la mise en pratique concréte de ces techniques par-
ticulierement pour I’entrainement des réseaux de neurones est invité a se reférer
a [68].

— “weight-decay” : introduit une pénalité H(f,) = Y 6? quadratique sur les va-
leurs des paramétres ;. On introduit ainsi une préférence pour des valeurs de
6 proches de 0.

— design d’architecture : permet de choisir F

— design de fonction de co(t : permet de choisir H( f) et ainsi d’établir une pré-
férence sur les f € F

— arrét prématuré : technique permettant de décider d’arréter un algorithme ité-
ratif avant qu’il n’atteigne la fonction f optimale pour le co(t optimisé, et qui

limite ainsi la taille ou capacité “effective” de I’espace de fonctions exploré.

Pour résumer, un algorithme d’apprentissage performant pour une tadche donnée

s’obtient avant tout en combinant un nombre suffisamment élevé de données d’en-
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trainement et de bonnes connaissances a priori sur le probléme, a condition qu’on

puisse en disposer.



Chapitre 3

Une tentative de classification des

algorithmes d’apprentissage

La quantité et la diversité des algorithmes d’apprentissage rend toute entreprise
de taxonomie hasardeuse. Celle, peut-étre peu conventionnelle, que nous présen-
tons ici, tente une classification des algorithmes d’aprés ce que nous considérons
comme leur philosophie. Dans cette présentation nous nous limiterons la plupart
du temps, par souci de simplicité, a une perspective de classification, mais certains
des concepts présentés peuvent s’adapter aisément a des problémes de régression

ou d’estimation de densité.
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3.1 Les modeles géenératifs

Ces algorithmes partent de I’hypothése que les données que I’on observe ont été
géneérées par un processus aléatoire que I’on va modéliser. On part alors d’un
modele paramétrisé de ce que I’on pense pouvoir étre ce processus, et on tente
d’estimer les parametres qui ont le plus vraisemblablement donné naissance aux
données observees (principe du maximum de vraisemblance). Ceci correspond
au cadre des statistiques paramétriques tel que développé par Fisher [30, 31, 32,
33, 2], méme si en pratique on ne suppose pas forcément que le modele envisagé
est réellement le “vrai” modele ayant généré les données, mais simplement qu’il

permettra de bien généraliser une fois appliqué a de nouveaux points de test.

Un algorithme basé sur un modeéle génératif aboutit généralement a un estima-
teur de densité p(z). Mais on peut aussi utiliser ces techniques en appliquant
la régle de Bayes pour construire un classifieur. Pour les problemes de classi-
fication, on construit un modéle de densité p. différent pour chaque classe c :
P(X = z|Y = ¢) = p.(z), dont les paramétres sont estimés de maniére & maxi-
miser la vraisemblance des x; qui correspondent a cette classe dans I’ensemble
d’apprentissage. Puis, au moment de prendre une décision quant a la classe ¢ d’un
nouveau x qui nous est présenté, on utilise la régle de Bayes pour obtenir la pro-

babilité a posteriori de la classe :

P(X=z|Y=c¢)P(Y=c¢c
P(Y=cX=z)= P‘(X:)m)( )

ou P(Y = ¢) est la probabilité a priori de la classe ¢ (et P(X = x) est un simple

facteur de normalisation).
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Une alternative a I’adoption de la solution de maximum de vraisemblance, est la
pure approche Bayesienne qui consideére I’intégrale sur toutes les valeurs possible
des parametres du modele, en tenant compte d’une probabilité a priori sur ces
valeurs (un a priori sur le modele). Bien que trés attrayante d’un point de vue
théorique, I’approche Bayesienne présente souvent des difficultés contraignantes
de mise en oeuvre en pratique, impliquant le recours a des approximations, et

limitant leur applicabilité.

Parmi les approches inspirées de modéles génératifs qui ont emporté un grand
succes, on peut citer les Chaines de Markov Cachées (utilisees notamment dans
les systéemes de reconnaissance de la parole), et les modéles de Mixtures de Gaus-

siennes.

3.2 Modélisation directe de la surface de décision

Le concept de surface de décision est commun a tous les algorithmes de classi-
fication dans R". En effet, la capacité de décider d’une classe pour chaque point
x de I’espace d’entrée induit automatiquement une partition de cet espace. Si on
se limite, pour la simplicité de I’expose, au cas de deux classes (y € {—1,+1}),
pour x € R", il en résulte une frontiére (pas nécessairement continue) qui délimite
les zones des deux classes, et que I’on nomme surface de décision. Il s’agit d’une

“surface” de dimension n — 1 dans I’espace d’entrée de dimension n.

Tous les algorithmes de classification dans R" induisent de telles surfaces de dé-
cision, mais seuls quelques uns en font leur point de départ : ils partent d’une

hypothése quant a la forme de cette surface de décision : linéaire, polynomiale,
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etc. .. puis cherchent, pour cette classe de fonctions, les paramétres qui vont mi-
nimiser le critére de codt désiré (idealement I’espérance des erreurs de classifica-
tion). Ainsi, I’ancétre des réseaux de neurones, I’algorithme du Perceptron [75]
recherche une surface de décision linéaire, représentée par une fonction de déci-

sion f(z) = (K w,z > +b),w € R",b e R.

La surface de décision correspond & f(x) = 0, et la classe d’un point z est donnée

par le signe de f(z).

I en va de méme pour le plus récent et trés populaire algorithme des SVM [11,
99], sur lequel nous reviendrons en détails au chapitre 5. Bien que le critere op-
timisé, qui repose sur des fondations théoriques plus solides, soit quelque peu
différent de celui du Perceptron, et qu’une “astuce”® permette d’étendre aisé-
ment I’algorithme a la modélisation de surfaces de décision non linéaires (Po-
lynomiales...), le point de départ des SVM n’en reste pas moins une facon de

trouver une simple surface de décision linéaire convenable.

3.3 Extraction progressive de caractéristiques

Les modeles génératifs, lorsqu’ils sont utilisés comme indiqué précédemment
pour la classification, suggeérent un processus qui part des classes et génere les
entrées observees (la variable aléatoire X'). Mais on peut également imaginer un
processus inverse, qui part des entrées, et par transformations et calculs successifs,

produit en sortie la décision quant a la classe correspondante, et ceci sans suppo-

!’ astuce du noyau (Anglais : kernel trick), qui peut d’ailleurs également s’appliquer au Per-

ceptron [37].
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ser que ces transformations aient quoi que ce soit a voir avec un processus qui
aurait généreé les données. Dans cette catégorie on trouve les réseaux de neurones
multi-couches, qui se sont largement inspirés de nos connaissances sur le sys-
téeme nerveux (en particulier les architectures en couches des premiers étages du
processus visuel). Dans cette optique, la couche d’entrée représente les données
sensorielles brutes, et chaque couche subséquente calcule des caractéristiques de
plus haut niveau, et ce progressivement jusqu’a la derniere couche, qui calcule un
score pour chaque classe. Le plus bel exemple de succes de ce type d’approche est

sans doute I’architecture LeNet pour la reconnaissance de caractéres [55, 12, 56].

3.4 Modeles basés sur des distances a des prototypes

Un grand nombre d’algorithmes d’apprentissage se basent, pour prendre leur déci-
sion (concernant la classe d’un point de test par exemple), sur la distance calculée
entre le point de test, et un certain nombre de prototypes (des points appartenant
au méme espace d’entrée que le point de test). Il faut comprendre ici la notion de
distance au sens large, comme une mesure de similarité-dissemblance entre deux
points. Les noyaux, sur lesquels nous reviendrons au chapitre 5, entrent générale-

ment dans cette catégorie de “mesures de similarité”.

La grande variété de ces algorithmes est due a

— La fagon de choisir les prototypes : se limite-t-on & des points appartenant
a I’ensemble d’apprentissage (tous? un sous ensemble ? lesquels?) ou bien
cherche-t-on a “inventer” des prototypes qui résumeraient I’ensemble d’appren-

tissage (comment ?).
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— Le choix de la distance permettant de mesurer la similarité entre les points. Le
choix de loin le plus courant pour les problémes dans R" est de se baser sur la
distance Euclidienne.

— Comment I’information de distance aux prototypes est utilisée pour prendre la
décision.

Parmi les algorithmes qui conservent comme prototypes la totalité des points de

I’ensemble d’apprentissage, on peut inscrire les méthodes statistiques non para-

métriques classiques : K plus proches voisins, régression a noyau, estimateur de

densité a fenétres de Parzen. Nous présenterons plus en details tous ces algo-
rithmes dans la section 5.2. On regroupe parfois ce type de méthodes sous les
termes anglais memory based, template matching, ou encore lazy learning. On
peut voir que I’optique est tres différente de celle des modéles génératifs et de

I’approche statistique paramétrique exposes a la section 3.1.

Parmi les algorithmes qui “construisent” leurs prototypes, on peut mentionner I’al-
gorithme du centroide, qui résume chaque classe par le centroide des points d’en-
trainement appartenant a cette classe (voir la section 5.3.4). Les réseaux de neu-
rones de type RBF [73] peuvent aussi étre vus comme apprenant un petit nombre
de prototypes, et produisant une fonction de décision qui est une combinaison

linéaire de noyaux Gaussiens (fonction de la distance aux prototypes).

3.5 Valeur relative de cette taxonomie

Il nous faut préciser que les catégories présentees ci-dessus sont quelque peu artifi-

cielles. Il ne faut pas les considérer comme une classification rigide. Pour certains
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algorithmes, il est difficile de décider d’une unique catégorie (par exemple les
mixtures de Gaussiennes : modele genératif ou basé sur des distances a des pro-
totypes ? Les arbres de décisions : extraction progressive de caractéristiques, ou
modeélisation d’une surface de décision linéaire par morceaux paralléle aux axes ?
Dilemme également pour les RBF, et les SVMs a noyaux). La distinction n’est
généralement pas aussi tranchée. Un algorithme peut étre etudié sous de nom-
breux points de vue, autres que celui qui lui a donné naissance, et c’est souvent

un exercice fort instructif.



Chapitre 4

Les défis de la haute dimensionalité

Les données provenant de probléemes d’apprentissage concrets reels apparaissent
souvent en haute ou trés haute dimension : c.a.d. qu’un grand nombre de variables
ont été mesurées pour chaque exemple d’apprentissage. Par exemple le profil d’un
client d’une compagnie d’assurance ou d’une banque peut comporter les valeurs

de plus d’une centaine de variables informatives.

Or I’apprentissage en haute dimension est un probleme difficile, du fait de ce
que I’on a nommé le fléau de la dimensionalité. Par ailleurs les intuitions geomé-
triques valables en faible dimension peuvent se révéler fausses ou inutiles en haute
dimension et certains algorithmes qui fonctionnent trés bien en faible dimension

peuvent donner de trés pauvres performances en haute dimension.

Elaborer des modeles capables de bien généraliser en haute dimension est I’un des

plus grands défis de I’apprentissage statistique.
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4.1 Le fléau de la dimensionalité

Le fléau de la dimensionalité [8] fait référence a la croissance exponentielle de
I’espace explorable avec le nombre de dimensions. 1l suffit de penser par exemple
au nombre de coins d’un hyper-cube en dimension n :

— Endimension 2 (un carré) : 22 =4

— En dimension 3 (un cube) : 23 =8

— Endimension 100 : 2190 = 1267650600228229401496703205376.

On voit qu’en dimension 100 déja, le nombre est tres largement supérieur a la
taille des bases de données d’apprentissage auxquelles on va typiquement avoir a
faire. Ce qui n’empéche nullement ces bases de données d’étre en dimension 100
ou plus! Ainsi le nombre d’exemples dont on dispose est ridiculement faible par

rapport a la taille de I’espace dans lequel ils sont disposés. . .

Notez que le nombre de coins d’un hyper-cube en dimensions n est le nombre
de combinaisons possibles de valeurs que peuvent prendre n variables binaires,
c.a.d. qui ne peuvent prendre chacune que deux valeurs possibles. Si les variables
peuvent prendre davantage de valeurs, I’effet est encore plus dramatique, et pour

des variables continues, cela devient difficile a concevoir!

4.2 Intuitions géométriques en haute dimension

En plus de la taille gigantesque des espaces en haute dimension, I’intuition géo-
métrique qui nous guide en dimension 2 et 3 est souvent trompeuse en haute di-

mension.
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Une particularité est que I’information de distance Euclidienne entre deux points
en faible dimension est beaucoup plus informative qu’en haute dimension. On
peut le comprendre dans le sens ou la distance est finalement une statistique
scalaire résumant n variables (les différences entre les n coordonnées des deux
points). En haute dimension, seule une valeur de distance proche de 0 est réel-
lement informative, car elle indique que toutes les n variables sont proches. Les
valeurs de distance élevées indiquent simplement que certaines variables différent,
sans contenir aucune information quant a leur identité (lesquelles différent beau-
coup et lesquelles peu ou pas du tout, et il y a bien davantage de possibilités quant
a leur identité en dimension élevée). Nous qualifions ce phénomene de myopie
de la distance Euclidienne, car elle ne permet pas de clairement voir loin, n’étant
informative que trés localement. Cette myopie s’accroit avec la dimensionalité,
car plus la dimension est élevée, plus la proportion de points eéloignés par rapport
aux points proches devient écrasante (si I’on suppose des données tirées d’une

distribution uniforme dans un hypercube par exemple).

Un autre point qui vaut d’étre mentionné est I’importance de I’extrapolation par
rapport a I’interpolation. En faible dimension, on a tendance a penser en termes
d’interpolation (entre un petit nombre de points d’une courbe par exemple). Mais
en haute dimension, la probabilité qu’un point de test appartienne a la fermeture
convexe des données d’apprentissage devient tres faible. On se trouve donc la

plupart du temps en situation d’extrapolation.
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4.3 La notion de variété de plus faible dimension

En dépit du fléau de la dimensionalité, en pratique on parvient parfois a obtenir
des résultats raisonnables méme en trés haute dimension (par exemple la base
de données de chiffres MNIST qui est en dimension 784). La raison en est que
les nombreuses variables observées ne sont généralement pas indépendantes, et
que les données d’un probleme sont naturellement tres loin d’étre distribuées uni-
formément dans un hypercube (sinon on n’arriverait effectivement a rien). Elles
refletent une certaine structure sous-jacente, qu’un algorithme d’apprentissage est

capable de plus ou moins bien capturer.

Dans cette optique, une notion qui connait un regain de popularité, surtout depuis
la publication de [76, 92] est I’idée que des données en haute dimension pour-
raient typiquement étre concentrées le long d’une variété non-linéaire de dimen-
sion inférieure. Cette situation est illustrée dans la Figure 4.1. On peut par exemple
imaginer qu’un processus sous-jacent effectivement modélisable, dépendrait d’un
plus petit nombre m de facteurs que la dimension n de I’espace ou les données
sont observées. Si I’on suppose en outre que de petites variations continues de
ces facteurs devrait se traduire par de petites variations des variables observées,
alors ces m facteurs constituent effectivement une paramétrisation d’une variété

de dimension m dans I’espace observé de dimension n > m.

Cette notion de variété est aussi ce qui sous-tend la technique des distances tan-
gentes [84], ou le sous-espace tangent en chaque point est déduit de connaissances
a priori sur des transformations invariantes pour la tache en question (petites ro-
tations ou translations de tous les pixels de I’image d’un chiffre manuscrit, qui ne

changent pas sa classe).
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FIG. 4.1 — Hlustration du concept de variété. Une variété non-linéaire de dimen-
sion 2 dans un espace de dimension 3. Deux points sont représentés, avec pour

chacun deux vecteurs définissant le sous-espace tangent en ce point.



